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หนังสือเรียน

รายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์

ช้ัน

มัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๒

ตามผลการเรียนรู้
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑

จัดทำ�โดย

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี  กระทรวงศึกษาธิการ

จัดทำ�เป็นฉบับ e-book คร้ังท่ี ๒ พ.ศ. ๒๕๖๖

มีลิขสิทธ์ิตามพระราชบัญญัติ



		

		  สถาบัันส่ง่เสริิมการสอนวิิทยาศาสตร์์และเทคโนโลยีี (สสวท.) ได้จ้ัดัทำหนัังสืือเรียีน ฉบัับ e-book
นี้้�ขึ้้�น โดยมีีเนื้้�อหาเช่่นเดีียวกัับหนัังสืือเรีียนรายวิิชาเพิ่่�มเติิมคณิิตศาสตร์์ ชั้้�นมััธยมศึึกษาปีีที่่� ๕ 
เล่ ่ม  ๒ ฉบัับสื่่� อสิ่่� งพิิมพ์ ์  ที่่� จัั ดทำตามผลการเรีียนรู้้ �  กลุ่่ � มสาระการเรีียนรู้้ � คณิิตศาสตร์ ์ 
(ฉบัับปรัับปรุุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลัักสููตรแกนกลางการศึึกษาขั้้�นพื้้�นฐาน พุุทธศัักราช ๒๕๕๑                        
ทุุกประการ เพื่่�อให้้นัักเรีียน ครูู ผู้้�ปกครอง นัักวิิชาการ และผู้้�สนใจทั่่�วไป เข้้าถึึงได้้ง่่ายและสะดวก   
รวดเร็็ว รวมทั้้�งสามารถเลืือกใช้้ตามความเหมาะสมกัับจุุดประสงค์์ต่่าง ๆ ทั้้�งนี้้� สสวท. ขอสงวนสิิทธิ์์�  
ในหนัังสืือเรีียน ฉบัับ e-book นี้้� ตามกฎหมายลิิขสิิทธิ์์� ห้้ามผู้้�ใดทำซ้้ำ คััดลอก ดััดแปลง เลีียนแบบ 
จำหน่่าย หรืือ เผยแพร่่ โดยมิิได้้รัับอนุุญาต

		  สามารถเข้้าถึึงสื่่�อดิิจิิทััลต่่าง ๆ ของ สสวท. ได้้ที่่� http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/

http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/


ค�ำชี้แจง

	 	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดท�ำตัวชี้วัดและสาระ 
การเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร
แกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเน้นเพื่อต้องการพัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ 
ความสามารถที่ทัดเทียมกับนานาชาติ ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยงความรู้กับกระบวนการคิด  
ใช้กระบวนการสืบเสาะหาความรู้และแก้ปัญหาที่หลากหลาย มีการท�ำกิจกรรมด้วยการลงมือปฏิบัต ิ
เพื่อให้ผู้เรียนได้ใช้ทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร์และทักษะแห่งศตวรรษที่ ๒๑ ซึ่งในปีการศึกษา  
๒๕๖๑ เป็นต้นไปนี้ โรงเรียนจะต้องใช้หลักสูตรกลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง  
พ.ศ. ๒๕๖๐) สสวท. จึงได้จัดท�ำหนังสือเรียนที่เป็นไปตามมาตรฐานหลักสูตรเพื่อให้โรงเรียนได้ใช้ 
ส�ำหรับจัดการเรียนการสอนในชั้นเรียน
	 	 หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๕ เล่ม ๒ นี้ มีผลการเรียนรู้ 
และสาระการเรยีนรูเ้พิม่เตมิทีค่รอบคลมุเนือ้หาบางส่วนทีป่รากฏตามตวัช้ีวดัรายวิชาพ้ืนฐานคณติศาสตร์ 
ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๕ โดยเมื่อผู้เรียนเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ทั้ง ๖ เล่ม ครบทุกชั้นป ี 
ในระดับชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ – ๖ แล้วจะสามารถบรรลุผลสัมฤทธิ์ตามตัวชี้วัดของรายวิชาพื้นฐาน
คณิตศาสตร์ได้ และในขณะเดียวกันก็สามารถต่อยอดเนื้อหาจากรายวิชาพื้นฐานไปสู่เนื้อหาในรายวิชา
เพิ่มเติมได้โดยไม่ต้องเสียเวลาเรียนซ�้ำซ้อน ท้ังนี้ หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ เล่ม ๒ นี้  
มเีนือ้หาทีจ่�ำเป็นท่ีต้องเรยีน ประกอบด้วยเรือ่งจ�ำนวนเชงิซ้อน  หลกัการนบัเบือ้งต้น  และความน่าจะเป็น  
ซึ่งเป็นพื้นฐานที่ส�ำคัญและเพียงพอส�ำหรับการศึกษาต่อในระดับอุดมศึกษาในด้านวิทยาศาสตร ์ 
หรือประกอบอาชีพในสาขาท่ีใช้วิทยาศาสตร์เป็นฐาน เช่น แพทย์ ทันตแพทย์ สัตวแพทย์ เทคโนโลยี
ชีวภาพ วิศวกรรม สถาปัตยกรรม เศรษฐศาสตร์ พาณชิยศาสตร์ ฯลฯ โดยเน้นกระบวนการคดิวเิคราะห์
และการแก้ปัญหา เชื่อมโยงความรู้สู่การน�ำไปใช้ในชีวิตจริง ตลอดจนมีกิจกรรมที่ส่งเสริมให้ผู้เรียน
ท�ำงานร่วมกับผู้อื่นได้อย่างมีประสิทธิภาพ รวมทั้งสามารถใช้คณิตศาสตร์เป็นเคร่ืองมือในการเรียนรู้
วิทยาศาสตร์ เทคโนโลยี และศาสตร์อื่น ๆ ที่เกี่ยวข้อง อันเป็นรากฐานในการพัฒนาทรัพยากรบุคคล
ของชาติให้มีคุณภาพและพัฒนาเศรษฐกิจของประเทศ
	 	 การจัดท�ำหนังสือเรียนเล่มนี้ ได้รับความร่วมมืออย่างดีย่ิงจากผู้ทรงคุณวุฒิ นักวิชาการอิสระ 
คณาจารย์ทั้งหลาย รวมท้ังครูผู้สอน นักวิชาการ จากสถาบันและสถานศึกษาทั้งภาครัฐและเอกชน 
จึงขอขอบคุณทุกท่านไว้ ณ ที่นี้ หากมีข้อเสนอแนะใดที่จะท�ำให้หนังสือเรียนเล่มนี้มีความสมบูรณ ์
ยิ่งขึ้น โปรดแจ้ง สสวท. ทราบด้วย จะขอบคุณยิ่ง

(ศาสตราจารย์ชูกิจ  ลิมปิจำ�นงค์)
ผู้อำ�นวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

กระทรวงศึกษาธิการ



ค�ำอธิบายรายวิชา

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์	 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๕  เล่ม ๒
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์
ภาคเรียนที่ ๒	 เวลา  ๑๐๐  ชั่วโมง	 จ�ำนวน  ๒.๕  หน่วยกิต

	 	 ศึกษา  พร้อมทั้งฝึกทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ในเนื้อหาของสาระ  ดังนี้

		  จ�ำนวนเชิงซ้อน จ�ำนวนเชิงซ้อน สมบัติเชิงพีชคณิตของจ�ำนวนเชิงซ้อน รากที่สองของ
จ�ำนวนเชิงซ้อน กราฟและค่าสัมบูรณ์ของจ�ำนวนเชิงซ้อน รูปเชิงขั้วของจ�ำนวนเชิงซ้อน  รากที่ n  
ของจ�ำนวนเชิงซ้อน  สมการพหุนามตัวแปรเดียว  
		  หลักการนับเบื้องต้น หลักการบวกและหลักการคูณ  การเรียงสับเปล่ียนเชิงเส้นของส่ิงของที ่
แตกต่างกันทั้งหมด  การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเส้นของสิ่งของที่ไม่แตกต่างกันทั้งหมด  การเรียงสับเปลี่ยน
เชิงวงกลมของสิง่ของทีแ่ตกต่างกนัทัง้หมด  การจัดหมูข่องสิง่ของทีแ่ตกต่างกนัท้ังหมด  ทฤษฎบีททวนิาม  
		  ความน่าจะเป็น การทดลองสุ่มและเหตุการณ์ ความน่าจะเป็น กฎที่ส�ำคัญบางประการของ 
ความน่าจะเป็น	

	 	 โดยจัดประสบการณ์ให้ผู้เรียนได้พัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ อันได้แก่  
การแก้ปัญหา การสื่อสารและการส่ือความหมายทางคณิตศาสตร์ การเชื่อมโยง การให้เหตุผล และ 
การคิดสร้างสรรค์  
	 	 การใช้ส่ือ อุปกรณ์ เทคโนโลยี และแหล่งข้อมูล และน�ำประสบการณ์ ตลอดจนทักษะและ
กระบวนการที่ได้ ไปใช้ในการเรียนรู้สิ่งต่าง ๆ และใช้ในชีวิตประจ�ำวันอย่างสร้างสรรค์ รวมทั้ง 
เห็นคุณค่าและมีเจตคติท่ีดีต่อคณิตศาสตร์  สามารถท�ำงานอย่างเป็นระบบ มีความรอบคอบ และมี
วิจารณญาณ   
	 	 การวัดผลประเมินผล ใช้วิธีการที่หลากหลายตามสภาพความเป็นจริงให้สอดคล้องกับเนื้อหา 
และทักษะที่ต้องการวัด

ผลการเรียนรู้
	 	 ๑.	เข้าใจจ�ำนวนเชิงซ้อนและใช้สมบัติของจ�ำนวนเชิงซ้อนในการแก้ปัญหา
	 	 ๒.	หารากที่ n ของจ�ำนวนเชิงซ้อน เมื่อ n เป็นจ�ำนวนนับที่มากกว่า ๑
	 	 ๓.	แก้สมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรีไม่เกินสี่ ที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจ�ำนวนเต็ม และน�ำไปใช ้
	 	 	 ในการแก้ปัญหา
	 	 ๔.	เข้าใจและใช้หลักการบวกและการคูณ การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมู่ ในการแก้ปัญหา
	 	 ๕.	หาความน่าจะเป็นและน�ำความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นไปใช้

รวมทั้งหมด  ๕  ผลการเรียนรู้



ส่วนน�ำของบท

เกริ่นน�ำบทด้วยข้อมูลที่น่าสนใจ รวมถึงการน�ำไป ใช้ในชีวิต

จริง เพื่อกระตุ้นให้นักเรียนตระหนักถึงความส�ำคัญของการ

เรียนเนื้อหาในบท 

..............................................

..............................................

จุดมุ่งหมาย

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี้

ความรู้ก่อนหน้า

ความรู้ที่นักเรียนจ�ำเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทนี้

เสริมสมอง

เกร็ดความรู ้หลากหลายรูปแบบเพื่อกระตุ ้นความสนใจ 

ของนักเรียน เช่น ประวัตินักคณิตศาสตร์ ตัวอย่างการน�ำ

เนื้อหาคณิตศาสตร์ ไป ใช้ ในชีวิตจริง การเชื่อมโยงเนื้อหา 

ในบทกับวิชาอื่น 

กิจกรรม

กิจกรรมที่นักเรียนสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ด้วยตนเอง  

เพื่อช่วยพัฒนาทักษะการเรียนรู้และนวัตกรรม (learning 

and innovation skills) ที่จำ�เป็นสำ�หรับศตวรรษที่ 21  

อนัไดแ้ก่  การคดิสรา้งสรรคแ์ละนวตักรรม  (creativity and 

innovation)  การคิดแบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา 

(critical thinking and problem solving)  การสื่อสาร 

(communication)  และการร่วมมือ (collaboration)

ในหนังสือเล่มนี้จะแบ่งบทเรียนเป็น 3 บท โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังนี้

	 จุดมุ่งหมาย

ความรู้ก่อนหน้า

กิจกรรม

แนะน�ำการใช้หนังสือเรียน

ส่วนนี้เป็นส่วนแนะน�ำโครงสร้างของหนังสือเรียนเพื่อการใช้หนังสือเรียนอย่างมีประสิทธิภาพ

เสริมสมอง



เทคโนโลย	ี

โจทย์ท่ีมี ไอคอนน้ีสามารถใช้เทคโนโลยีช่วยในการคิดได้ โดยอาจใช้เครื่อง 

คิดเลข  โปรแกรมส�ำเร็จรูป ในคอมพิวเตอร์  โปรแกรมประยุกต์ ในโทรศัพท ์
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จำ�นวนเชิงซ้อน

จำ�นวนเชิงซ้อนเป็นจำ�นวนท่ีสร้างจากการขยายระบบจำ�นวนจริง เพื่อให้สมการพหุนาม 
ทกุสมการมคีำ�ตอบ ซึง่ถงึแมก้ารสรา้งจำ�นวนเชงิซอ้นจะมวีตัถปุระสงคใ์นการแก้ปญัหาในเรือ่ง 
ดังกล่าว แต่จำ�นวนเชิงซ้อนยังสามารถนำ�ไปประยุกต์ ได้อย่างกว้างขวางในสาขาต่าง ๆ ทาง
ด้านวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์ เช่น ในการวิเคราะห์วงจรไฟฟ้า (circuit analysis)   
เน่ืองจากในวงจรไฟฟ้ากระแสสลับมีการเปลี่ยนแปลงของปริมาณต่าง ๆ คล้ายกับฟังก์ชัน
ตรโีกณมติซิึง่เปน็ฟงักช์นัทีเ่ปน็คาบ โดยสามารถใชจ้ำ�นวนเชงิซ้อนในรูปเชงิข้ัวร่วมกบัสูตรของ 
ออยเลอร์ (Euler’s formula) ซึ่งกล่าวว่า cos sinixe x i x= +  สำ�หรับทุกจำ�นวนจริง x   
มาช่วยลดความยุ่งยากซับซ้อนในการคำ�นวณ  ความรู้เรื่องจำ�นวนเชิงซ้อนจึงมีประโยชน์ 
อย่างมากในการคำ�นวณและวิเคราะห์ปริมาณต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องในเรื่องการวิเคราะห์วงจร
ไฟฟา้ และเร่ืองอืน่ ๆ  ทีม่กีารเปลีย่นแปลงของปรมิาณในลกัษณะทีเ่ปน็คาบ เชน่ ในการศกึษา 
เกีย่วกบัคลืน่แมเ่หลก็ไฟฟา้ พฤตกิรรมของอนภุาคในกลศาสตรค์วอนตมั ฯลฯ  จำ�นวนเชงิซอ้น
จึงเป็นพื้นฐานสำ�คัญสำ�หรับการศึกษาด้านวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์ขั้นสูง
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ความรู้ก่อนหน้า

•	 จ�ำนวนจริง
•	 เรขาคณิตวิเคราะห์
•	 ฟังก์ชันตรีโกณมิติ ipst.me/8448

1.1	จ�ำนวนเชิงซ้อน 
จากที่ทราบมาแล้วว่า สมการพหุนาม 2 1 0x + =  ไม่มีจำ�นวนจริงใดเป็นคำ�ตอบของสมการ แต่ 
นักคณิตศาสตร์ต้องการสร้างระบบจำ�นวนซ่ึงขยายออกไป  เพื่อให้สมการพหุนามทั้งหมดมีคำ�ตอบ 
ในระบบจำ�นวนที่สร้างข้ึนใหม่  ซึ่งเซตของจำ�นวนในระบบใหม่นี้ต้องเป็นเซตท่ีมีเซตของจำ�นวนจริง 
เป็นสับเซต

จำ�นวนเชิงซ้อน (complex number) คือ คู่อันดับ ( ),a b  เมื่อ a  และ b  เป็นจำ�นวนจริง   
และกำ�หนดการเท่ากัน การบวก และการคูณของจำ�นวนเชิงซ้อน ดังนี้
สำ�หรับจำ�นวนเชิงซ้อน ( ),a b  และ ( ),c d

	 1.	 การเท่ากัน 	
		  ( ) ( ), ,a b c d=   ก็ต่อเมื่อ  a c=   และ  b d=

	 2.	 การบวก  	
		  ( ) ( ) ( ), , ,a b c d a c b d+ = + +

	 3.	 การคูณ  	
		  ( ) ( ) ( ), , – ,a b c d ac bd ad bc⋅ = +

บทนิยาม 1
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อาจเขียนแทน ( ) ( ), ,a b c d⋅  ด้วย ( )( ), ,a b c d  และเขียนแทนเซตของจ�ำนวนเชิงซ้อนทั้งหมดด้วย
สัญลักษณ์ 

ตัวอยา่งที่ 1

จงหาผลบวกและผลคูณของจ�ำนวนเชิงซ้อน  ( )–1, 2  และ ( )3, 4−

วิธีท�ำ	 ( ) ( )–1, 2 3, 4+ − 	 = 	 ( )( )–1 3, 2 4+ + −

		  = 	 ( )2, 2−

	    ( )( )–1, 2 3, 4− 	 = 	 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )–1 3 – 2 – 4 , –1 – 4 2 3+

		  = 	 ( )–3 8, 4 6+ +

		  = 	 ( )5, 10 	

เมื่อพิจารณาจ�ำนวนเชิงซ้อนที่อยู่ในรูป ( ), 0x   จะเห็นว่า
	      ( ) ( ), 0 , 0a b+ 	 = 	 ( )0a+b,

	         ( )( ), 0 , 0a b 	 = 	 ( ) ( )( )– 0, 0 0ab a b+ 	= 	 ( ), 0ab

ซึ่งจะเทียบได้กับการบวกและการคูณของจ�ำนวนจริง  ดังนั้น สามารถพิจารณาจ�ำนวนเชิงซ้อนในรูป 
( ), 0a  ว่าเป็นจ�ำนวนจริง a   จะได้ว่าเซตของจ�ำนวนจริงเป็นสับเซตของเซตของจ�ำนวนเชิงซ้อน  

เมื่อพิจารณาจ�ำนวนเชิงซ้อน ( )0, 1   จะเห็นว่า

	 ( )( )0, 1 0, 1 	= 	 ( )0 1, 0 0− +  =  ( )1, 0−

ซึ่งจ�ำนวนเชิงซ้อน ( )1, 0−  คือ จ�ำนวนจริง 1−  นั่นเอง  

เมื่อเขียนแทนจ�ำนวนเชิงซ้อน ( )0, 1  ด้วยสัญลักษณ์ i   จะได้ว่า
		         2i 	=  	 1−

ส�ำหรับจ�ำนวนเชิงซ้อน  ( ),a b   ใด ๆ 
		   ( ),a b 	= 	 ( ) ( ), 0 0,a b+

			  = 	 ( )0, 1( ) ( )( ), 0 , 0 0,1a b+

			  = 	 a bi+

ดังนั้น  จ�ำนวนเชิงซ้อน  ( ),a b   สามารถเขียนแทนได้ด้วยสัญลักษณ์  a bi+
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จากบทนยิาม 2 อาจกล่าวได้ว่า จ�ำนวนจรงิกค็อืจ�ำนวนเชงิซ้อนทีม่ส่ีวนจินตภาพเป็นศนูย์ จ�ำนวนเชงิซ้อน
ที่มีส่วนจริงเป็นศูนย์แต่ส่วนจินตภาพไม่เป็นศูนย์ เรียกว่า จ�ำนวนจินตภาพแท้ (purely imaginary 
number) เช่น ( )0, 2  หรือ 2i

	
เมื่อเขียนแทนจ�ำนวนเชิงซ้อน ( ),a b  และ ( ),c d  ในบทนิยาม 1 ด้วย a bi+  และ c di+  ตามล�ำดับ  
จะได้ว่า 
	       a bi c di+ = +   ก็ต่อเมื่อ  a c=  และ b d=

		  ( ) ( )a bi c di+ + + 	 = 	 ( ) ( )a c b d i+ + +

		  ( )( )a bi c di+ + 	 = 	 ( ) ( )–ac bd ad bc i+ +

การก�ำหนดสัญลักษณ์ของจ�ำนวนเชิงซ้อนในรูป a bi+  เมื่อ a  และ b  เป็นจ�ำนวนจริง ท�ำให้การ
ค�ำนวณเกี่ยวกับจ�ำนวนเชิงซ้อนสามารถท�ำได้ง่าย โดยใช้สมบัติตา่ง ๆ เกี่ยวกับการบวกและการคูณ 
เช่นเดียวกับสมบัติของการบวกและการคูณของจ�ำนวนจริง  โดยที่ 2 1i = −   เช่น               
		  ( ) ( )a bi c di+ + + 	 = 	 ( ) ( )a c bi di+ + +

			   = 	 ( ) ( )a c b d i+ + +

		  ( )( )a bi c di+ + 	 = 	 ( ) ( )a c di bi c di+ + +

			   = 	 22ac adi bci bdi+ + +

			   = 	 ( ) ( )–ac bd ad bc i+ +

ต่อไปเมื่อกล่าวว่า z a bi= +  เป็นจ�ำนวนเชิงซ้อน จะถือวา่ a  และ b  เป็นจ�ำนวนจริงโดยไม่ต้อง
กล่าวซ�้ำอีก และเขียนแทน ( )a b i+ −  ด้วย a bi−  และเมื่อส่วนจินตภาพเป็นศูนย์ จะเขียนแทน 

0a i+  ด้วยจ�ำนวนจริง a

สำ�หรับจำ�นวนเชิงซ้อน  ( ),z a b=  หรือ z a bi= +   เมื่อ a  และ b  เป็นจำ�นวนจริง
เรียก a  ว่า ส่วนจริง (real part) ของ z  และเขียนแทนด้วย ( )Re z

เรียก b  ว่า ส่วนจินตภาพ (imaginary part) ของ z  และเขียนแทนด้วย ( )Im z

บทนิยาม 2

บทที่ 1 | จำ�นวนเชิงซ้อน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

5



ตัวอยา่งที่ 2

จงหาผลบวกและผลคูณของจ�ำนวนเชิงซ้อน 3 2i+  และ  1 i−

วิธีท�ำ		  ( ) ( )3 2 1i i+ + − 	 = 	 ( ) ( )3 1 2 1 i+ + −

			   = 	 4 i+

		  ( )( )3 2 1i i+ − 	 = 	 ( ) ( )3 1 – 2 1 –i i i+

			   = 	 23 3 2 – 2 2i i i− +

			   = 	 ( ) ( )3 2 –3 2 i+ + +  
			   = 	 5 i− 	

ตัวอยา่งที่ 3

จงหาผลบวกและผลคูณของจ�ำนวนเชิงซ้อน ( )2 1 3i+  และ ( )2 4i i+

วิธีท�ำ	 เนื่องจาก ( )2 1 3 2 6i i+ = +   และ  ( ) 22 4 2 4 4 2i i i i i+ = + = − +

	 จะได้      ( ) ( )2 1 3 2 4i i i+ + + 	 = 	 ( ) ( )2 6 4 2i i+ + − +

				    = 	 ( ) ( )2 4 6 2 i− + +

				    = 	 2 8i− +

	 และ     ( )( ) ( )( )2 1 3 2 4i i i+ + 	 = 	 ( )( )2 6 4 2i i+ − +

				    = 	 ( ) ( )2 4 2 6 4 2i i i− + + − +

				    = 	 28 4 24 12i i i− + − +

				    = 	 ( ) ( )8 12 4 24 i− − + −

				    = 	 20 20i− −  	
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ตัวอยา่งที่ 4

จงหาจ�ำนวนจริง a  และ b  ที่ท�ำให้  ( ) ( )2 1 2 3 8a i bi i+ + − + = +

วิธีท�ำ	 เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2a i bi a b i+ + − + = − + +

	 จะได้	   1a − 	 =  3   	 และ   2 2b+ 	 =  8

	 ดังนั้น	      a 	 =  4   	 และ         b 	 =  3 	

ข้อสังเกต	 ก�ำหนด 0 1i =  จะได้ว่า 4 4 1 4 2 4 31, , 1,m m m mi i i i i i+ + += = = − = −  เมื่อ { }0m∈ ∪

แบบฝึกหัด 1.1

1.	 จงหาส่วนจริงและส่วนจินตภาพของจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้
    1)	 2 3i+ 										          2)	 4 5i− +

    3)	 1 3
2 2

i−  										         4)	 4−

    5)	 3i 											           6)	 2 2 2i−

2.	 จงหาผลบวกและผลคูณของจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ 
	 1)	 ( )1, 2− −  และ ( )2, 1 						     2)	 ( )2, 2−  และ ( )2, 2− 	

	 3)	 ( )2, 3−  และ ( )1, 4 						      4)	 13,
2

 
 
 

 และ 24,
3

 
 
 

3.	 จงเขียนจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ ให้อยู่ ในรูป a bi+   เมื่อ a  และ b  เป็นจำ�นวนจริง 
	 1)	 ( ) ( )2 3 4 5i i− + − 							      2)	 ( ) ( )5 4 3 2 7i i+ + −

	 3)	 ( ) ( )2 2 5 8i i− + −  					     4)	 ( )2 –  i i  

	 5)	 ( )2 – 2  i i  								        6)	 ( )3 – 42i i

	 7)	 ( )21 i− − 									         8)	 ( )( )3 2 2 4i i+ + 	

	 9)	 ( )( )2 3 2 3i i− + 					     10)	 ( )( )5 2 2 3i i− − + 	 	  
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1.2	สมบัติเชิงพีชคณิตของจ�ำนวนเชิงซ้อน  

เช่นเดียวกับระบบจำ�นวนจริง  ระบบจำ�นวนเชิงซ้อนสอดคล้องกับสมบัติบางประการที่เกี่ยวข้องกับ 
การบวกและการคณูดว้ย เชน่ การมเีอกลกัษณ ์การมตัีวผกผัน  นอกจากน้ียงัสามารถนยิามการลบและ
การหารระหว่างจำ�นวนเชิงซ้อนได้ด้วย

เอกลักษณ์และตัวผกผันการบวก
พิจารณาการบวกจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้
		  ( ) ( ) ( ) ( ), 0, 0 0, 0 ,a b a b a b+ = + + =

ทำ�นองเดียวกัน ( ) ( ) ( )0, 0 , ,a b a b+ =

ดังนั้น จึงกลา่วได้ว่า ( )0, 0  เป็น เอกลักษณ์การบวก ในระบบจำ�นวนเชิงซ้อน

เขียนแทนจำ�นวนเชิงซ้อน ( )0, 0  หรือ 0 0i+  ด้วย 0  

ดังนั้น  ( ) ( )0 0a bi a bi a bi+ + = + + = +
	
ในระบบจำ�นวนจริง ตัวผกผันการบวกของจำ�นวนจริง คือ จำ�นวนที่นำ�มาบวกกับจำ�นวนจริงนั้น 
แล้วได้เอกลักษณ์การบวก ในระบบจำ�นวนเชิงซ้อน ตัวผกผันการบวกของจำ�นวนเชิงซ้อนก็ม ี
ความหมายเดียวกัน	

4.	 จงหาจำ�นวนจริง a  และ b  ในแต่ละข้อต่อไปนี้
	 1)	 2 3 4 6a bi i− = + 							       2)	 2 10a bi+ = 	

	 3)	 ( )3 6a a b i i+ − = + 						      4)	 2 5 12a b abi i+ − = −

	 5)	 ( )( )2 5 3a bi i i+ + = − 	

5.	 จงหา 
	 1)	 ( )31 i− 										          2)	 ( ) ( )4 42 2i i+ − − 	

	 3)	 ( ) ( )3 31 1i i+ − − 							       4)	 ( ) ( )5 42 2i i− +
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ถ้า ( ),a b  เป็นจำ�นวนเชิงซ้อน  แล้วตัวผกผันการบวกของ ( ),a b  คือ จำ�นวนเชิงซ้อนที่บวกกับ 
( ),a b  แล้วได้ ( )0, 0  ซึ่งหาได้ดังนี้

เนื่องจาก a−  และ b−  เป็นตัวผกผันการบวกของ a  และ b  ตามลำ�ดับ
ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0, 0a b a b a a b b+ − − = − − =  
และ ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0, 0a b a b a a b b− − + = − + − + =

จะได้ว่า ( ),a b− −  เป็นตัวผกผันการบวกของ ( ),a b
หรือ a bi− −  เป็นตัวผกผันการบวกของ a bi+

ตัวผกผันการบวก ของจำ�นวนเชิงซ้อน z  เขียนแทนด้วย z−
ดังนั้น ( )a bi a bi− + = − −

ตัวอย่างเช่น	 ตัวผกผันการบวกของ  ( )2, 1− 	คือ	 ( )2, 1−
			   ตัวผกผันการบวกของ   3 2i+  คือ	 3 2i− −

			   ตัวผกผันการบวกของ   1 i− 	 คือ	 1 i− +

การลบจำ�นวนเชิงซ้อน
เช่นเดียวกับระบบจำ�นวนจริง จะนิยามการลบกันของจำ�นวนเชิงซ้อน ดังนี้

สำ�หรับจำ�นวนเชิงซ้อน z  และ w   จะได้ว่า ( )z w z w− = + −

บทนิยาม 3
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หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

9



ตัวอยา่งที่ 5

จงหา ( ) ( )2 3 4i i− − −

วิธีทำ�	 ( ) ( )2 3 4i i− − − 	 = 	 ( ) ( )( )2 3 4i i− + − −   
	 = 	 ( ) ( )2 4 3 1 i− + − + 	

		  = 	 2 2i− − 	

เอกลักษณ์และตัวผกผันการคูณ
พิจารณาการคูณจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้
	 ( )( ), 1, 0a b 	 = 	 ( )1 0, 0 1a b a b⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅

		  = 	 ( )0, 0a b− +

		  = 	 ( ),a b

ในทำ�นองเดียวกัน	 ( )( )1, 0 ,a b 	 = 	 ( ),a b

ดังนั้น จึงกลา่วได้ว่า ( )1, 0  หรือ 1 เป็น เอกลักษณ์การคูณ ในระบบจำ�นวนเชิงซ้อน

ถ้า ( ),a b  เป็นจำ�นวนเชิงซ้อนซ่ึงไม่เท่ากับ ( )0, 0  แล้วตัวผกผันการคูณของ ( ),a b  คือ จำ�นวนเชิงซ้อน
ที่คูณกับ ( ),a b  แล้วได้ ( )1, 0  ซึ่งหาได้ดังนี้

ให้  ( ),x y   เป็นตัวผกผันการคูณของ ( ),a b
จะได้	 ( )( ), ,a b x y 	 = 	 ( )1, 0
แต่	 ( )( ), ,a b x y 	 = 	 ( ),ax by ay bx− +

ดังนั้น	 ( ),ax by ay bx− + 	 = 	 ( )1, 0
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