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หนังสือเรียน

รายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์

ช้ัน

มัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๑

ตามผลการเรียนรู้
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑

จัดทำ�โดย

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี  กระทรวงศึกษาธิการ

จัดทำ�เป็นฉบับ e-book คร้ังท่ี ๒ พ.ศ. ๒๕๖๖

มีลิขสิทธ์ิตามพระราชบัญญัติ



		

		  สถาบัันส่ง่เสริิมการสอนวิิทยาศาสตร์์และเทคโนโลยีี (สสวท.) ได้จ้ัดัทำหนัังสืือเรียีน ฉบัับ e-book
นี้้�ขึ้้�น โดยมีีเนื้้�อหาเช่่นเดีียวกัับหนัังสืือเรีียนรายวิิชาเพิ่่�มเติิมคณิิตศาสตร์์ ชั้้�นมััธยมศึึกษาปีีที่่� ๕ 
เล่ ่ม  ๑ ฉบัับสื่่� อสิ่่� งพิิมพ์ ์  ที่่� จัั ดทำตามผลการเรีียนรู้้ �  กลุ่่ � มสาระการเรีียนรู้้ � คณิิตศาสตร์ ์ 
(ฉบัับปรัับปรุุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลัักสููตรแกนกลางการศึึกษาขั้้�นพื้้�นฐาน พุุทธศัักราช ๒๕๕๑                        
ทุุกประการ เพื่่�อให้้นัักเรีียน ครูู ผู้้�ปกครอง นัักวิิชาการ และผู้้�สนใจทั่่�วไป เข้้าถึึงได้้ง่่ายและสะดวก   
รวดเร็็ว รวมทั้้�งสามารถเลืือกใช้้ตามความเหมาะสมกัับจุุดประสงค์์ต่่าง ๆ ทั้้�งนี้้� สสวท. ขอสงวนสิิทธิ์์�  
ในหนัังสืือเรีียน ฉบัับ e-book นี้้� ตามกฎหมายลิิขสิิทธิ์์� ห้้ามผู้้�ใดทำซ้้ำ คััดลอก ดััดแปลง เลีียนแบบ 
จำหน่่าย หรืือ เผยแพร่่ โดยมิิได้้รัับอนุุญาต

		  สามารถเข้้าถึึงสื่่�อดิิจิิทััลต่่าง ๆ ของ สสวท. ได้้ที่่� http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/

http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/


ค�ำชี้แจง

	 	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดท�ำตัวชี้วัดและสาระ 
การเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร
แกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเน้นเพื่อต้องการพัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ 
ความสามารถที่ทัดเทียมกับนานาชาติ ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยงความรู้กับกระบวนการคิด  
ใช้กระบวนการสืบเสาะหาความรู้และแก้ปัญหาที่หลากหลาย มีการท�ำกิจกรรมด้วยการลงมือปฏิบัต ิ
เพื่อให้ผู้เรียนได้ใช้ทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร์และทักษะแห่งศตวรรษที่ ๒๑ ซึ่งในปีการศึกษา  
๒๕๖๑ เป็นต้นไปนี้โรงเรียนจะต้องใช้หลักสูตรกลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง  
พ.ศ. ๒๕๖๐) สสวท. จึงได้จัดท�ำหนังสือเรียนที่เป็นไปตามมาตรฐานหลักสูตรเพื่อให้โรงเรียนได้ใช้ 
ส�ำหรับจัดการเรียนการสอนในชั้นเรียน
	 	 หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๕ เล่ม ๑ นี้ มีผลการเรียนรู้ 
และสาระการเรยีนรูเ้พิม่เตมิทีค่รอบคลมุเนือ้หาบางส่วนทีป่รากฏตามตวัช้ีวดัรายวิชาพ้ืนฐานคณติศาสตร์ 
ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๕ โดยเมื่อผู้เรียนเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ทั้ง ๖ เล่ม ครบทุกชั้นป ี 
ในระดับชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ – ๖ แล้วจะสามารถบรรลุผลสัมฤทธิ์ตามตัวชี้วัดของรายวิชาพื้นฐาน
คณิตศาสตร์ได้ และในขณะเดียวกันก็สามารถต่อยอดเนื้อหาจากรายวิชาพื้นฐานไปสู่เนื้อหาในรายวิชา
เพิ่มเติมได้โดยไม่ต้องเสียเวลาเรียนซ�้ำซ้อน ท้ังนี้ หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ เล่ม ๑ นี้  
มเีนือ้หาทีจ่�ำเป็นท่ีต้องเรียน ประกอบด้วยเรือ่งฟังก์ชนัตรโีกณมติิ เมทริกซ์ และเวกเตอร์ ซ่ึงเป็นพืน้ฐาน
ที่ส�ำคัญและเพียงพอส�ำหรับการศึกษาต่อในระดับอุดมศึกษาในด้านวิทยาศาสตร์ หรือประกอบอาชีพ
ในสาขาที่ใช้วิทยาศาสตร์เป็นฐาน เช่น แพทย์ ทันตแพทย์ สัตวแพทย์ เทคโนโลยีชีวภาพ วิศวกรรม 
สถาปัตยกรรม เศรษฐศาสตร์ พาณชิยศาสตร์ ฯลฯ โดยเน้นกระบวนการคดิวเิคราะห์และการแก้ปัญหา 
เชื่อมโยงความรู้สู่การน�ำไปใช้ในชีวิตจริง ตลอดจนมีกิจกรรมท่ีส่งเสริมให้ผู้เรียนท�ำงานร่วมกับผู้อ่ืนได้
อย่างมปีระสิทธภิาพ รวมทัง้สามารถใช้คณติศาสตร์เป็นเครือ่งมอืในการเรยีนรูว้ทิยาศาสตร์ เทคโนโลยี 
และศาสตร์อื่น ๆ ท่ีเกี่ยวข้อง อันเป็นรากฐานในการพัฒนาทรัพยากรบุคคลของชาติให้มีคุณภาพและ
พัฒนาเศรษฐกิจของประเทศ
	 	 การจัดท�ำหนังสือเรียนเล่มนี้ ได้รับความร่วมมืออย่างดียิ่งจากผู ้ทรงคุณวุฒิ นักวิชาการ 
อิสระ คณาจารย์ท้ังหลาย รวมท้ังครูผู้สอน นักวิชาการ จากสถาบันและสถานศึกษาทั้งภาครัฐและ 
เอกชนจงึขอขอบคณุทกุท่านไว้ ณ ทีน่ี ้หากมข้ีอเสนอแนะใดทีจ่ะท�ำให้หนังสอืเรยีนเล่มนีม้คีวามสมบรูณ์
ยิ่งขึ้น โปรดแจ้ง สสวท. ทราบด้วย จะขอบคุณยิ่ง

(ศาสตราจารย์ชูกิจ  ลิมปิจำ�นงค์)
ผู้อำ�นวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

กระทรวงศึกษาธิการ



ค�ำอธิบายรายวิชา

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์	 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๕  เล่ม ๑
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์
ภาคเรียนที่ ๑	 เวลา  ๑๐๐  ชั่วโมง	 จ�ำนวน  ๒.๕  หน่วยกิต

	 	 ศึกษา  พร้อมทั้งฝึกทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ในเนื้อหาของสาระ  ดังนี้

	  	 ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ  ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์  ฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่น ๆ ฟังก์ชันตรีโกณมิติของมุม  
กราฟของฟังก์ชันตรโีกณมติ ิ ฟังก์ชันตรโีกณมติขิองผลบวกและผลต่างของจ�ำนวนจรงิหรอืมมุ  ตวัผกผนั
ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ  กฎของโคไซน์และกฎของไซน์  การหาระยะ
ทางและความสูง
		  เมทริกซ์   เมทริกซ์ ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด ๒ ×  ๒ และ ๓ ×  ๓ เมทริกซ์ผกผัน  
การหาค�ำตอบของระบบสมการเชิงเส้น
		  เวกเตอร ์ เวกเตอร์และสมบัติของเวกเตอร์  ระบบพิกัดฉากสามมิติ  เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก  
ผลคูณเชิงสเกลาร์  ผลคูณเชิงเวกเตอร์	

	 	 โดยจัดประสบการณ์ให้ผู้เรียนได้พัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ อันได้แก่ การ
แก้ปัญหา การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์ การเชื่อมโยง การให้เหตุผล และการคิด
สร้างสรรค์  
	 	 การใช้ส่ือ อุปกรณ์ เทคโนโลยี และแหล่งข้อมูล และน�ำประสบการณ์ ตลอดจนทักษะและ
กระบวนการทีไ่ด้ ไปใช้ในการเรยีนรูส้ิง่ต่าง ๆ  และใช้ในชวีติประจ�ำวนัอย่างสร้างสรรค์ รวมท้ังเหน็คณุค่า
และมีเจตคติที่ดีต่อคณิตศาสตร์  สามารถท�ำงานอย่างเป็นระบบ มีความรอบคอบ และมีวิจารณญาณ   
	 	 การวัดผลประเมินผล   ใช้วิธีการที่หลากหลายตามสภาพความเป็นจริงให้สอดคล้องกับเนื้อหา 
และทักษะที่ต้องการวัด



ผลการเรียนรู้
	 	 ๑.	เข้าใจฟังก์ชนัตรโีกณมติแิละลกัษณะกราฟของฟังก์ชันตรโีกณมติ ิและน�ำไปใช้ในการแก้ปัญหา
	 	 ๒.	แก้สมการตรีโกณมิติ และน�ำไปใช้ในการแก้ปัญหา
	 	 ๓.	ใช้กฎของโคไซน์และกฎของไซน์ในการแก้ปัญหา
	 	 ๔.	เข้าใจความหมาย หาผลลัพธ์ของการบวกเมทริกซ์ การคูณเมทริกซ์กับจ�ำนวนจริง การคูณ 
	 	 	 ระหว่างเมทริกซ์ และหาเมทริกซ์สลับเปล่ียน หาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ n × n เมื่อ n  

	 	 	 เป็นจ�ำนวนนับที่ไม่เกินสาม
	 	 ๕.	หาเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์ ๒ × ๒
	 	 ๖.	แก้ระบบสมการเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ์ผกผันและการด�ำเนินการตามแถว
	 	 ๗.	หาผลลัพธ์ของการบวก การลบเวกเตอร์ การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ หาผลคูณเชิงสเกลาร์  
	 	 	 และผลคูณเชิงเวกเตอร์
	 	 ๘.	น�ำความรู้เกี่ยวกับเวกเตอร์ในสามมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา

รวมทั้งหมด  ๘  ผลการเรียนรู้



ส่วนน�ำของบท

เกริ่นน�ำบทด้วยข้อมูลที่น่าสนใจ รวมถึงการน�ำไป ใช้ในชีวิต

จริง เพื่อกระตุ้นให้นักเรียนตระหนักถึงความส�ำคัญของการ

เรียนเนื้อหาในบท 

..............................................

..............................................

จุดมุ่งหมาย

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี้

ความรู้ก่อนหน้า

ความรู้ที่นักเรียนจ�ำเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทนี้

เสริมสมอง

เกร็ดความรู ้หลากหลายรูปแบบเพื่อกระตุ ้นความสนใจ 

ของนักเรียน เช่น ประวัตินักคณิตศาสตร์ ตัวอย่างการน�ำ

เนื้อหาคณิตศาสตร์ ไป ใช้ ในชีวิตจริง การเชื่อมโยงเนื้อหา 

ในบทกับวิชาอื่น 

กิจกรรม

กิจกรรมที่นักเรียนสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ด้วยตนเอง  

เพื่อช่วยพัฒนาทักษะการเรียนรู้และนวัตกรรม (learning 

and innovation skills) ที่จำ�เป็นสำ�หรับศตวรรษที่ 21  

อนัไดแ้ก่  การคดิสรา้งสรรคแ์ละนวตักรรม  (creativity and 

innovation)  การคิดแบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา 

(critical thinking and problem solving)  การสื่อสาร 

(communication)  และการร่วมมือ (collaboration)

ในหนังสือเล่มนี้จะแบ่งบทเรียนเป็น 3 บท โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังนี้

	 จุดมุ่งหมาย

ความรู้ก่อนหน้า

กิจกรรม
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ฟังก์ชันตรี โกณมิติ

ดาวเทียม

ดาวเทียม

ดาวเทียม

ตำ�แหน่ง

ระบบกำ�หนดตำ�แหน่งบนโลก (Global Positioning System) หรือเรียกย่อ ๆ ว่า GPS   
เป็นระบบที่ใช้อย่างแพร่หลายในปัจจุบัน  โดย GPS จะใช้ข้อมูลจากดาวเทียมที่อยู่เหนือ 
ผิวโลกในการระบุพิกัดภูมิศาสตร์และระดับความสูงของพื้นที่  เมื่อใช้ GPS ร่วมกับแผนที่ 
จะสามารถช่วยนำ�ทางพาหนะหรือผู้ใช้ เพื่อให้ไปถึงที่หมายได้  ความรู้ทางคณิตศาสตร์ที่เป็น
พื้นฐานสำ�คัญของ GPS คือ ตรีโกณมิติ ซึ่งเป็นศาสตร์ท่ีว่าด้วยความสัมพันธ์ระหว่างมุม 
และด้านของรูปสามเหลี่ยม ตลอดจนการวัดระยะทาง พื้นที่ มุม และทิศทางที่ยากแก่
การวัดโดยตรง  นอกจากนี้ ตรีโกณมิติยังได้นำ�ไปประยุกต์ใช้กับศาสตร์อื่น ๆ อีกมากมาย  
เช่น ฟิสิกส์ วิศวกรรมเครื่องกลและไฟฟ้า ดาราศาสตร์ การเดินเรือ การสำ�รวจ และดนตรี 

บทที่ 1
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ความรู้ก่อนหน้า

•	 ความรู้เกี่ยวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น
•	 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน
•	 เรขาคณิตวิเคราะห์ ipst.me/8447

1.1	ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์
การก�ำหนดค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  ท�ำได้โดยใช้วงกลมรัศมียาว 1 หน่วย  ซึ่งมีจุดศูนย์กลางอยู่ที ่
จดุก�ำเนดิเป็นหลกัในการก�ำหนดค่าของฟังก์ชนัตรโีกณมติิ  และจะเรยีกวงกลมดังกล่าวว่า  วงกลมหนึง่
หน่วย (the unit circle)  วงกลมนี้เป็นกราฟของความสัมพันธ์

( ){ }2 2, 1x y x y∈ × + = 

เมื่อก�ำหนดจ�ำนวนจริง θ  (ทีตา)  จากจุด ( )1, 0  วัดระยะไปตามส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยให้ยาว 
θ  หน่วย   จะถงึจดุ ( ),x y  ซึง่อยูบ่นวงกลมหนึง่หน่วย  โดยมข้ีอตกลงส�ำหรบัทศิทางของการวดัดงันี้

เมื่อ  0θ >   จะวัดส่วนโค้งจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
เมื่อ  0θ <   จะวัดส่วนโค้งจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางตามเข็มนาฬิกา
เมื่อ  0θ =   จุดปลายส่วนโค้งคือจุด ( )1, 0

(1, 0)
(1, 0)

Y Y

X XO O

θ

θ

0θ > 0θ <

( ),x y

( ),x y

รูปที่ 1
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รูปต่อไปนี้แสดงต�ำแหน่งของจุดปลายส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วย เมื่อก�ำหนด θ  ให้มีค่าต่าง ๆ กัน

( ),x y

( ),x y

( ),x y

( ),x y

2
πθ =

        

( ),x y

( ),x y

13
3
πθ =

25
6
πθ = −

รูปที่ 2

จะเห็นว่า เมื่อก�ำหนดจ�ำนวนจริง θ  ให้ จะสามารถหาจุด ( ),x y  ซ่ึงเป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว  
θ  หน่วย ในทิศทางการวัดที่ก�ำหนดได้เพียงจุดเดียวเท่านั้น ถ้า 2θ π>  แสดงว่า วัดส่วนโค้งเกิน  

1 รอบ เพราะเส้นรอบวงของวงกลมหนึ่งหน่วยยาว 2π  หน่วย
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ดังนั้น จึงสามารถก�ำหนดฟังก์ชัน :f →   และ :g →   โดยท่ีส�ำหรับแต่ละจ�ำนวนจริง  
θ  ใด ๆ

( )f xθ =

( )g yθ =

เมื่อ ( ),x y  เป็นจุดปลายส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยที่วัดจากจุด ( )1, 0  ยาว θ  หน่วย ในทิศทาง
ตามที่กล่าวข้างต้น

เรียกฟังก์ชัน  g  และ  f  ดังกล่าวนี้ว่า ฟังก์ชันไซน์ (sine function) และ ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine 
function) ตามล�ำดับ และจะเขียนแทน  g  ด้วย sin  และเขียนแทน f  ด้วย  cos  ดังนี้

								        siny θ= 	 (อ่านว่า วาย เท่ากับ ไซน์ทีตา)

								        cosx θ= 	 (อ่านว่า เอกซ์ เท่ากับ คอสทีตา) 

วงกลมหนึ่งหน่วยซึ่งมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดก�ำเนิด เป็นกราฟของความสัมพันธ์ 

( ){ }2 2, 1x y x y∈ × + =   

จะเหน็ว่า 1 1y− ≤ ≤  และ 1 1x− ≤ ≤  ดงันัน้ ค่าของฟังก์ชนัไซน์และฟังก์ชนัโคไซน์จะเป็นจ�ำนวนจรงิ

ตั้งแต่ 1−  ถึง 1

นั่นคือ เรนจ์ของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ คือ เซตของจ�ำนวนจริง ต้ังแต่ 1−  ถึง 1 และโดเมน 
ของฟังก์ชันทั้งสอง คือ เซตของจ�ำนวนจริง

จากสมการ 2 2 1, sinx y y θ+ = =  และ cosx θ=  จะได้ความสัมพันธ์ของ sinθ  และ cosθ  ดังนี้	

							       ( ) ( )2 2cos sin 1θ θ+ = 	 เมื่อ θ  เป็นจ�ำนวนจริง
					     หรือ

								      
2 2cos sin 1θ θ+ =		
2 2cos sin 1θ θ+ = 	 เมื่อ θ  เป็นจ�ำนวนจริง

หมายเหต	ุ 2cos θ  หมายถึง ( )( )cos cosθ θ

			 
2cosθ  หมายถึง ( )( )cos cosθ θ ของจ�ำนวนจริง 2θ
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Hipparchus of Nicaea

Claudius Ptolemy

Hipparchus of Nicaea (190 −120 ปีก่อนคริสต์ศักราช) นักดาราศาสตร์ นักภูมิศาสตร์ และ 
นักคณิตศาสตร์ชาวกรีก ได้รับการยกย่องว่าเป็นบิดาแห่งตรี โกณมิติ โดยได้พัฒนาวิชาตรี โกณมิติ  
และได้ ใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัสและผลงานของอาร์คิมีดีสในการสร้างตารางค่าฟังก์ชันตรี โกณมิติ  
ซึ่งมีความสำ�คัญอย่างยิ่งต่อการศึกษาด้านอ่ืน ๆ ได้แก่ ดาราศาสตร์ การเดินเรือ วิทยาศาสตร์  
และวิศวกรรมศาสตร์ ในยุคที่ยังไม่มีเครื่องคิดเลข แต่เนื่องจากงานของ Hipparchus ได้หายสาบสูญ
ไปตามกาลเวลาเกือบท้ังหมด ข้อมูลส่วนใหญ่จึงได้มาจากเอกสารของ Claudius Ptolemy  

(ค.ศ. 100 −170) นักคณิตศาสตร์ นักดาราศาสตร์ นักภูมิศาสตร์ และนักโหราศาสตร์ชาวกรีก  
ผู้สืบทอดงานของ Hipparchus โดยผลงานชิ้นเอกของ Ptolemy คือตำ�ราทางคณิตศาสตร์และ
ดาราศาสตร์ที่มีชื่อว่า Almagest

เสริมสมอง : Hipparchus และ Ptolemy

ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจำ�นวนจริงบางจำ�นวน
ในหัวข้อนี้จะหาค่าของ sinθ  และ cosθ  สำ�หรับ θ  บางค่าที่สามารถหาพิกัดของจุดปลายส่วนโค้ง 
ที่วัดจากจุด ( )1, 0  ยาว θ  หน่วย ได้ด้วยวิธีง่าย ๆ

ถ้า 0θ =  จะได้ จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว 0  หน่วย คือ ( )1, 0  ดังรูป

ดังนั้น sin 0 0=  และ cos0 1=

Y

XO

( )0, 1

( )1, 0

( )0, 1−

( )1, 0−

รูปที่ 3
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เนือ่งจากเสน้รอบวงของวงกลมหนึง่หนว่ยยาว 2π  หนว่ย และจดุ ( ) ( )1, 0 , 0, 1 , ( )1, 0−  และ ( )0, 1−  

เป็นจุดที่แบ่งเส้นรอบวงของวงกลมออกเป็นสี่ส่วนเท่า ๆ กัน โดยแต่ละส่วนยาว 
2
π  หน่วย ทำ�ให้ได้ว่า

		
sin

2
π 	 = 	  1, 	sin

2
π − 

 
	 = 	–1

		  sinπ 	 = 	  0,	 ( )sin π− 	 = 	 0

		
3sin
2
π 	 = 	 –1,	 3sin

2
π − 

 
	 = 	 1

		
cos

2
π 	 = 	  0,	 cos

2
π − 

 
	 = 	 0

		  cosπ 	 = 	 –1,	 ( )cos π− 	 = 	–1

		
3cos
2
π 	 = 	  0,	 3cos

2
π − 

 
	= 	 0

จะเห็นว่า ค่าของ sinθ  และ cosθ  เมื่อ 
2

nπθ =  โดยที่ n  เป็นจำ�นวนเต็ม หาได้จากพิกัดของ 

จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว 
2

nπ  หน่วย โดยวัดในทิศทางที่สอดคล้องกับ θ  ซึ่งจุดปลายนั้นจะเป็นจุดใด

จุดหนึ่งในสี่จุดต่อไปนี้คือ ( ) ( ) ( )1, 0 , 0, 1 , 1, 0−  และ ( )0, 1−

ต่อไปจะพิจารณาค่าของ sinθ  และ cosθ  เมื่อ θ  เป็น ,
4 6
π π  และ 

3
π
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ค่าของ 
4

sinπ
4

 และ 
4

cosπ
4

( )0, 1B

รูปที่ 4

ให้ ( ),P x y  เป็นจุดกึ่งกลางของส่วนโค้ง AB

เนื่องจากส่วนโค้ง AB  ยาว 
2
π  หน่วย

ดังนั้น ส่วนโค้ง AP  ยาวเท่ากับส่วนโค้ง PB  และยาว 
4
π  หน่วย

จะได้ คอร์ด PB  ยาวเท่ากับคอร์ด PA

นั่นคือ 		  PB 	 = 	 PA

			   ( )22 1x y+ − 	 = 	 ( )2 21x y− +

  			 
2 2 2 1x y y+ − + 	 = 	 2 22 1x x y− + +

จะได้  		  x 	 = 	 y

แต่  		  2 2x y+ 	 = 	 1  	 (เพราะ ( ),P x y  อยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย)

ดังนั้น 		   22x 	 = 	 1

จะได้ 				     x  =  1
2

 หรือ x  =  1
2

−

เนื่องจาก ( ),P x y  เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 ดังนั้น x  และ y  จึงเป็นจำ�นวนจริงบวก

จะได้  x  =  y  =  1
2

 =  2
2

ดังนั้น จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว 
4
π  หน่วย โดยวัดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา คือ จุด 2 2,

2 2
 
  
 

นั่นคือ 2sin cos
4 4 2
π π
= =
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