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หนังสือเรียน

รายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์

ช้ัน

มัธยมศึกษาปีที่ ๔ เล่ม ๒

ตามผลการเรียนรู้
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑

จัดทำ�โดย

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี  กระทรวงศึกษาธิการ

จัดทำ�เป็นฉบับ e-book คร้ังท่ี ๒ พ.ศ. ๒๕๖๖

มีลิขสิทธ์ิตามพระราชบัญญัติ



		

		  สถาบัันส่ง่เสริิมการสอนวิิทยาศาสตร์์และเทคโนโลยีี (สสวท.) ได้จ้ัดัทำหนัังสืือเรียีน ฉบัับ e-book
นี้้�ขึ้้�น โดยมีีเนื้้�อหาเช่่นเดีียวกัับหนัังสืือเรีียนรายวิิชาเพิ่่�มเติิมคณิิตศาสตร์์ ชั้้�นมััธยมศึึกษาปีีที่่� ๔ 
เล่ ่ม  ๒ ฉบัับสื่่� อสิ่่� งพิิมพ์ ์  ที่่� จัั ดทำตามผลการเรีียนรู้้ �  กลุ่่ � มสาระการเรีียนรู้้ � คณิิตศาสตร์ ์ 
(ฉบัับปรัับปรุุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลัักสููตรแกนกลางการศึึกษาขั้้�นพื้้�นฐาน พุุทธศัักราช ๒๕๕๑                        
ทุุกประการ เพื่่�อให้้นัักเรีียน ครูู ผู้้�ปกครอง นัักวิิชาการ และผู้้�สนใจทั่่�วไป เข้้าถึึงได้้ง่่ายและสะดวก   
รวดเร็็ว รวมทั้้�งสามารถเลืือกใช้้ตามความเหมาะสมกัับจุุดประสงค์์ต่่าง ๆ ทั้้�งนี้้� สสวท. ขอสงวนสิิทธิ์์�  
ในหนัังสืือเรีียน ฉบัับ e-book นี้้� ตามกฎหมายลิิขสิิทธิ์์� ห้้ามผู้้�ใดทำซ้้ำ คััดลอก ดััดแปลง เลีียนแบบ 
จำหน่่าย หรืือ เผยแพร่่ โดยมิิได้้รัับอนุุญาต

		  สามารถเข้้าถึึงสื่่�อดิิจิิทััลต่่าง ๆ ของ สสวท. ได้้ที่่� http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/

http://www.ipst.ac.th/ebook-resource/


ค�ำชี้แจง

	 	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดท�ำตัวชี้วัดและสาระ 
การเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร
แกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเน้นเพื่อต้องการพัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ 
ความสามารถที่ทัดเทียมกับนานาชาติ ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยงความรู้กับกระบวนการคิด  
ใช้กระบวนการสืบเสาะหาความรู้และแก้ปัญหาที่หลากหลาย มีการท�ำกิจกรรมด้วยการลงมือปฏิบัต ิ
เพื่อให้ผู้เรียนได้ใช้ทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร์และทักษะแห่งศตวรรษที่ ๒๑ ซึ่งในปีการศึกษา  
๒๕๖๑ เป็นต้นไปน้ีโรงเรียนจะต้องใช้หลักสูตรกลุ ่มสาระการเรียนรู ้คณิตศาสร์ (ฉบับปรับปรุง  
พ.ศ. ๒๕๖๐) สสวท. จึงได้จัดท�ำหนังสือเรียนที่เป็นไปตามมาตรฐานหลักสูตรเพื่อให้โรงเรียนได้ใช้ 
ส�ำหรับจัดการเรียนการสอนในชั้นเรียน
	 	 หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ เล่ม ๒ นี้ มีผลการเรียนรู้ 
และสาระการเรยีนรูเ้พิม่เตมิทีค่รอบคลมุเนือ้หาบางส่วนทีป่รากฏตามตวัช้ีวดัรายวิชาพ้ืนฐานคณติศาสตร์  
ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ โดยเมื่อผู้เรียนเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ทั้ง ๖ เล่ม ครบทุกชั้นป ี 
ในระดับชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ – ๖ แล้วจะสามารถบรรลุผลสัมฤทธิ์ตามตัวชี้วัดของรายวิชาพื้นฐาน
คณิตศาสตร์ได้ และในขณะเดียวกันก็สามารถต่อยอดเนื้อหาจากรายวิชาพื้นฐานไปสู่เนื้อหาในรายวิชา 
เพิ่มเติมได้โดยไม่ต้องเสียเวลาเรียนซ�้ำซ้อน ท้ังนี้ หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ เล่ม ๒ นี้  
มีเนื้อหาที่จ�ำเป็นที่ต้องเรียน ประกอบด้วยเรื่องความสัมพันธ์และฟังก์ชัน  ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 
และฟังก์ชันลอการทิมึ  และเรขาคณติวิเคราะห์  ซึง่เป็นพืน้ฐานทีส่�ำคญัและเพยีงพอส�ำหรบัการศกึษาต่อ
ในระดบัอดุมศกึษาในด้านวทิยาศาสตร์ หรอืประกอบอาชพีในสาขาทีใ่ช้วทิยาศาสตร์เป็นฐาน เช่น แพทย์
ทนัตแพทย์ สตัวแพทย์ เทคโนโลยชีวีภาพ วศิวกรรม สถาปัตยกรรม เศรษฐศาสตร์ พาณชิยศาสตร์ ฯลฯ 
โดยเน้นกระบวนการคดิวเิคราะห์และการแก้ปัญหา เชือ่มโยงความรู้สู่การน�ำไปใช้ในชวีติจริง ตลอดจน
มีกิจกรรมที่ส่งเสริมให้ผู้เรียนท�ำงานร่วมกับผู้อื่นได้อย่างมีประสิทธิภาพ รวมทั้งสามารถใช้คณิตศาสตร์
เป็นเครือ่งมือในการเรียนรูว้ทิยาศาสตร์ เทคโนโลย ีและศาสตร์อืน่ ๆ  ทีเ่ก่ียวข้อง อนัเป็นรากฐานในการ
พัฒนาทรัพยากรบุคคลของชาติให้มีคุณภาพและพัฒนาเศรษฐกิจของประเทศ
	 	 การจัดท�ำหนังสือเรียนเล่มนี้ ได้รับความร่วมมืออย่างดียิ่งจากผู ้ทรงคุณวุฒิ นักวิชาการ 
อิสระ คณาจารย์ท้ังหลาย รวมท้ังครูผู ้สอน นักวิชาการ จากสถาบันและสถานศึกษาทั้งภาครัฐ 
และเอกชนจึงขอขอบคุณทุกท่านไว้ ณ ท่ีน้ี หากมีข้อเสนอแนะใดที่จะท�ำให้หนังสือเรียนเล่มนี้มีความ
สมบูรณ์ยิ่งขึ้น โปรดแจ้ง สสวท. ทราบด้วย จะขอบคุณยิ่ง

(ศาสตราจารย์ชูกิจ  ลิมปิจำ�นงค์)
ผู้อำ�นวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

กระทรวงศึกษาธิการ



ค�ำอธิบายรายวิชา

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์	 ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๔  เล่ม ๒
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์
ภาคเรียนที่ ๒	 เวลา  ๑๐๐  ชั่วโมง	 จ�ำนวน  ๒.๕  หน่วยกิต

		  ศึกษา  พร้อมทั้งฝึกทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ในเนื้อหาของสาระ  ดังนี้

		  ความสมัพันธ์และฟังก์ชนั   ความสมัพนัธ์  ฟังก์ชนั  การใช้ฟังก์ชนัในชวีติจรงิ  กราฟของฟังก์ชนั  
การด�ำเนินการของฟังก์ชัน  ฟังก์ชันผกผัน
		  ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม เลขยกก�ำลัง ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล   
ฟังก์ชนัลอการทิมึ  การหาค่าลอการทิมึ  การเปลีย่นฐานของลอการิทมึ  สมการและอสมการลอการิทมึ  
การประยุกต์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม
		  เรขาคณิตวิเคราะห ์  ความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะห์  ภาคตัดกรวย	
		  โดยจัดประสบการณ์ให้ผู ้เรียนได้พัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ อันได้แก่  
การแก้ปัญหา การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์ การเชื่อมโยง การให้เหตุผล และ 
การคิดสร้างสรรค์  
		  การใช้สื่อ อุปกรณ์ เทคโนโลยี และแหล่งข้อมูล   และน�ำประสบการณ์ ตลอดจนทักษะและ
กระบวนการทีไ่ด้ ไปใช้ในการเรยีนรูส้ิง่ต่าง ๆ   และใช้ในชวีติประจ�ำวนัอย่างสร้างสรรค์  รวมท้ังเหน็คณุค่า
และมีเจตคติที่ดีต่อคณิตศาสตร์  สามารถท�ำงานอย่างเป็นระบบ มีความรอบคอบ และมีวิจารณญาณ   
		  การวดัผลประเมนิผล  ใช้วิธกีารท่ีหลากหลายตามสภาพความเป็นจรงิให้สอดคล้องกบัเนือ้หาและ
ทักษะที่ต้องการวัด

ผลการเรียนรู้
		  ๑.	หาผลลัพธ์ของการบวก การลบ การคูณ การหารฟังก์ชัน หาฟังก์ชันประกอบและฟังก์ชัน 
			   ผกผัน
		  ๒.	ใช้สมบัติของฟังก์ชันในการแก้ปัญหา
		  ๓.	เข้าใจลักษณะกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม และน�ำไปใช้ในการ 
			   แก้ปัญหา
		  ๔.	แก้สมการเอกซ์โพเนนเชียลและสมการลอการิทึม และน�ำไปใช้ในการแก้ปัญหา
		  ๕.	เข้าใจและใช้ความรู้เกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะห์ในการแก้ปัญหา

รวมทั้งหมด  ๕  ผลการเรียนรู้



ส่วนน�ำของบท

เกริ่นน�ำบทด้วยข้อมูลที่น่าสนใจ รวมถึงการน�ำไป ใช้ในชีวิต

จริง เพื่อกระตุ้นให้นักเรียนตระหนักถึงความส�ำคัญของการ

เรียนเนื้อหาในบท 

..............................................

..............................................

จุดมุ่งหมาย

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี้

ความรู้ก่อนหน้า

ความรู้ที่นักเรียนจ�ำเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทนี้

เสริมสมอง

เกร็ดความรู ้หลากหลายรูปแบบเพื่อกระตุ ้นความสนใจ 

ของนักเรียน เช่น ประวัตินักคณิตศาสตร์ ตัวอย่างการน�ำ

เนื้อหาคณิตศาสตร์ ไป ใช้ ในชีวิตจริง การเชื่อมโยงเนื้อหา 

ในบทกับวิชาอื่น 

กิจกรรม

กิจกรรมที่นักเรียนสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ด้วยตนเอง  

เพื่อช่วยพัฒนาทักษะการเรียนรู้และนวัตกรรม (learning 

and innovation skills) ที่จำ�เป็นสำ�หรับศตวรรษที่ 21  

อนัไดแ้ก่  การคดิสรา้งสรรคแ์ละนวตักรรม  (creativity and 

innovation)  การคิดแบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา 

(critical thinking and problem solving)  การสื่อสาร 

(communication)  และการร่วมมือ (collaboration)

ในหนังสือเล่มนี้จะแบ่งบทเรียนเป็น 3 บท โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังนี้

	 จุดมุ่งหมาย

ความรู้ก่อนหน้า

กิจกรรม

แนะน�ำการใช้หนังสือเรียน

ส่วนนี้เป็นส่วนแนะน�ำโครงสร้างของหนังสือเรียนเพื่อการใช้หนังสือเรียนอย่างมีประสิทธิภาพ

เสริมสมอง



เทคโนโลย	ี

โจทย์ท่ีมี ไอคอนนี้สามารถใช้เทคโนโลยีช่วยในการคิดได้ โดยอาจใช้เคร่ือง 

คิดเลข  โปรแกรมส�ำเร็จรูป ในคอมพิวเตอร์  โปรแกรมประยุกต์ ในโทรศัพท ์

สมาร์ตโฟน การค้นหาข้อมูลทางอินเทอร์เน็ต และอื่น ๆ ตามความเหมาะสม

โจทย์ท้าทาย

โจทย์ที่มี ไอคอนนี้เป็นโจทย์ที่ค่อนข้างยากและซับซ้อนกว่าโจทย์แบบฝึกหัด 
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ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

ในชีวิตจริง นักเรียนมักพบปริมาณสองปริมาณ ท่ีอยู่ในรูปตัวเลขหรือสัญลักษณ์อื่น ๆ ท่ีมี 
ความสัมพันธ์กัน  กล่าวคือ เมื่อปริมาณหนึ่งเปลี่ยนไป อีกปริมาณจะเปลี่ยนแปลงตาม 
ไปด้วย เช่น เมื่อสังเกตหน้าปัดบนตู้จ่ายน�้ำมัน ณ สถานีบริการน�้ำมันแห่งหนึ่ง จะพบว่า 
บนหน้าปัดมีตัวเลขบอกปริมาณ 3 ชนิด ได้แก่ จ�ำนวนเงิน (บาท)  จ�ำนวน (ลิตร) และราคา 
ลิตรละ (บาท)  โดยในขณะที่เติมน�้ำมัน ตัวเลขบนหน้าปัดในช่องจ�ำนวนและจ�ำนวนเงินจะม ี
การเปลี่ยนแปลงเพื่อแสดงจ�ำนวนลิตรของน�้ำมันที่เติมในขณะนั้น และจ�ำนวนเงินที่ลูกค้า 
จะต้องจ่ายในการเตมิน�ำ้มนั  ซ่ึงได้จากผลคณูของจ�ำนวนลติรและราคาต่อลติรของน�ำ้มนัทีเ่ตมิ  
ความสัมพันธ์ของจ�ำนวนลิตรและจ�ำนวนเงินดังกล่าวเป็นตัวอย่างหนึ่งของฟังก์ชัน

บทที่ 1
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1.1	ความสัมพันธ์ 
ความหมายของความสัมพันธ์
เมือ่นกัเรยีนสอบถามความสงูของเพือ่นทกุคนในห้องเรยีน  จากนัน้สร้างเซตของข้อมลูขึน้มาสองเซต คอื 
เซตของเพื่อนทุกคนในห้องเรียน และเซตของความสูงของเพื่อนทุกคนในห้องเรียน  จะเห็นว่าเซตของ
ข้อมูลทัง้สองมคีวามเกีย่วข้องกนั  นัน่คอื เมือ่ก�ำหนดชือ่ของเพือ่น จะทราบความสงูของเพือ่นคนนัน้ เช่น

ในทางกลับกันเมื่อก�ำหนดความสูง  จะทราบว่าใครมีความสูงตามที่ก�ำหนดบ้าง ดังนี้ 

ความรู้ก่อนหน้า

•	 ความรู้เกี่ยวกับสมการและกราฟในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น
•	 เซต
•	 จ�ำนวนจริง goo.gl/Hu9Stk

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า

170

175

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

170

175

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า
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ในทางคณิตศาสตร์ การจับคู่ระหว่างสองสิ่งที่มีความสัมพันธ์กัน เขียนแทนได้ด้วยคู่อันดับ  โดยแต่ละ
คู่อันดับจะประกอบด้วยสมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลัง เช่น คู่อันดับ ( ),a b   ม ี a  เป็นสมาชิก 
ตวัหน้า และ b  เป็นสมาชิกตัวหลัง  คู่อันดับสองคู่อันดับใด ๆ จะเท่ากันก็ต่อเมื่อสมาชิกตัวหน้าเท่ากัน
และสมาชิกตัวหลังเท่ากัน นั่นคือ  

( ) ( ), ,a b c d=   ก็ต่อเมื่อ  a c=  และ b d=

เรียกเซตของคู่อันดับ ( ),a b   โดยที่ a  และ b  มีความเกี่ยวข้องกันบางประการว่า ความสัมพันธ ์ 
(relation)  จากสถานการณ์ข้างต้น ความสมัพนัธ์ทีส่มาชกิตวัหลงัเป็นความสงูของสมาชกิตวัหน้า คอื

{ (ตะวัน, 170 ), (ข้าวปั้น, 170 ), (ภูผา, 170 ), (ทิวา, 175 ), (ต้นกล้า, 175 ) }

ในทางกลบักัน ความสมัพนัธ์ท่ีสมาชกิตวัหลงัคอืชือ่เพ่ือนท่ีมคีวามสงูเป็นสมาชกิตวัหน้า คอื
{ (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }  

ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   คือ เซตของคู่อันดับ ( ),a b  ทั้งหมดโดยที่ a   
เป็นสมาชิกของเซต A  และ b  เป็นสมาชิกของเซต B

บทนิยาม 1

ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   เขียนแทนด้วย A B×  (อ่านว่า เอ คูณ บ)ี
เขียน A B×  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้

( ){ ,A B a b a A× = ∈  และ }b B∈

ตัวอย่างที่ 1

ก�ำหนดให้ { }1, 3, 5A =  และ { },B a b=  จงหา A B×  และ B A×

วิธีท�ำ	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 1, , 3, , 3, , 5, , 5,A B a b a b a b× = 				  
		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1 , , 3 , , 5 , , 1 , , 3 , , 5B A a a a b b b× = 		

จากตัวอย่างข้างต้นจะเห็นว่า A B B A× ≠ ×
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หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

4



เนื่องจากความสัมพันธ์คือเซตของคู ่อันดับท่ีสมาชิกตัวหน้า (จากเซต A ) และสมาชิกตัวหลัง  
(จากเซต B ) มีความเกี่ยวข้องกันบางประการ  จึงอาจกล่าวได้ว่า  ความสัมพันธ์เป็นสับเซตของ 
ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   หรือเขียนได้ว่า r A B⊂ ×   และเรียก r  ว่า ความสัมพันธ์
จาก A  ไป B  

r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B   ก็ต่อเมื่อ  r  เป็นสับเซตของ A B×  

บทนิยาม 2

ถ้า r A A⊂ ×  แล้วเรียก r  ว่า  ความสัมพันธ์บนเซต A

จากบทนยิามจะเห็นว่า  ความสมัพนัธ์เป็นเซตท่ีมสีมาชกิเป็นคูอ่นัดบั สามารถเขยีนแบบแจกแจงสมาชกิ
หรือแบบบอกเงื่อนไขก็ได้  เช่น
		  ให้ { }3, 5, 8, 10A =  และ { }2, 6, 9B =

		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 3, 2 , 3, 6 , 3, 9 , 5, 2 , 5, 6 , 5, 9 ,A B× =

				    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }8, 2 , 8, 6 , 8, 9 , 10, 2 , 10, 6 , 10, 9  

ถ้า 1r  เป็นความสัมพันธ์  “น้อยกว่า”  จาก A  ไป B

จะได้ว่า	 ( ){ }1 ,r x y A B x y= ∈ × <

หรือ	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3, 6 , 3, 9 , 5, 6 , 5, 9 , 8, 9r =

ถ้า 2r  เป็นความสัมพันธ์  “เท่ากับ”  จาก A  ไป B   

จะได้ว่า	 ( ){ }2 ,r x y A B x y= ∈ × =

หรือ	 2r = ∅

หมายเหต	ุ ในกรณีที่ A  และ B  เป็นเซตของจ�ำนวนจริง  อาจละการเขียน ( ),x y ∈ ×   ไว้ใน 
			   ฐานที่เข้าใจว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซตของจ�ำนวนจริง เช่น

			   ( ){ }2 2, 1r x y x y= ∈ × + =    อาจเขียนเป็น  ( ){ }2 2, 1r x y x y= + =   

			   หรือเขียนเฉพาะเงื่อนไขซึ่งบรรยายลักษณะของความสัมพันธ์  เช่น  2 2 1x y+ =
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กราฟของความสัมพันธ์
ในระบบพิกัดฉาก สามารถจับคู่หนึ่งต่อหนึ่งระหว่างคู่อันดับของจ�ำนวนจริง ( ),x y  กับจุดในระนาบ   

โดยให้ x  เป็นพิกัดแรก และ y  เป็นพิกัดหลัง

ให้ r  เป็นสับเซตของ ×    กราฟของความสัมพันธ์ r   คือ เซตของจุดในระนาบที่แสดง 
คู่อันดับที่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ r   

บทนิยาม 3

จากบทนิยามของกราฟของความสัมพันธ์  เมื่อทราบความสัมพันธ์แล้วจะเขียนกราฟของความสัมพันธ์
ต่าง ๆ ได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, 2 , 0, 3 , 1, 1 , 2, 2 , 3, 1r = − − − 	 ( ){ }2 , 2r x y y x= ∈ × = 

	

	 รูปที่ 1	 รูปที่ 2

(–1, 2)

(1, –1)

(2, –2)

– 4

(0, 3)

(3, 1)

4

Y

X
– 4 40

– 4

4

Y

X
– 4 40

y = 2x
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	 ( ){ }2
3 ,r x y y x= ∈ × =  	 ( ){ }2

4 ,r x y y x= ∈ × = 

	

	 รูปที ่3	 รูปที่ 4

	 ( ){ }5 , 1 4r x y x= ≤ <

	

	 รูปที่ 5

หมายเหต	ุ จากรูปที่ 5 กราฟของ 5r  เป็นส่วนหนึ่งของระนาบท่ีแรเงาในรูป  ส่วนท่ีเป็นเส้นทึบ 
			   แสดงว่าจุดทุกจุดบนเส้นนั้นรวมอยู่ในกราฟ  ส่วนท่ีเป็นเส้นประแสดงว่าจุดทุกจุดบน 
			   เส้นประนั้นไม่รวมอยู่ในกราฟ 	
	

Y

X

4

Y

X
– 4 40

8

– 4 40

4

Y

X

4

20

2

4 6
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โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์
พิจารณา

ความสัมพันธ์ r  คือ { (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }  
จะเห็นว่า เซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดใน r   คือ  {170,  175 }  เรียกเซตของสมาชิก 
ตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดในความสัมพันธ์ r  ว่า  โดเมน (domain) ของ r   และเซตของสมาชิก 
ตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน r  คือ  { ตะวัน, ข้าวปั้น, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า }   เรียกเซตของสมาชิก
ตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดในความสัมพันธ์ r  ว่า  เรนจ์ (range) ของ  r   

ให้ r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B
โดเมนของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดใน r   
เรนจ์ของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน r  

บทนิยาม 4

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

170

175

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า
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โดเมนของ r  เขียนแทนด้วย rD   และเรนจ์ของ r  เขียนแทนด้วย rR   เมื่อ r  เป็นความสัมพันธ์จาก 
A  ไป B

เขียน rD  และ rR  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไข  ได้ดังนี้
		  {rD x A= ∈  มี y B∈  ซึ่ง ( ) },x y r∈

		  {rR y B= ∈  มี x A∈  ซึ่ง ( ) },x y r∈

ตัวอย่างที่ 2

ให้ { }3, 2, 1, 0, 1, 2, 3A = − − −  และกำ�หนดให้ความสัมพันธ์ r  บนเซต A คือ ( ){ }2,x y A A y x∈ × =   
จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์นี้

วิธีทำ�	 r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต A   หมายถึง  r A A⊂ ×

		  จะได้	 ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 0, 0 , 1, 1r = −

		  ดังนั้น	 rD = { }1, 0, 1−

				    rR = { }0, 1 											         

ตัวอย่างที่ 3

กำ�หนดให้ ( ){ }2, 16r x y y x= ∈ × = −    จงหาโดเมนและเรนจ์ของ r

วิธีทำ�	 พิจารณา 216 x−   จะเห็นว่า 216 x−  ต้องไม่เป็นจำ�นวนลบ  เพราะรากท่ีสองของจำ�นวนลบ 
		  ไม่เป็นจำ�นวนจริง	
		  นั่นคือ 216 0x− ≥   ซึ่งเป็นอสมการที่มีเซตคำ�ตอบ คือ { }4 4x x− ≤ ≤  

		  ดังนั้น	 { } [ ]4 4 4, 4rD x x= − ≤ ≤ = −

		  เนื่องจาก 216 x−  ไม่เป็นจำ�นวนลบ  และเมื่อแทน x  ด้วย 0  จะได้ค่ามากที่สุดเป็น 4

		  ดังนั้น	 { } [ ]0 4 0, 4rR y y= ≤ ≤ = 						    
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ตัวผกผันของความสัมพันธ์

พิจารณาความสัมพันธ์ 

		  r   =  { (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }
ถ้าสลับที่สมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับ  จะได้ความสัมพันธ์

		  s  =  { (ตะวัน, 170 ), (ข้าวปั้น, 170 ), (ภูผา, 170 ), (ทิวา, 175 ), (ต้นกล้า, 175 ) }

โดเมนของ s  คือ { ตะวัน, ข้าวป้ัน, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า }  และเรนจ์ของ s  คือ { }170, 175     จะเห็นว่า 
โดเมนของ r  คือ เรนจ์ของ s   และเรนจ์ของ r  คือ โดเมนของ s  โดยที่ s  ได้จากการสลับสมาชิก
ตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังของแต่ละคู่อันดับใน r   เรียก s  ว่า ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r

ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r  คือความสัมพันธ์ซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้าและ
สมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับที่เป็นสมาชิกของ r

บทนิยาม 5

ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r   เขียนแทนด้วย  1r−

เขียน 1r−  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้

		  ( ) ( ){ }1 , ,r y x B A x y r− = ∈ × ∈

จากบทนิยาม  ถ้า r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B   แล้ว 1r−  จะเป็นความสัมพันธจ์าก B  ไป A
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