






คํานํา

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) เปนหนวยงานในกํากับของ

กระทรวงศึกษาธิการ มหีนาท่ีหลกัสาํคัญประการหนึง่ คอื การวจิยัและพฒันาหลกัสตูร หนงัสือเรียน 

คูมือครู ตลอดจนสื่อและเอกสารสงเสริมการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร กลุมสาระ

การเรียนรูวิทยาศาสตร รวมท้ังสาระการออกแบบและเทคโนโลยีและสาระเทคโนโลยีสารสนเทศ

และการสื่อสารในกลุมสาระการเรียนรูการงานอาชีพและเทคโนโลยี 

 ภารกิจหลักสําคัญอีกประการหน่ึงของ สสวท. ไดแกการสงเสริมศักยภาพของนักเรียนที่มี

ความสามารถและสนใจทางดานวทิยาศาสตร คณิตศาสตรและเทคโนโลย ี สสวท. จงึไดพฒันาหนงัสือ

ชุดนี้ขึ้นสําหรับผูที่มีความสนใจและนักเรียนที่มีความสามารถพิเศษทางคณิตศาสตร หนังสือชุดนี้

มดีวยกันท้ังหมด 8 เลม คอื พชีคณิต เรขาคณิต สมการเชิงฟงกชนั ทฤษฎจีาํนวน ตรรกศาสตรเบ้ืองตน

และวิธีการพิสูจน คอมบินาทอริก อสมการ และทฤษฎีกราฟเบื้องตน  ซ่ึงหนังสือชุดนี้จะใหความรู

ทางคณิตศาสตรที่ลึกซึ้งขึ้นจากบทเรียนตามหลักสูตร นักเรียน ครู และผูที่สนใจ ที่ตองการพัฒนา

ความรู ความสามารถทางคณิตศาสตรใหดียิ่งขึ้นควรศึกษาหนังสือชุดนี้ และหนังสือชุดนี้

ยังเหมาะสมกับนักเรียนช้ันเรียนพิเศษทางดานวิทยาศาสตรและคณิตศาสตรในระดับมัธยมศึกษา

ตอนปลาย รวมถึงเปนพ้ืนฐานท่ีดีแกผูที่ตองการเตรียมตัวสมัครเขารับการรับการอบรมในคาย

โอลิมปกวิชาการอีกดวย

 ในการจัดพิมพหนังสือชุดนี้ในครั้งนี้ สสวท. ไดปรับปรุงเนื้อหาใหเหมาะสมยิ่งขึ้น โดยไดรับ

ความรวมมืออยางดียิง่จากคณาจารยและผูทรงคุณวฒุจิากหลายหนวยงาน สสวท. หวงัเปนอยางย่ิงวา

หนังสือชุดน้ีจะเปนประโยชนสําหรับครูและนักเรียน ตลอดจนผูสนใจ และขอขอบคุณทุกทาน

ที่ไดมีสวนรวมในการจัดทําหนังสือชุดนี้ไว ณ โอกาสนี้

                                              (นางพรพรรณ ไวทยางกูร)

                                     ผูอํานวยการสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี     

                                             กระทรวงศึกษาธิการ



คํานํา
ในการพิมพครั้งที่ 1

 สถาบันสงเสรมิการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดรบัมอบหมายจากกระทรวง

ศึกษาธิการใหพัฒนาหลักสูตร หนังสือเรียน คูมือครู ตลอดจนสื่อประกอบการเรียนการสอน

วิชาคณิตศาสตรวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี เพื่อชวยสงเสริมใหการเรียนการสอนวิชาคณิตศาสตร

วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี บรรลุผลสําเร็จตามวัตถุประสงคของหลักสูตร

 เอกสารเสริมความรูเลมน้ีจัดทําข้ึนเพื่อเผยแพรความรูทางคณิตศาสตรในระดับมัธยมศึกษา 

และระดับอุดมศึกษาใหกับนักเรียน นักศึกษา อาจารยและผูสนใจ สําหรับศึกษาคนควาในอันที่จะ

พัฒนาความรู ความสามารถทางคณิตศาสตรใหดียิ่งขึ้น

 สสวท. หวงัเปนอยางย่ิงวาเอกสารเลมนีจ้ะเปนประโยชนสาํหรับผูอาน และขอขอบคณุทกุทาน

ที่ไดมีสวนรวมในการจัดทําเอกสารเลมนี้ไว  ณ  โอกาสนี้

 (นายพิศาล สรอยธุหรํ่า)

         ผูอํานวยการสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

                         กระทรวงศึกษาธิการ



คําชี้แจง

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดพัฒนาหนังสือชุดนี้ 

เพื่อเสริมความรูวิชาคณิตศาสตรใหกับนักเรียนท่ีมีความสามารถพิเศษทางคณิตศาสตรไดเติมเต็ม

ศักยภาพของตัวเองใหสูงสุด และสําหรับครูคณิตศาสตรที่จะตองสอนนักเรียนหองเรียนที่

มีความสามารถพิเศษทางคณิตศาสตรดวยเนื้อหาและลําดับข้ันตอนการนําเสนอในหนังสือชุดน้ี

ไดองิความรูทีน่กัเรียนไดเรยีนมาแลวตามหลักสตูร ถาหากหวัขอเร่ืองใดท่ีองิความรพูืน้ฐานทีน่กัเรียน

ยงัไมไดเรยีน  หนงัสอืชดุนีไ้ดสรปุเน้ือหาพืน้ฐานน้ันใหกอนเพือ่เช่ือมโยงใหนกัเรียนสามารถศกึษาได

อยางเปนลําดับขั้นของความรู เพื่อใหผูสนใจสามารถคนควาและศึกษาไดดวยตนเอง

 หนังสือชุดนี้มี 8 เลม นักเรียนหรือคุณครูจะเลือกเรียนหรือเลือกสอนเรื่องใดกอนก็ได ดวยมี

เน้ือหาเปนอิสระแกกนั คณะกรรมการจัดทําไดพยายามอยางยิง่ท่ีจะพฒันาหนงัสือชุดน้ีใหเปนหนงัสือ

ที่สมบูรณ อยางไรก็ดี หากทานพบขอบกพรองหรือมีขอเสนอแนะเพ่ิมเติม โปรดสงขอเสนอแนะ

ของทานไปยังสาขาคณิตศาสตรมัธยมศึกษา สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

จะเปนพระคุณอยางยิ่ง ทั้งนี้ เพื่อเปนประโยชนในการปรับปรุงเอกสารใหสมบูรณมากยิ่งขึ้น

  สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี

                                               กระทรวงศึกษาธิการ
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1สถาบันสงเสริมการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี

เอกลักษณพีชคณิต (Algebraic Identities)          

    ในบทนี้จะใหตัวอยางของการแสดงเอกลักษณพีชคณิต ซึ่งไดแกนิพจนที่อยู

  ในรูปสมการของตัวแปร  x, y, z    หรือ   a, b, c, …  และการดําเนินการคือ การบวก  

  การลบ  การคูณ  การหาร  โดยจะใชการจัดรูปแบบเปนสวนใหญ  นอกจากนี้  ยังจะให

  ตวัอยางของการแยกตวัประกอบของนพิจน และการแสดงเอกลกัษณทีเ่กีย่วกบัอนกุรม

  จํากัดดวย

 จงพิสูจนวา

วิธีทํา

 จงพิสูจนวา

วิธีทํา เนื่องจาก          

และ

  ฉะนั้น              

กําหนดให

  จงพิสูจนวา   x  =  y  =  z

วิธีทํา จากที่กําหนด  จะไดวา 

  เนื่องจาก  

ตวัอยาง 1.1

ตวัอยาง 1.2

ตวัอยาง 1.3

 (x2 – y2)2  +  (2xy)2  =  (x2 + y2)2 
(x2 – y2)2  +  (2xy)2   =   x4  –  2x2y2  +  y4  +  4x2y2 
   = x4  +  2x2y2  +  y4 
   = (x2  +  y2)2 

 (a2  +  b2)(c2  +  d2) =       (ac – bd)2  +  (bc  +  ad)2 
(a2  +  b2)(c2  +  d2) =       a2c2  +  a2d2  +  b2c2  +  b2d2 

 (ac – bd)2  +  (bc  +  ad)2 =       (ac)2 – 2abcd + (bd)2 + (bc)2 + 2abcd + (ad)2 
   =       a2c2  +  b2d2  +  b2c2  +  a2d2 

 (a2  +  b2)(c2  +  d2)  =       (ac – bd)2  +  (bc  +  ad)2 

=    [–2y  +  2z] [2 x – 2z] 

(x – y)2 + (y – z)2 + (z – x)2 = (x + y – 2z)2 + (y + z – 2x)2 + (z + x – 2y)2 

(x – y)2 – (x + y – 2z)2 + (y – z)2 – (y + z – 2x)2 + (z – x)2 – (z + x – 2y)2 = 0 …(*) 
(x – y)2 – (x + y – 2z)2 = [(x – y) – (x + y – 2z)] [(x – y) + (x + y – 2z)] 

= 2– 2(y– z ) ( – z ) x
=   – 4 ( – z ) x (y – z )



2 สถาบันสงเสริมการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี

และในทํานองเดียวกัน

 ฉะนั้น  (*)  เขียนไดเปน

 ดังนั้น   x – y  =  y – z  =  z – x  =  0

 นั่นคือ  x  =  y  =  z

 จงพิสูจนวา  

วิธีทํา

    

 จงพสูิจนวา

                                       เมื่อ  n �{1, 2, 3}   

วิธีทํา ให

ตวัอยาง 1.4

ตวัอยาง 1.5

 (y – z)2  – (y + z – 2x)2   =   – 4 (y – x)(z – x) 
 (z – x)2  – (z + x – 2y)2 =   – 4 (z – y)(x – y) 

– 4(x – z)(y – z)  –  4(y – x)(z – x)  –  4(z – y)(x – y)   =   0 
(x – z)(y – z) + (y – x)(z – x) + (z – y)(x – y)    =   0 
xy – xz – yz + z2 + yz – xy – xz + x2 + xz – yz – xy + y2 =   0  
x2  +  y2  +  z2  –  xy  –  yz  –  zx    =   0 
2x2  +  2y2  +  2z2  –  2xy  –  2yz  –  2zx   =   0 
(x – y)2  +  (y – z)2  +  (z – x)2    =   0 

 (x + y + z)3  =  x3 + y3 + z3 + 3 (x + y + z) (xy + yz + zx) – 3xyz 
(x + y + z)3 = (x + y + z)(x + y + z)2 

= (x + y + z)(x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx) 
= (x + y + z)(x2 + y2 + z2) + 2 (x + y + z)(xy + yz + zx) 
= x3 + y3 + z3 + xy2 + xz2 + yx2 + yz2 + zx2 + zy2 + 

2 (x + y + z)(xy + yz + zx) 
= x3 + y3 + z3 + xy (x+ y + z) – xyz + yz (x + y + z) – xyz 
 + zx (x + y + z) – xyz + 2 (x + y + z)(xy + yz + zx) 
= x3 + y3 + z3 + 3 (x + y + z)(xy + yz + zx) – 3xyz 

xn  +  (x + 3)n  +  (x + 5)n  +  (x + 6)n  +  (x + 9)n  + (x + 10)n  + (x + 12)n  
+  (x + 15)n = (x + 1)n + (x + 2)n + (x + 4)n + (x + 7)n + (x + 8)n + (x + 11)n 
+ (x + 13)n + (x + 14)n 

A (n)  =  xn  +  (x + 3)n + (x + 5)n + (x + 6)n + (x + 9)n + (x + 10)n  + (x + 12)n 
+  (x + 15)n  


