
รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทิพยโ์ยธา
ภาควิชาคณิตศาสตรแ์ละวิทยาการคอมพิวเตอร์

คณะวิทยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั



 
 

1. 
dx
dc  = 0         c  = 0 

2. 
dx
d ( nx ) = n 1nx        ( nx )  = n 1nx  

3. 
dx
d (f(x) + g(x)) = 

dx
d f(x) + 

dx
d g(x)   (f + g)  = f  + g  

4. 
dx
d (c f(x) + k g(x)) = c

dx
d f(x) + k

dx
d g(x)  (c f + k g)  = c f  + k g  

5. 
dx
d (f(x)g(x)) = (

dx
d f(x))(g(x)) + (

dx
d g(x))(f(x)) (f g)  = f g + g f 

6. 
dx
d

)x(g
)x(f  = 

2))x(g(

)x(g
dx
d)x(f)x(f

dx
d)x(g

   (
g
f )  = 

2

''

g

gffg  

7. 
dx
d ( nu ) = n 1nu

dx
d u(x)     ( nu )  = n 1nu u  

8. 
dx
d ( gf )(x) = 

)x(dg
d f(g(x))

dx
d g(x)   ( gf ) (x) = f (g(x)) g (x) 

9. 
dx
d n x = 

x
1   x  0      10. 

dx
d xe  = xe  

11. 
dx
d xa  = xa n a       12. 

dx
d og a  x  = 

anx
1  

13. 
dx
d sin x = cos x        14. 

dx
d cos x = - sin x 

15. 
dx
d tan x = 2sec x       16. 

dx
d cot x = - 2eccos x 

17. 
dx
d sec x = sec x tan x       18. 

dx
d cosec x = - cosec x cot x 

19. 
dx
d arcsin x = 

2x1

1       20. 
dx
d arccos x = -

2x1

1  

21. 
dx
d arctan x = 

2x1

1        22. 
dx
d arccot x = -

2x1

1  

23. 
dx
d arcsec x = 

1x|x|

1
2

      24. 
dx
d arccosec x = -

1xx

1
2||

 

 

 
1. k dx = kx + C       2. nx  dx = 

1n
x 1n  + C  n  -1 

3. 
x
1  dx = n  x  + C      4. xe  dx = xe  + C 

5. xa  dx = 
an

ax  + C      6. sin x dx = - cos x + C 

7. cos x dx = sin x + C      8. 2sec x dx = tan x + C 
9. 2eccos x dx = - cot x + C     10. sec x tan x dx = sec x + C 

11. cosec x cot x dx = - cosec x + C    12. tan x dx = n  sec x  + C 

13. cot x dx = n  sin x  + C     14. sec x dx = n  sec x + tan x  + C 

15. cosec x dx =  n  cosec x - cot x  + C   16. 
2x1

1  dx = arcsin x + C 

17. 
1x

1
2

 dx = arctan x + c     18. 
1xx

1
2||

 dx = arcsec x + C 



 
 

 
Calculus I 
Calculus II 
Calculus III 

Differential Equations 
Probability and Statistics 

   
 

  

http://www.math.sc.chula.ac.th
http://www.math.sc.chula.ac.th/~tdumrong/homepage
http://pioneer.netserv.chula.ac.th/~tdumrong/homepage



 
   Calculus I Calculus II Calculus III Differential Equations Probability 
and Statistics      

     
    

 Calculus I :     
      

 Calculus II :      
       

 Calculus III :       
       

    
 Differential Equations :    

     
 Probability and Statistics :    

    
       

   



 
 

 Calculus I                1 - 24 
 Calculus II                25 - 52 
 Calculus III                53 - 94 
 Differential Equations             95 - 134 
 Probability and Statistics            135 - 184 



   Calculus I Calculus II Calculus III Differential Equations  
Probability and Statistics  

   . .  
 
 
 

 
 

 
   

      Calculus I Calculus II Calculus III Differential Equations  
     Probability and Statistics . - -  
      3. - -  : , 2555. 
     186 . 
     1.  .I. . 
515 
ISBN  978 – 974 – 365 – 254 – 7 
 
 

    
   

          10330 
   .0-2218-7000-3 0-2255-4441 

    .0-2218-9881-2   0-2254-9495 
  .   .   . 0-5526-0162-4  0-5526-0165 
  .   .   . 0-4421-6131-4   0-4421-6135 
  .  .   . 0-3839-4855-9  0-3839-3239 
   . .  . 0-3739-3023  0-3739-3023 
  .  .  . 0-5446-6799-800  0-5446-6798        
   (CHAMCHURI SQUARE)  4 . 0-2160-5301-2 0-2160-5304 
    ( ) . 0-2950-5408-9   0-2950-5405 
  Call Center ( ) . 0-2255-4433  http://www.chulabook.com  
    

   ( )  . 0-2950-5408-9   0-2950-5405 
   . 0-2218-3563, 0-2218-3557, 0-2215-3612 

   http://www.cuprint.chula.ac.th 



สรุปเนื้ อหาและรวมสูตร CALCULUS I 

1. ให้ E  R และ a  R เราจะกล่าวว่า a เป็น จุดลิมิต (limit point) ของ E  

 กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริงบวก  ที่กาํหนดให้ จะได้ ((a - , a + ) - {a})  E   

2. ให้ f : D  R เม่ือ D  R และ a เป็นจุดลิมิตของ D เรากล่าวว่า f(x) มีลิมิต (limit) เป็นจาํนวนจริง  

 L เม่ือ x เข้าใกล้ a และเขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์
x a
lim


f(x) = L กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริงบวก  ที่กาํหนดให้  

 จะมีจาํนวนจริงบวก  ที่ทาํให้  f(x) - L    ทุก x  D ซ่ึง 0   x - a    

3. ถ้า 
x a
lim


f(x) มีค่า แล้ว ค่าของลิมิตมีเพียงค่าเดียวเท่าน้ัน 

4. ให้ f : D  R เม่ือ D  R และ a เป็นจุดลิมิตของ D  (-, a)  

 f(x) มีลิมิตเป็นจาํนวนจริง L เม่ือ x เข้าใกล้ a ทางซ้าย และเขยีนแทนด้วย 
ax

lim f(x) = L  

 กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริงบวก  ที่กาํหนดให้ จะมีจาํนวนจริงบวก  ที่ทาํให้  

  f(x) - L    ทุก x  D ซ่ึง 0  a - x   (หรือ a -   x  a)  

5. ให้ f : D  R เม่ือ D  R และ a เป็นจุดลิมิตของ D  (a, ) 

 f(x) มีลิมิตเป็นจาํนวนจริง L เม่ือ x เข้าใกล้ a ทางขวา และเขยีนแทนด้วย 
ax

lim f(x) = L  

 กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริงบวก  ที่กาํหนดให้ จะมีจาํนวนจริงบวก  ที่ทาํให้  

  f(x) - L    ทุก x  D ซ่ึง 0  x - a   (หรือ a  x  a + )  

 1. ถ้า 
ax

lim f(x) มีค่า แล้ว ค่าของลิมิตมีเพียงค่าเดียวเท่าน้ัน  

 2. ถ้า 
ax

lim f(x) มีค่า แล้ว ค่าของลิมิตมีเพียงค่าเดียวเท่าน้ัน  

 3. ในกรณทีี่ D เป็นช่วงที่มีจุด a เป็นจุดปลายช่วง 

  3.1 ถ้าจุด a เป็นจุดปลายช่วงทางซ้าย แล้วเราจะถอืว่า 
ax

lim


f(x) กคื็อ 
ax

lim f(x)  

  3.2 ถ้าจุด a เป็นจุดปลายช่วงทางขวา แล้วเราจะถอืว่า 
ax

lim


f(x) กคื็อ 
ax

lim f(x) 

 4. ให้ a เป็นจุดลิมิตของ D  (-, a) และ D  (a, ) และ L  R 

  จะได้ 
ax

lim


f(x) = L กต่็อเม่ือ 
ax

lim f(x) = L = 
ax

lim f(x) 

6. ทฤษฎีบทเกี่ยวกบัลิมิต ให้ 
ax

lim


f(x) = L และ 
ax

lim


g(x) = M เม่ือ L และ M เป็นจาํนวนจริง จะได้  

 1. 
ax

lim


x = a และ 
ax

lim


c = c เม่ือ c เป็นค่าคงตัว 

 2. 
ax

lim


(f(x) + g(x)) = 
ax

lim


f(x) + 
ax

lim


g(x) = L + M 

 3. 
ax

lim


f(x) g(x) = (
ax

lim


f(x))(
ax

lim


g(x)) = LM 

 4. 
ax

lim
 )x(g

)x(f
 = 

)x(glim

)x(flim

ax

ax



  = 
M
L  เม่ือ M  0 
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 5. 
ax

lim

 f(x)  =  

ax
lim


f(x)  =  L   

 6. 
ax

lim


n )x(f  = n
ax

)x(flim


 = n L  เม่ือ n เป็นจาํนวนเตม็บวก และ n L  เป็นจาํนวนจริง 

7. เทคนิคการหาค่าลิมิตของฟังกชั์น 

 1. แทนค่า 

  ตัวอย่าง 
4x

lim


2x  + x + 4 = 24  + 4 + 4 = 24 และ 
1x

lim
 1x2

4x2


  = 

1)1(2
412


  = 

3
5  

 2. แยกตัวประกอบ ตัวอย่าง 
1x

lim
 1x

1x2


  = 

1x
lim
 1x

)1x)(1x(



 = 

x 1
lim


x + 1 = 2 

  
2x

lim
 2x

8x3


  = 

2x
lim
 2x

)4x2x)(2x( 2




 = 
2x

lim


2x  + 2x + 4 = 12 

  
9x

lim
 9x

3x



 = 
9x

lim
 )3x)(3x(

3x




 = 
9x

lim
 3x

1


 = 
6
1  

 3. หาตัวประกอบมาคูณบนและล่าง 

  
x

lim 1x2  - x = 
x

lim
x1x

)x1x)(x1x(

2

22




= 

x
lim

x1x

x)1x(

2

22




=

x
lim

x1x

1
2 

= 0 

  
0x

lim
 x

24x 
 = 

0x
lim
 )24x(x

)24x)(24x(




 = 
0x

lim
 )24x(x

4)4x(




= 

0x
lim
 24x

1


= 
4
1  

 4. ลิมิตที่มีรูปแบบเฉพาะ 

  ตัวอย่าง 
0x

lim


(1 + 
x
1 ) x  = e, 

0x
lim
 x

xsin  = 1, 
x

lim
x

n

a

x  = 0 ทุกค่า n  R , a  1 

  
x

lim
xa

nx  = 0, a  1 

 5. พิจารณาค่าของลิมิตจากกราฟ 

  จากกราฟของ y = arctan x จะได้ 
x

lim arctan x = 
2
   

  และ 
x

lim arctan x = -
2
  

 6. ใช้กฎของโลปิตาล 

  ซ่ึงกล่าวว่า 
ax

lim


f(x) = 0, 
ax

lim


g(x) = 0 และ 
ax

lim
 )x(g

)x(f



 = L แล้ว 
ax

lim
 )x(g

)x(f
 = L 

  ตัวอย่าง 
1x

lim
 1x

1x
2

3


  = 

1x
lim
 )1x(

)1x(
2

3




 = 

1x
lim
 x2

x3 2
 = 

2
3  

8. ให้ f : 1D   R เม่ือ 1D   R และ g : 2D   R เม่ือ fR   2D   R 

 ถ้า 
ax

lim


f(x) = M และมีจาํนวนจริงบวก  ซ่ึง f(x)  M ทุก x  ((a - , a + )  1D ) - {a}  

 และ 
Mt

lim


g(t) = L แล้ว 
ax

lim


g(f(x)) = 
Mt

lim


g(t) = L 

9. ให้ f, g และ h เป็นฟังกชั์นจาก D ไปยัง R เม่ือ D  R 

 ถ้า g(x)  f(x)  h(x) ทุก x  D - {a} และ 
ax

lim


g(x) = L = 
ax

lim


h(x) แล้ว 
ax

lim


f(x) = L  
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10. ถ้า 
ax

lim


f(x) = L แล้ว 
ax

lim


(f(x))
n
 = (

ax
lim


f(x))
n
 = nL  เม่ือ n เป็นจาํนวนเตม็บวก 

11. ถ้า 
ax

lim


f(x) = L และ c เป็นจาํนวนจริง แล้ว 
ax

lim


c f(x) = cL  

12. ให้ m และ n เป็นจาํนวนเตม็บวก จะได้ 
ax

lim


n
m

x  = n
m

a  เม่ือ n
m

a  เป็นจาํนวนจริง 

13. ลิมิตของฟังกชั์นตรีโกณมิติ 

 1. 
0x

lim


sin x = 0   2. 
0x

lim


cos x = 1   3. 
ax

lim


sin x = sin a 

 4. 
ax

lim


cos x = cos a  5. 
0x

lim
 x

xsin  = 1  6. 
0x

lim
 x

xcos1  = 0 

14. ถ้า 
ax

lim


f(x) = 0 แล้ว 
ax

lim
 )x(f

))x(fsin(
 = 1 

15. 
x

lim 1
x

 = 0, 
x

lim


1
x

 = 0, 
x

lim
r

1

x
 = 0 และ 

x
lim
 r

1

x
 = 0 เม่ือ r เป็นจาํนวนจริงบวก 

16. ทฤษฎีบทลิมิตเกี่ยวกบัอนันต์ 

 1. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a - , a + )  fD  - {a} และ 
ax

lim


1
f (x)

 = 0  

     แล้ว 
ax

lim


f(x) =  

 2. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a - , a + )  fD  - {a} และ 
ax

lim


1
f (x)

 = 0  

     แล้ว 
ax

lim


f(x) = - 

 3. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a, a + )  fD  และ 
x a

lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 
x a

lim


f(x) =  

 4. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a, a + )  fD  และ 
x a

lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 

x a
lim


f(x) = - 

 5. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a - , a)  fD  และ 
x a

lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 

x a
lim


f(x) =  

 6. ถ้ามี   0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  (a - , a)  fD  และ 
x a

lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 

x a
lim


f(x) = - 

 7. ถ้ามี M  0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  M และ x  fD  และ 
x

lim 1
f (x)

 = 0 แล้ว 
x

lim f(x) =  

 8. ถ้ามี M  0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  M และ x  fD  และ 
x

lim 1
f (x)

 = 0 แล้ว 
x

lim f(x) = - 

 9. ถ้ามี M  0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  M และ x  fD  และ 
x

lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 
x

lim


f(x) =  

 10. ถ้ามี M  0 ที่ทาํให้ f(x)  0 ทุก x  M และ x  fD  และ 

x
lim


1
f (x)

 = 0 แล้ว 

x
lim


f(x) = - 

17. ให้ f : D  R เม่ือ D  R และ a  D เราจะกล่าวว่า f มี ความต่อเนือ่ง ที่จุด x = a  

 กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสามข้อต่อไปน้ีเป็นจริง 1. f(a) มีค่า 

             2. 
ax

lim


f(x) มีค่า 

           และ 3. 
ax

lim


f(x) = f(a) 
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18. ถ้า f และ g มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a แล้ว จะได้ 1. f + g และ f - g มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a 

 2. cf มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a เม่ือ c เป็นจาํนวนจริง 

 3. fg มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a 

 4. 
g
f  มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a เม่ือ g(a)  0 

19. ถ้า f มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a และ g มีความต่อเน่ืองที่จุด x = f(a)  

 แล้ว fg   มีความต่อเน่ืองที่จุด x = a และ 
ax

lim


( fg  )(x) = ( fg  )(a) 

20. p(x) = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + na nx  มีความต่อเน่ืองที่จุด x ทุก x  R  

 
)x(q
)x(p

 เม่ือ p(x) และ q(x)  0 เป็นฟังกชั์นพหุนาม มีความต่อเน่ืองที่จุด x ทุก x  fD  

 f(x) = n x  เม่ือ n เป็นจาํนวนเตม็บวก มีความต่อเน่ืองที่จุด x ทุก x  fD  

21. f มีความต่อเนือ่งทางซา้ย ที่จุด x = a กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสามข้อต่อไปน้ีเป็นจริง  1. f(a) มีค่า 

                       2. 
ax

lim f(x) มีค่า 

                     และ 3. 
ax

lim f(x) = f(a) 

22. f มีความต่อเนือ่งทางขวา ที่จุด x = a กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสามข้อต่อไปน้ีเป็นจริง  1. f(a) มีค่า 

                       2. 
ax

lim f(x) มีค่า 

                     และ 3. 
ax

lim f(x) = f(a) 

23. ในกรณทีี่ D เป็นช่วงที่มีจุด a เป็นจุดปลายช่วง และ จุด b เป็นจุดปลายช่วง 

 1. ถ้าจุด a เป็นจุดปลายช่วงทางซ้าย  

  แล้วเราจะถอืว่า ความต่อเน่ืองที่จุด x = a กคื็อ ความต่อเน่ืองทางขวาที่จุด x = a 

 2. ถ้าจุด b เป็นจุดปลายช่วงทางขวา 

  แล้วเราจะถอืว่า ความต่อเน่ืองที่จุด x = b กคื็อ ความต่อเน่ืองทางซ้ายที่จุด x = b 

24. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง I กต่็อเม่ือ f มีความต่อเน่ืองที่จุด x ทุก x  I 

 ถ้ามี 0x  I ซ่ึง f ไม่มีความต่อเน่ืองที่จุด x = 0x  แล้ว f ไม่มีความต่อเน่ืองบนช่วง I 

25 f มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b) กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสองข้อต่อไปน้ีเป็นจริง 

   1. f มีความต่อเน่ืองทางขวาที่จุด x = a 

 และ 2. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง (a, b) 

26. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง (a, b] กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสองข้อต่อไปน้ีเป็นจริง  

   1. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง (a, b) 

 และ 2. f มีความต่อเน่ืองทางซ้ายที่จุด x = b 

27. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] กต่็อเม่ือ เง่ือนไขทั้งสามข้อต่อไปน้ีเป็นจริง 

   1. f มีความต่อเน่ืองทางขวาที่จุด x = a 

   2. f มีความต่อเน่ืองบนช่วง (a, b) 

 และ 3. f มีความต่อเน่ืองทางซ้ายที่จุด x = b 
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28. ทฤษฎีบทค่าระหว่างกลาง (The Intermediate Value Theorem) 

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และ k เป็นจาํนวนจริงที่อยู่ระหว่าง f(a) และ f(b)  

 แล้ว จะต้องมีจาํนวนจริง c  (a, b) ที่ทาํให้ f(c) = k 

29. ทฤษฎีบทค่าสูงสุด - ค่าตํา่สุด (Maximum - Minimum Theorem)  

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] แล้ว f มีค่าสงูสดุและค่าตํ่าสดุบนช่วง [a, b] กล่าวคือ 

 มี Mx  [a, b] ซ่ึง f( Mx )  f(x) ทุก x  [a, b] และ มี mx  [a, b] ซ่ึง f( mx )  f(x) ทุก x  [a, b] 

30. อนุพนัธข์องฟังกช์นั f ท่ีจุด x คือ f (x) = 
0x

lim
 x

)x(f)xx(f



 เม่ือลิมิตมีค่า 

 แทนด้วยสญัลักษณ ์f (x) หรือ 
dx
d f(x) หรือ xD f(x) หรือ y หรือ 

dx
dy

 

31. ความชนัของเสน้โคง้ หรือ ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) คือ 
dx
dy

  

32. f เป็นฟังกชั์นค่าจริงบนช่วง [a, b] 

 1. f มีอนุพนัธท์างขวา ที่จุด a กต่็อเม่ือ 
 0x

lim
x

)a(f)xa(f



 มีค่า 

  ใช้สญัลักษณ ์f ( a ) แทนอนุพันธท์างขวาของ f ที่จุด a  

  f ( a ) = 
 0x

lim
x

)a(f)xa(f



 = 

ax
lim

ax
)a(f)x(f




 เม่ือลิมิตมีค่า 

 2. f มีอนุพนัธท์างซา้ย ที่จุด b กต่็อเม่ือ 
 0x

lim
x

)b(f)xb(f



 มีค่า 

  ใช้สญัลักษณ ์f ( b ) แทนอนุพันธท์างซ้ายของ f ที่จุด b 

  f ( b ) = 
 0x

lim
x

)b(f)xb(f



 = 

bx
lim

bx
)b(f)x(f




 เม่ือลิมิตมีค่า 

 3. f มีอนุพันธบ์นช่วงเปิด (a, b) กต่็อเม่ือ f (x) มีค่า ทุก x  (a, b) 

 4. f มีอนุพันธบ์นช่วงปิด [a, b]  

  กต่็อเม่ือ f มีอนุพันธบ์นช่วง (a, b) และ f มีอนุพันธท์างขวาที่จุด a และ f มีอนุพันธท์างซ้ายที่จุด b  

 5. ฟังกชั์นที่นิยามเป็นช่วงและมีรอยต่อที่จุด c  (a, b)  fD   

  f (c) มีค่า กต่็อเม่ือ f ( c ) และ f ( c ) มีค่า และ f (c) = f ( c ) = f ( c ) 

33. ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด c แล้ว f จะมีความต่อเน่ืองที่จุด c 

 ถ้า f ไม่มีความต่อเน่ืองที่จุด c แล้ว f จะไม่มีอนุพันธท์ี่จุด c 

 ถ้า f มีความต่อเน่ืองที่จุด c แล้ว f อาจ มี หรือ ไม่มี อนุพันธท์ี่จุด c กไ็ด้ 

34. กฎลูกโซ่ ให้ y = f(u) เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่ u และ u = g(x) เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่จุด x 

 ( gf  )(x) = f (g(x)) g (x) หรือ 
dx
dy

 = 
du
dy

dx
du  

35. ให้ y = f(x) เป็นฟังกชั์นหน่ึงต่อหน่ึง และ มีอนุพันธไ์ม่เป็นศนูย์ที่จุด x จะได้ 
dy
dx  = 

dx
dy
1  

36. อนุพนัธอ์นัดบัสูง 

 อนุพันธอ์นัดับที่สอง แทนด้วย f (x) หรือ y  หรือ 
2

2

dx

yd
 = 

0x
lim
 x

)x(f)xx(f



 เม่ือลิมิตมีค่า 
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 อนุพันธอ์นัดับที่สาม แทนด้วย f (x) หรือ y  หรือ 
3

3

dx

yd
 = 

0x
lim
 x

)x(f)xx(f



 เม่ือลิมิตมีค่า 

 อนุพันธอ์นัดับที่ n แทนด้วย )x(f )n(  หรือ 
n

n

dx

yd
 = 

0x
lim
 x

)x(f)xx(f )1n()1n(


 

 เม่ือลิมิตมีค่า 

37. การหาอนุพันธข์องฟังกชั์นที่นิยามโดยปริยาย F(x, y) = c 

 1. หาอนุพันธต์ลอดสมการเทยีบกบัตัวแปร x โดยคิด y เป็นฟังกชั์นของ x จะได้ 
dx
d F(x, y) = 0 

 2. จัดรูปพีชคณติหา 
dx
dy

 

 ตวัอย่าง จากสมการ 2x  + 2y  = 9 จะได้       
dx
d ( 2x  + 2y ) = 

dx
d (9) 

              
dx
d ( 2x ) + 

dx
d ( 2y ) = 0 

                2x + 2y
dx
dy

 = 0 เพราะฉะน้ัน 
dx
dy

 = -
y
x  

38. ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่ x และ y = f(x) เราเรียก f (x) x ว่า ค่าเชิงอนุพนัธ ์ของ f ที่ x  

 และเขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์df(x) หรือ dy เพราะฉะน้ัน df(x) = f (x) x 

39. การประมาณค่าฟังกชั์นโดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ ์มีขั้นตอนดังน้ี 

 1. พิจารณาว่าเราต้องการประมาณค่าของฟังกชั์นใด ที่จุดใด  

  สมมติว่าเราจะประมาณค่าฟังกชั์น f ที่จุด a กล่าวคือ ต้องการประมาณค่าของ f(a) 

 2. เลือกจุด x และ x ที่ทาํให้ a = x + x โดยสามารถคาํนวณค่า f(x) และ f (x) ได้ง่าย  

 3. หาค่าประมาณของ f(a) โดยสตูร f(a) = f(x + x)  f(x) + f (x) x 

 4. ค่าผดิพลาดสมัพัทธ ์= 
y

dy
 

 5. เปอร์เซน็ต์ค่าผดิพลาด =  
y

dy
   100% 

 ตวัอย่าง การประมาณค่าของ 05.1  โดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ ์

 1. สร้างฟังกชั์นเลียนแบบ f(x) = x  จะได้ f (x) = 
x2

1  

 2. เลือก x = 1 และ x = 0.05 

 05.1  = f(1 + 0.05) = f(x + x)  f(1) + f (1)(0.05) = 1 + 
2
1 (0.05) = 1.025 

 ค่าจากเคร่ืองคิดเลข 05.1  = 1.024695067 

 หมายเหตุ สตูร x1    1 + 
2
x  ใช้ได้ในกรณ ีx มีค่าน้อย 

40. u = f(x) และ v = g(x) ซ่ึงมีอนุพันธท์ี่ x และ c เป็นค่าคงตัว และ r เป็นจาํนวนจริง จะได้ 

 1. dc = 0        2. d(cu) = c du 

 3. d(u  v) = du  dv    4. d(uv) = u dv + v du 

 5. d( ru ) = r r 1u  du     6. d( u
v

) = 
2

v du u dv

v

  เม่ือ v  0 
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41. ทฤษฎีบทของโรลล ์(Rolle’s Theorem) 

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และมีอนุพันธบ์นช่วง (a, b) โดยที่ f(a) = f(b)  

 แล้วจะมี c  (a, b) ซ่ึงทาํให้ f (c) = 0 

42. ทฤษฎีบทค่าเฉลีย่สําหรบัอนุพนัธ ์(Mean-Value Theorem for Differential Calculus) 

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และมีอนุพันธบ์นช่วง (a, b)  

 แล้ว จะมี c  (a, b) ซ่ึงทาํให้ f (c) = 
f (b) f (a)

b a



 

43. f เป็น ฟังกช์นัเพิม่ (increasing function) บนช่วง I  

 กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริง 1x  และ 2x  ใน I ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

44. f เป็น ฟังกช์นัลด (decreasing function) บนช่วง I  

 กต่็อเม่ือ ทุกจาํนวนจริง 1x  และ 2x  ใน I ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

45. f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และมีอนุพันธบ์นช่วง (a, b) 

 1. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นเพ่ิม บนช่วง [a, b] 

 2. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง [a, b] 

 3. ถ้า f (x) = 0 ทุก x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นคงตัว บนช่วง [a, b] 

 หมายเหตุ การพิจารณาเคร่ืองหมายของฟังกชั์นเป็นเคร่ืองมือสาํคัญในการหาช่วงที่ฟังกชั์นเพ่ิมหรือลด 

 ตวัอย่าง การหาช่วงที่ f(x) = 3 4x  + 4 3x  - 12 2x  + 12 เป็นฟังกชั์นเพ่ิม หรือ ฟังกชั์นลด 

 เพราะว่า f (x) = 12 3x  + 12 2x  - 24x = 12x(x - 1)(x + 2) 

 เพราะฉะนั้น f (x) = 0 เม่ือ x = -2, 0 และ 1 

 เคร่ืองหมายของ f  บนช่วง (-, -2), (-2, 0), (0, 1), (1, ) 

 คือ  

 

 เพราะว่า f (x)  0 เม่ือ x  (-, -2) และ x  (0, 1) 

 เพราะฉะนั้น f เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง (-, -2), (0, 1) 

  เพราะว่า f (x)  0 เม่ือ x  (-2, 0) และ x  (1, ) 

  เพราะฉะนั้น f เป็นฟังกชั์นเพ่ิม บนช่วง (-2, 0), (1, ) 

46. ฟังกชั์น F เป็น ปฏิยานุพนัธ ์(antiderivative) ของฟังกชั์น f บนช่วง I ถ้า F(x) = f(x) ทุก x บนช่วง I  

47. ถ้า F เป็นปฏยิานุพันธข์อง f บนช่วง I  

 แล้ว ฟังกชั์น G(x) = F(x) + C เม่ือ C เป็นค่าคงตัว จะเป็นปฏยิานุพันธข์อง f บนช่วง I ด้วย 

48. เพราะว่า G(x) = 
dx
d (F(x) + C) = F(x) ทุก x  I 

 เพราะฉะนั้น ปฏยิานุพันธอ์ื่นทั้งหมดของ f บนช่วง I จะอยู่ในรูป G(x) = F(x) + C เม่ือ C เป็นค่าคงตัว 

 เราเรียก F(x) + C ว่า ปฏิยานุพนัธท์ัว่ไป (general antiderivative) ของ f บนช่วง I 

49. ถ้า F และ G เป็นปฏยิานุพันธข์อง f บนช่วง I แล้วจะมีค่าคงตัว C ที่ทาํให้ G(x) = F(x) + C ทุก x  I 
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50. เราจะเรียกปฏยิานุพันธท์ั่วไปของ f ว่า อินทิกรลัไม่จํากดัเขต (indefinite integral) ของ f  

 แทนด้วยสญัลักษณ ์  f(x) dx 

 เพราะฉะนั้น ถ้า F เป็นปฏยิานุพันธห์น่ึงของ f แล้ว  f(x) dx = F(x) + C 

 เพราะฉะนั้น  f (x) dx = f(x) + C และ 
dx
d (  f(x) dx) = f(x) 

51. 1.  cf(x) dx = c  f(x) dx เม่ือ c เป็นค่าคงตัว 

 2.  (f(x)  g(x)) dx =  f(x) dx   g(x) dx 

52. การอินทิเกรตโดยการแทนค่าดว้ยตวัแปร (integration by substitution) 

 ให้ u = u(x) จะได้  f(u) du =  [f(u(x))
dx

)x(du
] dx 

53. ผลบวกรีมนัน ์และ อินทิกรลัจํากดัเขต  

 ให้ f เป็นฟังกชั์นซ่ึง [a, b]  fD  และ P = { 0x , 1x , ... , nx } เป็นผลแบ่งกั้นของช่วง [a, b]  

 ซ่ึงแบ่งช่วง [a, b] ออกเป็น n ช่วงย่อย โดยที่  a = 0x   1x   ...  nx  = b  

 และ  kx  = kx  - 1kx   ทุก k = 1, 2, ... , n  

 ให้ *
kx  เป็นจุดในช่วงย่อย [ 1kx  , kx ] ทุก k = 1, 2, ... , n  ให้ *S (P, f) = 



n

1  k
f( *

kx ) kx   

 *S (P, f) เรียกว่า ผลบวกรีมนัน ์(Riemann sum) ของ f บนช่วง [a, b] เทยีบกบัผลแบ่งกั้น P 

 ถ้า 
n

lim *S (P, f) มีค่าเดียวกนัเสมอ ไม่ว่า P = { 0x , 1x , ... , nx } เป็นผลแบ่งกั้นใด ๆ  

 ของช่วง [a, b] ซ่ึง 
n

lim  P  = 0  

 และไม่ว่าจะเลือกจุด 
*
kx  ในแต่ละช่วงย่อย [ 1kx  , kx ] ของ [a, b] อย่างไรกต็าม  

 แล้ว เราจะกล่าวว่า f อินทิเกรตได ้บนช่วง [a, b] (f is integrable on [a, b])  

 และเรียกค่าของ 
n

lim *S (P, f) ว่า อินทิกรลัจํากดัเขต (definite integral) ของ f บนช่วง [a, b]  

 หรือเรียกสั้น ๆ ว่า อินทิกรลั ของ f บนช่วง [a, b] หรือ อินทิกรลั ของ f จาก a ถงึ b  

 และเขียนแทนอนิทกิรัลน้ีด้วยสญัลักษณ ์ 
b

a

f(x) dx หรือ 
b

a

f 

54. ฟังกชั์น f มีขอบเขต บนช่วง [a, b] (f is bounded on [a, b])  

 กต่็อเม่ือ มีจาํนวนจริง M ซ่ึงทาํให้  f(x)   M ทุก x  [a, b] 

55. ถ้า f(a) มีค่า แล้ว เรานิยาม 
a

a

f(x) dx = 0 และ 
a

b

f(x) dx = - 
b

a

f(x) dx 

56. ให้ f และ g เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บนช่วง [a, b] จะได้ 

 1. 
b

a

cf(x) dx = c 
b

a

f(x) dx   2. 
b

a

(f(x)  g(x)) dx = 
b

a

f(x) dx  
b

a

g(x) dx 
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 3. 
2c

1c

f(x) dx = 
3c

1c

f(x) dx + 
2c

3c

f(x) dx เม่ือ 1c , 2c , 3c   [a, b] 

 4. ถ้า f(x)  0 ทุก x  [a, b] แล้ว 
b

a

f(x) dx  0 

 5. ถ้า f(x)  0 ทุก x  [a, b] แล้ว 
b

a

f(x) dx  0  

 6. ถ้า f(x)  g(x) ทุก x  [a, b] แล้ว 
b

a

f(x) dx  
b

a

g(x) dx 

 7. ถ้า f(x)  g(x) ทุก x  [a, b] แล้ว 
b

a

f(x) dx  
b

a

g(x) dx 

 8.  f  อนิทเิกรตได้บนช่วง [a, b] และ  
b

a

f(x) dx   
b

a

 f(x)  dx 

57. ถ้ามีจุดในช่วง [a, b] ที่ทาํให้ค่าของฟังกชั์น f และ g มีค่าไม่เท่ากนัอยู่เป็นจาํนวนจาํกดั  

 และถ้า f อนิทเิกรตได้บนช่วง [a, b] แล้ว g อนิทเิกรตได้บนช่วง [a, b] และ 
b

a

g(x) dx = 
b

a

f(x) dx 

58. ทฤษฎีบทค่าเฉลีย่สําหรบัอินทิกรลั (Mean-Value Theorem of Integral Calculus) 

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] แล้ว จะมี c  [a, b] ซ่ึงทาํให้ 
b

a

f(x) dx = f(c)(b - a) 

59. ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บนช่วง [a, b] ค่าเฉลีย่ ของ f บนช่วง [a, b] คือ 
ab

dx)x(f
b

a



 เม่ือ a  b 

60. ทฤษฎีบทหลกัมูลบทท่ีหนึง่ของแคลคูลสั (The First Fundamental Theorem of Calculus) 

 กาํหนดให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบน [a, b] และ c เป็นค่าคงตัวในช่วง [a, b] 

 ให้ F(x) = 
x

c

f(t) dt ทุก x  [a, b] จะได้ F เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นช่วง [a, b]  

 โดยที่ F(x) = f(x) หรือกคื็อ 
dx
d 

x

c

f(t) dt = f(x) ทุก x  [a, b] 

61. 1. 
dx
d 

)x(u

c

f(t) dt = f(u(x))
dx
du   2. 

dx
d 

)x(u

)x(v

f(t) dt = f(u(x))
dx
du  - f(v(x))

dx
dv  

62. ทฤษฎีบทหลกัมูลบทท่ีสองของแคลคูลสั (The Second Fundamental Theorem of Calculus) 

 ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และ F เป็นฟังกชั์นซ่ึง F(x) = f(x) ทุก x  [a, b]  

 แล้ว 
b

a

f(x) dx = F(b) - F(a) 
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63. 1. n x = 
x

1
t
1

 dt ทุก x  (0, )  

 2. 
dx
d
n  x  = 

x
1  และ 

dx
d
n  u  = 

u
1

dx
du   

 3.  x
1

 dx = n  x  + C 

64. e = 
0h

lim


(1 + h) h
1

  2.71828182845905 หรือ e = 
x

lim (1 + 
x
1 ) x   2.71828182845905 

65. ให้ a เป็นจาํนวนจริงบวก 
dx
d xa  = xa n a และ 

dx
d xe  = xe  

 
dx
d ua  = ua  n a 

dx
du  และ 

dx
d ue  = ue

dx
du  

66. ฟังกชั์นไฮเพอร์โบลิก 

 sinh x = 
2
ee xx    cosh x = 

2
ee xx    tanh x = 

xx

xx

ee

ee





  

 cosech x = 
xx ee

2


  sech x = 
xx ee

2


  coth x = 
xx

xx

ee
ee




  

 สมบัติของฟังกชั์นไฮเพอร์โบลิก  

 1. sinh(-x) = -sinh x        2. cosh(-x) = cosh x 

 3. tanh(-x) = -tanh x        4. 2cosh x - 2sinh x = 1 

 5. 2tanh x + 2hsec x = 1        6. 2coth x - 2echcos x = 1 

 7. sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y  8. cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y 

 9. sinh 2x = 2 sinh x cosh x 

 10.  cosh 2x = 2cosh x + 2sinh x หรือ cosh 2x = 2 2cosh x - 1 หรือ cosh 2x = 1 + 2 2sinh x 

67. สตูรอนุพันธ ์ 1. 
dx
d sinh x = cosh x     2. 

dx
d cosh x = sinh x 

    3. 
dx
d tanh x = 2hsec x     4. 

dx
d coth x = - 2echcos x 

    5. 
dx
d sech x = -sech x tanh x   6. 

dx
d cosech x = -cosech x coth x 

 สตูรอนิทเิกรต 1.  sinh x dx = cosh x + C   2.  cosh x dx = sinh x + C 

    3.  2hsec x dx = tanh x + C   4.  2echcos x dx = -coth x + C 

    5.  sech x tanh x dx = -sech x + C 6.  cosech x coth x dx = -cosech x + C 

    7.  tanh x dx = n(cosh x) + C  8.  coth x dx = n  sinh x  + C 

    9.  sech x dx = 2 arctan xe  + C  10.  cosech x dx = n  tanh
2
x   + C 

68. ฟังกชั์นไฮเพอร์โบลิกผกผนั 

 1. arcsinh x = n(x + 1x2  )  ทุก x  R 

 2. arccosh x = n(x + 1x2  )  ทุก x  [1, ) 
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 3. arctanh x = 
2
1
n(

x1
x1


 )    ทุก x  (-1, 1) 

 4. arccoth x = 
2
1
n(

1x
1x


 )    ทุก x  (-, -1)  (1, ) 

 5. arcsech x = n(
x

x11 2 )   ทุก x  (0, 1] 

 6. arccosech x = n(
x
1  + 

|x|
x1 2

) ทุก x  R - {0} 

69. สตูรอนุพันธข์องฟังกชั์นไฮเพอร์โบลิกผกผนั 

 1. 
dx
d arcsinh x = 

1x

1
2 

     2. 
dx
d arccosh x = 

1x

1
2 

 

 3. 
dx
d arctanh x = 

2x1

1


     4. 

dx
d arccoth x = 

2x1

1


 

 5. 
dx
d arcsech x = -

2x1x

1


    6. 

dx
d arccosech x = -

2x1x

1

|| 
 

70. สตูรอนิทเิกรตที่ให้ค่าเป็นฟังกชั์นไฮเพอร์โบลิกผกผนั 

 1. 
1x

1
2 

 dx = arcsinh x + C   2. 
1x

1
2 

 dx = arccosh x + C 

 3.  2x1

1


 dx = arctanh x + C    4.  2x1

1


 dx = arccoth x + C 

 5. 
2x1x

1


 dx = -arcsech  x  + C 6. 

2x1x

1


 dx = -arccosech  x  + C 

71. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีค่าบนเซต S และ c  S 

 1. f(c) เป็น ค่าสูงสุด ของ f บน S กต่็อเม่ือ f(c)  f(x) ทุก x  S  

 2. f(c) เป็น ค่าตํา่สุด ของ f บน S กต่็อเม่ือ f(c)  f(x) ทุก x  S  

 3. f(c) เป็น ค่าสุดขีด ของ f บน S  

  กต่็อเม่ือ f(c) เป็นค่าสงูสดุของ f บน S หรือ f(c) เป็นค่าตํ่าสดุของ f บน S 

ถ้า f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] แล้ว f มีค่าสงูสดุและค่าตํ่าสดุบนช่วง [a, b] 

 4. f(c) เป็น ค่าสูงสุดสมัพทัธ ์ของ f บน S  

  กต่็อเม่ือ มี   0 ที่ทาํให้ f(c)  f(x) ทุก x  S  (c - , c + ) 

 5. f(c) เป็น ค่าตํา่สุดสมัพทัธ ์ของ f บน S  

  กต่็อเม่ือ มี   0 ที่ทาํให้ f(c)  f(x) ทุก x  S  (c - , c + ) 

 6. f(c) เป็น ค่าสุดขีดสมัพทัธ ์ของ f บน S กต่็อเม่ือ  

  f(c) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f บน S หรือ f(c) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f บน S 

 7. ถ้า f เป็นฟังกชั์นค่าคงตัวบน S แล้ว f(a) เป็นค่าสดุขีด ทุกค่า a  S 

 8. f มีค่าสงูสดุสมัพัทธห์รือค่าตํ่าสดุสมัพัทธไ์ด้มากกว่าหน่ึงค่า  

 9. ถ้า f เป็นฟังกชั์นเพ่ิม บนช่วง [a, b] แล้ว f(a) เป็นค่าตํ่าสดุ และ f(b) เป็นค่าสงูสดุ 

 10. ถ้า f เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง [a, b] แล้ว f(a) เป็นค่าสงูสดุ และ f(b) เป็นค่าตํ่าสดุ 
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 11. ถ้า f มีค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่ c เม่ือ c  (a, b) และ f (c) มีค่า แล้ว f (c) = 0 

 12. ถ้า f มีค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่ c เม่ือ c  (a, b) แล้ว f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า 
 13. c เรียกว่า จุดวิกฤต ของฟังกชั์น f กต่็อเม่ือ f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า 
72. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีค่าบนช่วง [a, b]  

  f มีอนุพนัธเ์ป็นช่วง ๆ บน [a, b] กต่็อเม่ือ มี 0x , 1x , 2x , ... , nx   [a, b] โดยที่ 

   1. a = 0x   1x   2x   ...  nx  = b 

 และ 2. f มีอนุพันธบ์นช่วง ( 1ix  , ix ) ทุก i = 1, 2, ... , n  

73. จุดบนช่วง [a, b] ที่มีโอกาสให้ค่าสดุขีดของ f ได้จะอยู่ที่ 

   1. จุดปลายทั้งสองของช่วง คือ a และ b  

 หรือ 2. จุด c  (a, b) ซ่ึง f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า 
73. ขั้นตอนการหาค่าสดุขีดของ f ซ่ึงมีความต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] และมีอนุพันธเ์ป็นช่วง ๆ บน [a, b]  

 1. หาจุดวิกฤตของ f ที่อยู่ภายในช่วง (a, b) โดยหาค่า c  (a, b) ที่ทาํให้ f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า 
 2. หาค่า f(c) ทั้งหมดที่พบในข้อ 1. และ f(a) และ f(b) 

 3. เปรียบเทยีบค่าของฟังกชั์นที่หาได้จากขั้นตอนที่ 2. โดย ค่ามากที่สดุ จะเป็นค่าสงูสดุของ f บนช่วง [a, b]  

  และ ค่าน้อยที่สดุ จะเป็นค่าตํ่าสดุของ f บนช่วง [a, b] 

74. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองบนช่วง (a, b) และ c เป็นจุดวิกฤตของ f  

 เม่ือ c  (a, b) สมมติว่า มี   0 ซ่ึง (c - , c + )  (a, b)  

 และ f (x) มีค่าบนช่วง (c - , c)  (c, c + ) 

 1. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (c - , c) และ f (x)  0 ทุก x  (c, c + ) 

  แล้ว f(c) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f บนช่วง (a, b) 

 2. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (c - , c) และ f (x)  0 ทุก x  (c, c + ) 

  แล้ว f(c) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f บนช่วง (a, b)  

75. ขั้นตอนในการหาค่าสงูสดุสมัพัทธแ์ละค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์องฟังกชั์น f ที่มีความต่อเน่ือง 

 1. หาจุดวิกฤตของ f โดยหาค่า c ที่ทาํให้ f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า 
 2. ตรวจสอบจุดวิกฤต c และ จุดปลายของช่วง (ถ้ามี) ว่าให้ค่าสงูสดุสมัพัทธห์รือค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์

 2.1 ตรวจสอบจุดวิกฤต c โดยอาศยัข้อ 74. 

 2.2 ตรวจสอบจุดปลายทางซ้ายของช่วง (ถ้ามี) สมมติคือ a โดย สาํหรับบางค่า   0 

  2.2.1 ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, a + ) แล้ว f(a) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f  

  2.2.2 ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, a + ) แล้ว f(a) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 

 2.3 ตรวจสอบจุดปลายทางขวาของช่วง (ถ้ามี) สมมติคือ b โดย สาํหรับบางค่า   0 

  2.3.1 ถ้า f (x)  0 ทุก x  (b - , b) แล้ว f(b) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f  

  2.3.2 ถ้า f (x)  0 ทุก x  (b - , b) แล้ว f(b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f 
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76. ถ้า 
x a
lim


 f(x) = L โดยที่ L  0  

 แล้วจะมี   0 ที่ทาํให้ f(x) กบั L มีเคร่ืองหมายเหมือนกนัทุกค่าของ x  (a - , a + ) - {a} 

77. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นช่วง (a, b) และ c  (a, b) โดยที่ f (c) = 0 และ f (c) มีค่า 
 1. ถ้า f (c)  0 แล้ว f(c) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f  

 2. ถ้า f (c)  0 แล้ว f(c) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 

 3. f (c) = 0 หรือ f (c) ไม่มีค่า เราไม่สามารถสรุปผลได้ 

78. ขั้นตอนในการทาํโจทย์ปัญหาค่าสดุขีด 

 0. วาดภาพประกอบ (ถ้าทาํได้จะดีมาก เพ่ือประโยชน์ในการเหน็ความสมัพันธข์องตัวแปร) 

 1. อ่านปัญหาให้เข้าใจว่าจะหาค่าสงูสดุหรือตํ่าสดุ 

 2. สมมติตัวแปร 

 3. สร้างฟังกชั์นของตัวแปรที่ต้องการหาค่าสดุขีด 

 4. ถ้าฟังกชั์นที่สร้างมีค่าขึ้นอยู่กบัตัวแปรหลายตัว ให้หาความสมัพันธข์องตัวแปรเพ่ือลดให้เหลือ 1 ตัวแปร 

 5. หาค่าสงูสดุหรือค่าตํ่าสดุตามวิธใีนข้อ 75. และ ข้อ 77. 

79. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่จุด 0x  และ y = g(x) เป็นสมการของเส้นสมัผสัเส้นโค้ง y = f(x) ที่จุด 0x  

 1. f มี ความเวา้อยู่ล่าง ที่ 0x  กต่็อเม่ือ มี   0 ซ่ึงทาํให้  

  f(x)  g(x) ทุกค่า x  ( 0x - , 0x  + ) - { 0x } 

 2. f มี ความเวา้อยู่บน ที่ 0x  กต่็อเม่ือ มี   0 ซ่ึงทาํให้  

  f(x)  g(x) ทุกค่า x  ( 0x - , 0x  + ) - { 0x } 

80. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นช่วง (a, b) เราจะกล่าวว่า 

 1. f มีความเว้าอยู่ล่าง บนช่วง (a, b) กต่็อเม่ือ f มีความเว้าอยู่ล่างที่ทุกจุด x  (a, b) 

 2. f มีความเว้าอยู่บน บนช่วง (a, b) กต่็อเม่ือ f มีความเว้าอยู่บนที่ทุกจุด x  (a, b)  

81. f เป็นฟังกชั์นที่มีความต่อเน่ืองที่จุด c เราเรียกจุด (c, f(c)) ว่า จุดเปลีย่นเวา้ ของ f กต่็อเม่ือ มี   0 ซ่ึง  

 f เปล่ียนความเว้าจากความเว้าแบบหน่ึงบนช่วง (c - , c) ไปเป็นความเว้าอกีแบบหน่ึงบนช่วง (c, c + ) 

82. ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธอ์นัดับที่สองบนช่วง (a, b) จะได้ 

 1. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, b) แล้ว f มีความเว้าอยู่บน บนช่วง (a, b) 

 2. ถ้า f (x)  0 ทุก x  (a, b) แล้ว f มีความเว้าอยู่ล่าง บนช่วง (a, b) 

 หมายเหตุ การพิจารณาเคร่ืองหมายของฟังกชั์น เป็นเคร่ืองมือที่สาํคัญในการตอบคาํถามเกี่ยวกบัความเว้า 

 ตวัอย่าง การหาช่วงที่ f มีความเว้าอยู่บน ความเว้าอยู่ล่าง และ จุดเปล่ียนเว้า ของ f(x) = 4x  - 4 3x  

 เพราะว่า f (x) = 4 3x  - 12 2x  และ f (x) = 12 2x  - 24x = 12x(x - 2) 

 เพราะฉะนั้น f (x) = 0 เม่ือ x = 0 และ 2  

 พิจารณาเคร่ืองหมายของ f  บนช่วง (-, 0), (0, 2), (2, ) เพราะว่า f (x)  0 เม่ือ x  (-, 0)  

 และ f (x)  0 เม่ือ x  (0, 2) เพราะฉะน้ันจุด (0, f(0)) เป็นจุดเปล่ียนเว้าของ f  


