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  คํานํา 
 

 การวิเคราะหโครงสรางนับเปนความรูพ้ืนฐานที่จําเปนสําหรับวิศวกรในการคํานวณออกแบบเพื่อ
เลือกใชขนาดของชิ้นสวนโครงสรางที่ปลอดภัยและประหยัด อีกทั้งยังเปนสวนหนึ่งของเนื้อหารายวิชาใน
หลักสูตรวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา 
 ในปจจุบัน วิทยาการดานคอมพิวเตอรมีความกาวหนาไปมากประกอบกับการพัฒนาเทคนิคการคํานวณ
เชิงตัวเลขที่มีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น สงผลใหการวิเคราะหโครงสรางโดยอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการ
คํานวณมีความสะดวกมากขึ้นสําหรับวิศวกร หนังสือเลมนี้มีวัตถุประสงคหลักในการนําเสนอวิธีการวิเคราะห
โครงสรางผนวกกับวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขในรูปแบบเมทริกซสําหรับโครงสรางรูปแบบตาง ๆ ซึ่งประกอบดวย 
โครงขอหมุน คาน และโครงขอแข็ง โดยผูเขียนไดนําเสนอตัวอยางขั้นตอนการคํานวณโดยใชโปรแกรม 
MATLAB1 ซึ่งงายตอการคํานวณเชิงตัวเลขในรูปแบบเมทริกซเพื่อใหผูอานเกิดความเขาใจในระดับที่เพียงพอตอ
การนําไปประยุกตใชงานจริงได  
 เนื้อหาของหนังสือเลมนี้ประกอบดวย บทนําเกี่ยวกับระบบโครงสราง และวิธีการสรางแบบจําลอง
สําหรับการวิเคราะหระบบโครงสราง การวิเคราะหช้ินสวนโครงขอหมุน    การวิเคราะหช้ินสวนคานและโครง
ขอแข็ง การวิเคราะหโครงสรางโดยวิธีเฟลกซิบิลิตี และในบทสุดทายนําเสนอหลักการงานเสมือนและระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตเบื้องตนในการวิเคราะหโครงสราง สําหรับประยุกตใชในการวิเคราะหขั้นสูงตอไป  
 อยางไรก็ดี การทําความเขาใจเนื้อหาในหนังสือเลมนี้จําเปนตองอาศัยความรูพ้ืนฐานในการวิเคราะห
โครงสราง ดังนั้นหนังสือเลมนี้จึงเหมาะสําหรับผูอานที่มีความรูเบื้องตนดานการวิเคราะหโครงสรางพอสมควร 
และหนังสือเลมนี้ทําหนาที่ปูพ้ืนฐานที่จําเปนในการศึกษาการวิเคราะหโครงสรางขั้นสูงตอไป   
 ทายที่สุดนี้  ผู เขียนใครขอขอบคุณโครงการสนับสนุนการเขียนตํารา/หนังสือ ของคณาจารยคณะ
วิศวกรรมศาสตร (เลมที่ 8) ที่ใหการสนับสนุนในการเขียนหนังสือเลมนี้มาในโอกาสนี้ดวย 
__________________________________________________________________________ 
1 MATLAB เปนเครื่องหมายการคาของ The MathWorks, Inc. สําหรับขอมูลเพิ่มเติม กรุณาติดตอ 
 The MathWorks, Inc. 
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  บทที่ 1 
บทนํา 

 
การวิเคราะหโครงสรางนับเปนพื้นฐานสําคัญในการประเมินพฤติกรรมของโครงสรางภายใตน้ําหนัก

บรรทุกในรูปแบบตาง ๆ รวมทั้งเปนขั้นตอนสําคัญของการออกแบบเพื่อใหโครงสรางมีระดับความปลอดภัยใน
การใชงานตามที่กําหนดและมีราคาประหยัด โดยทั่วไปการออกแบบอาศัยการพิจารณาทั้งคากําลังของวัสดุ
ประกอบกับคาสติฟเนส (stiffness) ของชิ้นสวนโครงสรางเพื่อปองกันคาการโกงตัว หรือการสั่นไหวที่สูงเกินไป 
ดังนั้น การออกแบบและการวิเคราะหโครงสรางจึงมีความเกี่ยวเนื่องกันเนื่องจากพฤติกรรมในการรับแรงกระทํา
ของโครงสรางขึ้นอยูกับการจัดตําแหนงช้ินสวนโครงสรางรวมทั้งวัสดุที่เลือกใช  

เนื่องจากโครงสรางโดยสวนใหญในปจจุบันมีความซับซอนมากขึ้น ประกอบกับความกาวหนาดาน
เทคโนโลยีสารสนเทศในการคํานวณ การวิเคราะหโครงสรางเชิงเมทริกซ (matrix structural analysis) ซึ่งสามารถ
ประยุกตใชการคํานวณโดยโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยตรง จึงเปนแนวทางที่มีประสิทธิภาพในการวิเคราะห
โครงสราง อยางไรก็ตาม วิธีการดังกลาวมีรากฐานมาจากกลศาสตรเชิงแบบฉบับ (classical structural mechanics) 
ดังนั้น วิศวกรจึงควรทําความเขาใจในหลักการพื้นฐานและการวิเคราะหโครงสราง  เชิงแบบฉบับ (classical 
structural analysis) เพื่อสามารถเชื่อมโยงความสัมพันธกับวิธีการวิเคราะหโครงสรางเชิงเมทริกซ เนื้อหาในบทนี้
จะไดกลาวถึงหลักการพื้นฐานของการวิเคราะหโครงสราง สําหรับความรูเบื้องตนในการคํานวณเชิงเมทริกซ 
พรอมตัวอยางการคํานวณโดยอาศัยโปรแกรม MATLAB (The MathWorks, Inc.) ไดแสดงไวในภาคผนวก 
 
1.1 ระบบโครงสราง และแบบจําลองสําหรับการวิเคราะหระบบโครงสราง 
 

ในการวิเคราะหโครงสรางโดยทั่วไป วิศวกรตองการคํานวณคาการกระจัด (displacement) ของ
องคประกอบแตละสวนของระบบโครงสรางภายใตแรงกระทํา (load) ที่กําหนด เพื่อสามารถทราบคาการเสียรูป
ภายใน (internal deformations) ขององคประกอบนั้น รวมทั้งคาแรงภายใน (internal forces) ที่เกิดขึ้น ซึ่งการ
วิเคราะหดังกลาวจําเปนตองอาศัยหลักการสมดุล (equilibrium) สภาพเขากันได (compatibility) รวมทั้ง
พฤติกรรมหนวยแรง-ความเครียด (stress-strain behavior) ของวัสดุซึ่งประกอบเปนระบบโครงสรางนั้น ดังแสดง
ในรูปที่ 1.1 



บทนํา 
 

2 

เมื่อพิจารณาใหระบบโครงสรางจริงใด ๆ มีลักษณะเปนวัตถุตอเนื่อง จะเห็นวาการคํานวณคาการ
กระจัดที่ทุก ๆ ตําแหนงของระบบโครงสรางเปนไปไดยากเนื่องจากจํานวนของคาการกระจัดนั้นเปนอนันต 
(infinity) ดวยเหตุนี้จึงมีความจําเปนในการประมาณระบบโครงสรางจริงดังกลาวดวยแบบจําลองโครงสราง ซึ่ง
ประกอบดวยจํานวนคาการกระจัดที่จํากัด โดยคาการกระจัดดังกลาวยังคงสามารถอธิบายการกระจัดที่แตละ
ตําแหนงของระบบโครงสรางไดอยางแมนยํา คาการกระจัดซึ่งเปนอิสระตอกันที่ใชในการอธิบายพฤติกรรมการ

รูปท่ี 1.1 ความสัมพันธพ้ืนฐานในการวิเคราะหโครงสราง 

INTERNAL FORCES/ 
STRESSES 

LOADS 

INTERNAL DEFORMATIONS/
STRAINS 

DISPLACEMENTS 

       Equilibrium

    Compatibility

Constitutive
           Behavior
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เสียรูปหรือการกระจัดของระบบโครงสรางไดอยางสมบูรณนี้เรียกวาระดับขั้นความเสรี (degree of freedom) ของ
ระบบโครงสราง ยกตัวอยางเชน การกระจัดของอนุภาค (particle) ใน 3 มิติสามารถอธิบายดวยการเลื่อนขนาน 
(translation) ในแตละมิติ กลาวคือจํานวนระดับขั้นความเสรีเทากับ 3 ในขณะที่การกระจัดของวัตถุคงรูป (rigid 
body) ใน 3 มิติสามารถอธิบายดวยการเลื่อนขนานและการหมุน (rotation) ในแตละมิติ กลาวคือจํานวนระดับขั้น
ความเสรีเทากับ 6 เปนตน ดังแสดงในรูปที่ 1.2 

 

รูปท่ี 1.2 ระดับขั้นความเสรีใน 3 มิติ (ก) อนุภาค และ (ข) วัตถุคงรูป 

4

5

y  

x

z  

P3
1

2
P′3

1

2

y  

x

z  

B3
1

2

(ก) 

(ข) 

6 B′

12

3

4
5

6
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นอกจากนี้ ตําแหนงของโครงสรางที่ใชกําหนดคาระดับขั้นความเสรีเรียกวาจุดตอ (node) และสวนของ
โครงสรางซึ่งเชื่อมตอระหวางจุดตอนั้นเรียกวาช้ินสวนโครงสราง (element) ดังแสดงตัวอยางในรูปที่ 1.3 
 

รูปท่ี 1.3 ตัวอยางจุดตอและชิ้นสวนโครงสราง 

              Element 

                  Node 

                  Element 
                  Node 
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1.2 การสรางแบบจําลองสําหรับการวิเคราะหระบบโครงสราง 
 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในเบื้องตน การวิเคราะหระบบโครงสรางจําเปนตองอาศัยแบบจําลองโครงสราง 
ซึ่งประกอบดวยช้ินสวนเชื่อมตอกันบริเวณจุดตอและระดับขั้นความเสรี ซึ่งแสดงคาการกระจัด ณ บริเวณจุดตอ
แตละจุดของระบบโครงสราง โดยที่ระดับขั้นความเสรีดังกลาวสามารถอธิบายการกระจัดที่แตละตําแหนงของ
ระบบโครงสรางไดอยางแมนยํา 

โดยทั่วไปการสรางแบบจําลองสําหรับการวิเคราะหระบบโครงสรางอาศัยการพิจารณาพฤติกรรมการ
เสียรูปหรือคาการกระจัดขององคประกอบตาง ๆ ของระบบโครงสราง ไดแก ช้ินสวนโครงสราง ลักษณะการยึด
โยงช้ินสวนโครงสราง และ ฐานรองรับ ดังแสดงตัวอยางสําหรับระบบโครงสรางเหล็กในรูปที่ 1.4 ซึ่งสามารถ
จําลองพฤติกรรมการเสียรูปของชิ้นสวนโครงสรางดวยช้ินสวนรับแรงดัด (คาน) และชิ้นสวนรับแรงในแนวแกน
และแรงดัดรวมกัน (เสา) ยึดโยงกันบริเวณจุดตอแบบยึดแนน (fixed connection) และฐานรองรับแบบยึดแนน 
(fixed support) ตามลําดับ โดยมีระดับขั้นความเสรีดังแสดงในรูป 

สําหรับระบบโครงสรางเหล็กในรูปที่ 1.5 สามารถจําลองพฤติกรรมดวยช้ินสวนรับแรงในแนวแกนซึ่ง
ถูกยึดโยงบริเวณจุดตอแบบยึดหมุน (pin connection) เพิ่มเติมจากแบบจําลองระบบโครงสรางในรูปที่ 1.4 

นอกจากนี้เมื่อพิจารณาระบบโครงสรางเหล็กในรูปที่ 1.6 จะเห็นวาสามารถจําลองพฤติกรรมการเสียรูป
ดวยช้ินสวนรับแรงในแนวแกนซึ่งถูกยึดโยงบริเวณจุดตอแบบยึดหมุน (pin connection) และฐานรองรับแบบยึด
หมุน (pin support) และแบบลอหมุน (roller) ตามลําดับ 
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รูปท่ี 1.4 แบบจําลองโครงสรางซึ่งประกอบดวยจุดตอแบบยึดแนน 
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รูปท่ี 1.5 แบบจําลองโครงสรางซึ่งประกอบดวยช้ินสวนค้ํายันและจุดตอแบบยึดหมุน 
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รูปท่ี 1.6 แบบจําลองโครงสรางซึ่งประกอบดวยจุดตอแบบยึดหมุน 
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  บทที่ 2 
การวิเคราะหชิ้นสวนโครงขอหมุน 

 
โครงขอหมุนหรือโครงถัก (truss) เปนโครงสรางซึ่งประกอบดวยช้ินสวนที่มีลักษณะเปนแทงตรง

เช่ือมโยงกันที่ปลายของแตละช้ินสวน โดยมีจุดตอซึ่งเปนจุดรวมที่แนวแกนของแตละช้ินสวนมาบรรจบกันเปน
แบบจุดยึดหมุน (pin) ซึ่งสามารถหมุนไดโดยอิสระ และในการวิเคราะหโครงขอหมุนจะสมมติใหแรงภายนอก
กระทําบริเวณจุดตอเทานั้น ซึ่งสงผลใหแรงภายในชิ้นสวนโครงขอหมุนเปนเพียงแรงในแนวแกนโดยอาจเปน
แรงดึงหรือแรงอัด การวิเคราะหโครงขอหมุนนับเปนพื้นฐานสําคัญในการสรางความเขาใจสําหรับการวิเคราะห
โครงสรางประเภทอื่นตอไป 

เนื้อหาในบทนี้ เริ่มจากการวิเคราะหช้ินสวนโครงขอหมุนใน 1 มิติ และขยายผลการวิเคราะหสูโครงขอ
หมุนใน 2 มิติ และ 3 มิติ โดยอาศัยหลักการแปลงพิกัดบนพื้นฐานการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธีสติฟเนส 
 
2.1 ชิ้นสวนโครงสราง 1 มิติ 
 

ช้ินสวนโครงสราง 1 มิติ ไดแก ช้ินสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุน (truss) โดยเวกเตอรแรงภายใน
ของชิ้นสวนมีสวนประกอบของแรงในแนวแกนเซนทรอยด (centroid) เทานั้น รูปที่ 2.1 แสดงชิ้นสวนโครงสราง 
1 มิติ ในแนวแกน x  ซึ่งมีขนาดพื้นที่หนาตัด A  ความยาว L  และ มีระดับขั้นความเสรี 1 และ 2 ที่ใชแสดงการ
กระจัดของจุดตอ i  และ j  ในแนวแกน x  บริเวณปลายของชิ้นสวนทั้ง 2 ดาน 

จากรูปที่ 2.1 ในกรณีที่ช้ินสวนโครงสรางอยูในสภาวะสมดุล และคาหนวยแรง (stress) ที่เกิดขึ้นมี
คาคงที่ xxσ  ตลอดพื้นที่หนาตัด คาแรงภายในของชิ้นสวน xp  สามารถคํานวณไดจากสมการสมดุลดังนี้ 

 x xxp Aσ=  (2.1) 

หากสมมติใหคาการกระจัดของชิ้นสวน ณ ตําแหนง x  ใด ๆ ในชิ้นสวน สามารถเขียนในรูป ฟงกชัน
ตอเนื่อง ( )u x  โดยมีเงื่อนไขขอบเขต 1̂(0)u u=  และ 2ˆ( )u L u=  รวมทั้งพิจารณาชิ้นสวนโครงสรางในชวง
ความยาว x∆  ซึ่งมีการกระจัดในแนวแกน x  จากตําแหนง a  และ b  ไปยัง ตําแหนง a′  และ b′  ตามลําดับ
ดังแสดงในรูปที่ 2.1 จะสามารถเขียนความสัมพันธของความเครียด-การกระจัด (strain-displacement) ไดดังนี้ 
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0 0

[ ( ) ]lim limxx x x

a b ab x u x x x u
ab x x

ε
∆ → ∆ →

′ ′ − ∆ + ∂ ∂ ∆ −∆ ∂
= = =

∆ ∂
 (2.2) 

สําหรับวัสดุเนื้อเดียวกัน (homogeneous) ซึ่งมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และยืดหยุน
เชิงเสน (linear elastic) สามารถนําสมการที่ (2.1) และ (2.2) มาเขียนความสัมพันธระหวางหนวยแรงและ
ความเครียดตามกฎของฮุก (Hooke’s law) กลาวคือ xx xxEσ ε=   โดยที่ E  คือ คามอดุลัสความยืดหยุน ซึ่งจะ
ไดความสัมพันธระหวางแรงภายในและการกระจัดดังนี้ 

  xp uE
A x

∂
=

∂
 (2.3) 

แตเนื่องจาก u  เปนฟงกชันของ x  เทานั้น ดังนั้น u x du dx∂ ∂ =  และสมการที่ (2.3) สามารถเขียนใหมใน
รูป 

 xp dx AEdu=  (2.4) 

เมื่อทําการหาปริพันธ (integration) ของสมการที่ (2.4) ในชวง [0, ]x L=  โดยพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต 
1̂(0)u u=  และ 2ˆ( )u L u=  จะไดความสัมพันธระหวางแรงภายในและการกระจัด ณ ตําแหนงระดับขั้นความ

เสรีบริเวณจุดตอดังสมการ 

รูปท่ี 2.1  ช้ินสวนโครงสราง 1 มิติ 

x x∆
L

xp xp
i j

xp
xx Aσ

a a′ b b′
x∆

( )u x ( ) uu x x
x
∂

+ ∆
∂

,E A
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 2 1ˆ ˆ( )x
AEp u u
L

= −  (2.5) 

โดยที่ 0xp >  หมายถึงช้ินสวนโครงสรางรับแรงดึง และ 0xp <  หมายถึงช้ินสวนโครงสรางรับแรงอัด 
นอกจากนั้น จะสังเกตไดวาสมการที่ (2.5) ไดมาจากการประยุกตใช (1) สมการสมดุล (2) สภาพเขากันได 
(compatibility) ของฟงกชันการกระจัด u  และ (3) ความสัมพันธของหนวยแรง-ความเครียด (stress-strain) 
ตามลําดับ 
 โดยทั่วไปทิศทางของแรงภายในของชิ้นสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุนจะถูกกําหนดใหสอดคลอง
กับทิศทางของระดับขั้นความเสรี 1 และ 2 ที่ใชแสดงการกระจัดของจุดตอ i  และ j  ดังแสดงในรูปที่ 2.2 ซึ่งใน
กรณีนี้กําหนดคาแรงที่กระทําบริเวณจุดตอสามารถแทนดวย 1p̂  และ 2p̂  โดยที่ 1ˆ xp p= −  และ 2ˆ xp p=  
ตามลําดับ ดังนั้น ความสัมพันธระหวางแรงภายในและการกระจัด ณ ตําแหนงระดับขั้นความเสรีบริเวณจุดตอ
ของชิ้นสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุนในสมการที่ (2.5) สามารถเขียนใหมไดในรูป 

 2 2 1ˆ ˆ ˆ( )AEp u u
L

= −  (2.6) 

 1 2 1ˆ ˆ ˆ( )AEp u u
L

= − +  (2.7) 

สมการที่ (2.6) และ (2.7) สามารถเขียนในรูปแบบเมทริกซ 

 1 1

2 2

ˆ ˆ1 1
ˆ ˆ1 1
p uAE
p uL

−    
=    −    

 (2.8) 

หรือแทนดวยสัญลักษณ 

L  

1p̂  
i  j

1 2
2p̂  

,E A  

2û1̂u  

รูปท่ี 2.2  ช้ินสวนโครงขอหมุนแบบ 2 ระดับขั้นความเสรี 
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 ˆ ˆl l l=p k u  (2.9) 

โดยที่กําหนดใหดัชนีลาง l  ใชระบุคาสําหรับแตละช้ินสวนโครงสรางในพิกัดเฉพาะที่ (local coordinates) ของ
ช้ินสวน; ˆ lp  และ ˆ lu  แสดงคาแรงภายในและการกระจัด ณ ระดับขั้นความเสรีบริเวณจุดตอของชิ้นสวน
ตามลําดับ; และ lk  แสดงเมทริกซสติฟเนสของชิ้นสวนในพิกัดเฉพาะที่ 
 จากการพิจารณาเมทริกซสติฟเนสของชิ้นสวนซึ่งมีมิติ 2×2 ในสมการที่ (2.9) พบวาคาของสมาชิก 

,
l
r sk  ในเมทริกซสติฟเนส lk  ณ ตําแหนงแถวที่ 1,2r =  และสดมภที่ 1,2s =  แสดงคาแรงภายในของ

ช้ินสวนที่ระดับขั้นความเสรี r  เนื่องจากการกระจัดหนึ่งหนวยที่ระดับขั้นความเสรี s  ( ˆ 1su = ) 
 ในกรณีที่ช้ินสวนโครงสรางมีคาความเครียดเริ่มตน (initial strain) จากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ T∆  
หรือจากชิ้นสวนมีคาความยาวผิดขนาด (fabrication error) L∆  จะสงผลใหเกิดคาแรงภายในเพิ่มเติม ณ ตําแหนง
ระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนดังแสดงในรูปที่ 2.3 ซึ่งสามารถคํานวณคาไดตามสมการ 

 2 2 1ˆ ˆ ˆ( )AE AEp u u AE T L
L L

α= − − ∆ − ∆  (2.10) 

 1 2 1ˆ ˆ ˆ( )AE AEp u u AE T L
L L

α= − + + ∆ + ∆  (2.11) 

โดยที่ α  แทนคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเสนเนื่องจากอุณหภูมิ (coefficient of linear thermal expansion) 
สมการขางตนสามารถเขียนในรูปแบบเมทริกซดังนี้ 

 1 1

2 2

ˆ ˆ1 1 1 1
ˆ ˆ1 1 1 1
p uAE AE LAE T
p uL L

α
−        ∆

= + ∆ +        − − −        
 (2.12) 

หรือแทนดวยสัญลักษณ 

 ˆ ˆˆ o
l l l l= +p k u p  (2.13) 

โดยที่ ˆ o
lp  คือ คาแรงภายในเริ่มตน (initial force) ในพิกัดเฉพาะที่ (local coordinates) ของชิ้นสวน 
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รูปท่ี 2.3  แรงภายในของชิ้นสวนโครงขอหมุนที่มีคาความเครียดเริ่มตน 

L  

AE Tα∆
i  j

1 2
,E A  

AE Tα∆  

L  

AE L
L

∆
i  j

1 2
,E A  

AE L
L

∆  
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ตัวอยางที่ 2.1  คํานวณคาการกระจัดบริเวณจุดตอ 1 – 3 ของระบบโครงสรางซึ่งประกอบดวยช้ินสวน
โครงสราง 1 มิติ (สามารถเคลื่อนที่เฉพาะในแนวแกน x ) จํานวน 2 ช้ินสวน ดังรูป โดยกําหนดคาแรงกระทํา
บริเวณจุดตอ 1 – 3 เปน 1ˆ 1,000 kNp = , 2ˆ 1,000 kNp =  และ 3ˆ 2,000 kNp = −  ตามลําดับ และ
กําหนดใหค าสติฟเนสของชิ้นสวนที่   1   และ   2   เปน  1k  =  1 1 1A E L  =  20,000 kN m  และ 

2 2 2 2k A E L= =  10,000 kN m  ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ช้ินสวนที่ 1 
 
 
 
 
                       1ˆ lp   =    1 1ˆl lk u  

                  1

2 1

ˆ
ˆ

l

l

p
p

 
 
 

 =    11 1

1 2 1

1 1 ˆ
1 1 ˆ

l

l

uA E
L u

−   
  −   

 

 
 
 
 
 

1L  

1p̂

1 2

2p̂

1 1,E A  

1̂u  

2L  
3  

3p̂  

2 2,E A  

3û  

y  

x
1 2

1 1ˆ( )lp  

1 2

2 1ˆ( )lp 2 1ˆ( )lu1 1ˆ( )lu  

ly  

lx
1
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ช้ินสวนที่ 2 
 
 
 
 
                       2ˆ lp   =    2 2ˆl lk u  

                  1

2 2

ˆ
ˆ

l

l

p
p

 
 
 

 =    12 2

2 2 2

1 1 ˆ
1 1 ˆ

l

l

uA E
L u

−   
  −   

 

  
สมการสมดุลท่ีจุดตอ 

 สมการสมดุลของแรงภายนอกและแรงภายในชิ้นสวน 

จุดตอที่ 1:   1 1 1ˆ ˆ( )lp p=             1 1 1 1
1 1 2 1

1 1

ˆ ˆ( ) ( )l lA E A Eu u
L L

= −        1 1 1 1
1 2

1 1

ˆ ˆA E A Eu u
L L

= −  

จุดตอที่ 2:   1 2 1 1 2ˆ ˆ ˆ( ) ( )l lp p p= +
 

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2

1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )l l l lA E A E A E A Eu u u u
L L L L

= − + + −  

 1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 3

1 1 2 2

ˆ ˆ ˆA E A E A E A Eu u u
L L L L

 
= − + + − 

 
 

จุดตอที่ 3:  3 2 2ˆ ˆ( )lp p=   2 2 2 2
1 2 2 2

2 2

ˆ ˆ( ) ( )l lA E A Eu u
L L

= − +   2 2 2 2
2 3

2 2

ˆ ˆA E A Eu u
L L

= − +  

 
 สมการสมดุลของระบบโครงสราง 

   1 2 3ˆ ˆ ˆp p p+ +  1 1 1 1 1 1 1 1 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆA E A E A E A E A Eu u u u
L L L L L

 
= − − + + 

 
 

 2 2 2 2 2 2
3 2 3

2 2 2

ˆ ˆ ˆA E A E A Eu u u
L L L

− − +  

                                             0=    ∴ระบบโครงสรางอยูในสภาวะสมดุล 
  
 

2 2ˆ( )lp1 2ˆ( )lp  

2  3

2 2ˆ( )lu1 2ˆ( )lu  

ly  

lx
2
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จัดระบบสมการสมดุลที่จุดตอที่ 1 – 3 ในรูปเมทริกซ 

   

1 1 1 1

1 1
1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
2 2

1 1 2 2
3 3

2 2 2 2

2 2

0
ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ

0

A E A E
L L

p u
A E A E A E A Ep u
L L L L

p u
A E A E
L L

 − 
         = − + −     

     
    

 −
  

 

  
แทนคาลงในสมการ 

   
1

2

3

ˆ1,000 20,000 20,000 0
ˆ1,000 20,000 30,000 10,000
ˆ2,000 0 10,000 10,000

u
u
u

−     
    = − −    
    − −     

 

  
แกสมการขางตนจะไดคาการกระจัดบริเวณจุดตอ 

   1̂ 0.25 mu =  
   2ˆ 0.20 mu =  
   3ˆ 0.00 mu =  
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ตัวอยางที่ 2.1  การวิเคราะหตัวอยางที่ 2.1 โดยโปรแกรม MATLAB 
 
 
% Example 2.1 using MATLAB 
 clear 
 k1 = 20000; 
 k2 = 10000; 
 us = zeros(3,1);  % structural displacement vector 
 ks = zeros(3,3);  % structural stiffness matrix 
 ps = zeros(3,1);  % structural load vector 
 p1 = 1000; 

p2 = 1000; 
 p3 = -2000; 
 ps = [p1  p2  p3]’; 
 ks = [k1  -k1  0;  % structural stiffness matrix 
      -k1 (k1+k2) –k2; 
           0   -k2   k2]; 
 us = ks\ps;   % solve for displacements 
 us 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



การวิเคราะหชิ้นสวนโครงขอหมุน 
 

18 

2.2 การแปลงพิกัด 
 

การกระจัดของชิ้นสวนโครงสราง 1 มิติในระนาบ (2 มิติ) โดยทั่วไปสามารถอธิบายในรูปของการ
กระจัด ณ ตําแหนงระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงสรางในพิกัดเฉพาะที่ของช้ินสวนนั้นไดดังแสดงในรูปที่ 
2.4 

รูปที่ 2.4 (ก) แสดงระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงสรางแบบทอนแข็ง (rigid bar) 3 คา ไดแก l
xu  

l
yu  และ l

zθ  ซึ่งแสดงการเคลื่อนที่ลักษณะคงรูป (rigid body motion) ของชิ้นสวนในแนวแกน lx  แนวแกน ly  
และรอบแกน lz  ในพิกัดเฉพาะที่ของชิ้นสวนตามลําดับ 

รูปที่ 2.4 (ข) แสดงระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุน 4 คา ไดแก l
xu  l

yu  l
zθ  

รูปท่ี 2.4  ระดับขั้นความเสรีของช้ินสวนโครงสราง 1 มิติแบบตาง ๆ ในพิกัดเฉพาะที่ 

lz  

2l
xδ2l

xδ  

ly  l
xu

lx  

l
yu

l
zθ

(ก)

l
xu

l
yu

l
zθ

(ข)

1̂
lu  (ค)

2ˆ lu

3ˆ
lu

4ˆ lu
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และ l
xδ  ซึ่งแสดงการเคลื่อนที่ลักษณะคงรูป (rigid body motion) ของชิ้นสวนในแนวแกน lx  แนวแกน ly  

รอบแกน lz  และการเปลี่ยนแปลงความยาวในแนวแกน lx  ในพิกัดเฉพาะที่ของชิ้นสวนตามลําดับ 
รูปที่ 2.4 (ค) แสดงระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุนบริเวณจุดตอ 4 คา 

ไดแก 1̂
lu  2ˆ lu  3ˆ

lu  และ 4ˆ lu  ซึ่งแสดงการกระจัดของชิ้นสวนบริเวณจุดตอในแนวแกน lx  แนวแกน ly  ในพิกัด
เฉพาะที่ของชิ้นสวนตามลําดับ 

เมื่อพิจารณาตัวอยางที่ 2.1 พบวาการวิเคราะหสมการสมดุลของแรงของระบบโครงสรางอาศัยการ
พิจารณาสมดุลของแรงภายนอกและแรงภายในบริเวณจุดตอเพื่อใหสอดคลองกับการคํานวณเมทริกซสติฟเนส 
ของชิ้นสวนโครงสราง ดังนั้น ระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงสรางแบบโครงขอหมุนบริเวณจุดตอในรูปที่ 
2.4 (ค) จึงมีความเหมาะสมสําหรับการวิเคราะหโครงสราง ทั้งนี้ระดับขั้นความเสรีในรูปที่ 2.4 (ข) และ 2.4 (ค) 
สามารถเขียนความสัมพันธได ดังนี้ 

 3 1ˆ ˆl l l
x u uδ = −  (2.14) 

 ( )1 3
1 ˆ ˆ
2

l l l
xu u u= +  (2.15) 

 ( )2 4
1 ˆ ˆ
2

l l l
yu u u= +  (2.16) 

 ( )4 2
1 ˆ ˆl l l

z u u
L

θ = −  (2.17) 

ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมทริกซดังนี้ 

 
1

2

3

4

1 0 1 0 ˆ
1 2 0 1 2 0 ˆ
0 1 2 0 1 2 ˆ
0 1 0 1 ˆ

l l
x
l l
x
l l
y
l l
z

u
u u
u u

L L u

δ

θ

  −   
    
    =           −    

 (2.18) 

 
อยางไรก็ตาม เมื่อพิจารณาระบบโครงสรางแบบโครงขอหมุน 2 มิติ โดยทั่วไปดังแสดงในรูปที่ 2.5 ซึ่ง

ประกอบดวยช้ินสวนโครงสรางหลายชิ้นเชื่อมตอกัน จะเห็นไดวาช้ินสวนโครงสรางแตละช้ินมีพิกัดเฉพาะที่ของ
ช้ินสวน l l lx y z  แตกตางกันไป ในการวิเคราะหระบบโครงสรางจึงมีความจําเปนในการสรางพิกัดทั่วไป (global 




