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ส่วนทีÉ 1

เลขยกกาํลงั

เนืÊอหาในบทนีÊมุง่เน้นการขยายขอบเขตของนิยามเลขยกกาํลงัจากเดมิทีÉพจิารณาเพยีงจาํนวนเตม็
ไปสูก่รณทีีÉเลขชีÊกาํลงัเป็นจาํนวนตรรกยะ ซึÉงถอืเป็นรากฐานสาํคญัในการเชืÉอมโยงความสมัพนัธ์
ระหวา่งเลขยกกาํลงัและคา่ราก โดยผู้อ่านจะได้ศกึษาสมบตัิเชงิพชีคณติทีÉจาํเป็น การจดัรปู
นิพจน์ทีÉซบัซอ้น และทฤษฎบีททีÉเกีÉยวขอ้งอยา่งเป็นระบบ

ธรีพร ทองศริิ 5



ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

1.1 บทนิยามและสมบติัของเลขยกกาํลงั
บทนิยาม 1.1: เลขยกกาํลงับนจาํนวนเตม็

กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนจรงิ และ n เป็นจาํนวนเตม็บวก นิยามดงันีÊ

1. เลขยกกาํลงัทีÉเลขชีÊกาํลงัเป็นจาํนวนเตม็บวก

an = a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

2. เลขยกกาํลงัทีÉเลขชีÊกาํลงัเป็นศนูย์
ถา้ a ̸= 0 นิยาม

a0 = 1

3. เลขยกกาํลงัทีÉเลขชีÊกาํลงัเป็นจาํนวนเตม็ลบ
ถา้ a ̸= 0 นิยาม

a−n =
1

an

ตวัอย่างทีÉ 1.1. จงหาคา่ของ

1. 26 =

2. (−3)3 =

3. 94 =

4. 0.63 =

5.
(
2

3

)4

=

6. (−5)3 =

7. 43 =

8. (−0.2)4 =

9. 2.43 =

10.
(
−7

3

)2

=

ตวัอย่างทีÉ 1.2. จงหาคา่ของ

1. 4−3 =

2. (−2)−5 =

3. 0.5−3 =

4. 2.4−2 =

5.
(

6

11

)−3

=

6.
(
−4

7

)−3

=
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โจทยปั์ญหา 1.1.
[
2(−2)(−2)

](−2)(−2)2

มคีา่เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 1

16
2. 1

4
3. 4 4. 16

โจทยปั์ญหา 1.2. 30(1 + 24)(1 + 28)(1 + 216)(1 + 232)(1 + 264) มคีา่เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 2129 + 4 2. 2129 − 4 3. 2129 + 2 4. 2129 − 2

โจทยปั์ญหา 1.3. (สอวน คอม 2562)
ขอ้ใดมคีา่มากทีÉสดุ

1. 259 2. 334 3. 429 4. 620
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โจทยปั์ญหา 1.4. (สอวน คณติ 2547)
ให้ n เป็นจาํนวนนบัทีÉเลก็ทีÉสดุ ทีÉทาํให้ 2n และ 5n เป็นจาํนวน 2 จาํนวน ซึÉงตวัเลขทีÉมคีา่ประจาํ
หลกัทีÉมากทีÉสดุของ 2n และ 5n เป็นตวัเลขตวัเดยีวกนั แลว้เศษจากการหาร 5n ดว้ย 2n มคีา่
เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 1.5. (สอวน คอม 2561)
กาํหนด k2 = −1 และ n = 40 จงหาคา่ของ kn + k2n−1 + k2n+1

1. 1 2. −1 3. k 4. k + 1
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ทฤษฎีบท 1.1: สมบติัของเลขยกกาํลงั
กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิ และให้ m และ n เป็นจาํนวนเตม็ จะไดว้า่

1. am · an = am+n 2. am

an
= am−n เมืÉอ a ̸= 0

3. (am)n = amn 4. (ab)n = anbn

5.
(a
b

)n
=

an

bn
เมืÉอ b ̸= 0

6. am = an กต็่อเมืÉอ m = n โดยทีÉ a ̸= 0, 1,−1

ตวัอย่างทีÉ 1.3. เขยีนในอยูใ่นรปูสาํเรจ็

1. a2 · (a3 · a−5)−2

(a−3 · a7)−2 2.
(
ab−1

a−1b

)−4

÷
(
a2b−2

a−2b2

)−2

3. a2 + a3 + a4

a5 + a6 + a7
4. a−2 − b−2

a−1 + b−1

ธรีพร ทองศริิ 9



ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

5. a−1 + b−1

(a+ b)−1
6. a+ b

a−1 + b−1
· a2 − b2

a−1 − b−1

โจทยปั์ญหา 1.6. (สอวน คณติ 2549)
ถา้ 3x = 5 จงหาคา่ของ 32x+3

โจทยปั์ญหา 1.7. ถา้ 327
x
= 273

x แลว้ x มคีา่เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 0.5 2. 1 3. 1.5 4. 2
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โจทยปั์ญหา 1.8. (สอวน คณติ 2550)
ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

216
x

= 162
x

จงหาคา่ของ 3x

โจทยปั์ญหา 1.9. (สอวน คอม 2562)
ถา้ x เป็นจาํนวนจรงิ โดยทีÉ 256x = (2x + 6)4 จงหาคา่ของ 8x

1. 3 2. 9 3. 18 4. 27
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โจทยปั์ญหา 1.10. (สอวน คอม 2561)
ถา้ 2a × 2b = 65536 และ 2a ÷ 2b = 4096 จงหาคา่ของ a

b

1. 1

7
2. 7 3. 4

3
4. 3

4

โจทยปั์ญหา 1.11. (สอวน คอม 2561)
การเพิÉมขึÊนของจาํนวนยสีตใ์นแป้งหมกัขนมปังทกุ ๆ นาที ยสีตจ์ะเพิÉมจาํนวนเป็น 2 เทา่ ถา้ใช้
เวลา 48 นาที จาํนวนยสีต์ จะมปีรมิาณเตม็ตามสตูรทาํขนมปังพอดี จงหาเวลาทีÉจะมปีรมิาณ
จาํนวนยสีตเ์ป็นครึÉงหนึÉงของสตูรทาํขนมปัง

1. 6 2. 12 3. 24 4. 47
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โจทยปั์ญหา 1.12. (สอวน คอม 2565)
จงหาคา่ของ k และ m ทีÉสอดคลอ้งสมการ x2k × xm

xm ÷ xk
= x45 ตามลาํดบั

1. 5, 5 2. 5, 15 3. 15, 5 4. 25, 15

โจทยปั์ญหา 1.13. กาํหนดให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิทีÉมคีา่ไมเ่ทา่กบัศนูยโ์ดยทีÉ x + y ̸= 0

และสอดคลอ้งกบัสมการ

3x · 5y = 1

3x
2−x

5x + 3x2−x
=

5y · 3y2+y

135x+y + 5y · 3y2+y

จงหาคา่ของ
(

34x · 253x+y · 135y

75x+y · 32x+2y · 54x−1

)y−x

1. 1 2. 9 3. 16 4. 25
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1.2 จาํนวนติดกรณฑ์
บทนิยาม 1.2: รากทีÉสองของจาํนวนจริง

กาํหนดให้ a และ x เป็นจาํนวนจรงิโดยทีÉ a ≥ 0

เราเรยีก x วา่รากทีÉสองของ a กต่็อเมืÉอ x2 = a

เราจะใชส้ญัลกัษณ์ √
a คอืรากทีÉสองทีÉไมต่ดิลบของ a

ในกรณทีีÉ a > 0 เราเรยีก −
√
a คอืรากทีÉสองทีÉเป็นจาํนวนลบของ a

ทฤษฎีบท 1.2: สมบติัของรากทีÉสอง

กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมต่ดิลบ จะไดว้า่

1. √
a ·

√
b =

√
ab

2.
√
a√
b
=

√
a

b
เมืÉอ b ̸= 0

ตวัอย่างทีÉ 1.4. จงเขยีนจาํนวนต่อไปนีÊใหต้วัสว่นไมอ่ยูใ่นรปูตดิเครืÉองหมายกรณฑ์

1. 1√
2
=

2. 4√
8
=

3. 21√
3
=

4. 100√
5
=

5. 1√
2 + 1

=

6. 1√
3− 1

=

7. 1√
7 +

√
3
=

8. 1√
5−

√
3
=
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โจทยปั์ญหา 1.14. (สอวน คอม 2561)
จงหาคา่ x ในสมการ (

√
8 +

√
18 +

√
x)2 = 200

1. 72 2. 50 3. 32 4. 18

โจทยปั์ญหา 1.15. 4

1−
√
2 +

√
3
เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. √
6 +

√
2 + 2 2. √

6−
√
2 + 2 3. √

6−
√
2− 2 4. √

6 +
√
2− 2

โจทยปั์ญหา 1.16. 4

1 +
√
2 +

√
3
+
√
6 มคีา่เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 7− 2
√
2 2. 5−

√
2 3. 2 +

√
2 4. 1 + 2

√
2
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.17. ขอ้ใดต่อไปนีÊมคีา่เทา่กบั
√
8√

3 +
√
6 +

√
9

1. 1 +

√
1

3
+

√
2

3
2. 1 +

√
1

3
−
√

2

3
3. 1−

√
1

3
+

√
2

3
4.
√

1

3
+

√
2

3
− 1

โจทยปั์ญหา 1.18. (สอวน คอม 2562)
กาํหนดให้ x =

√
3 +

√
2√

3−
√
2
และ y =

√
3−

√
2√

3 +
√
2
จงหาคา่ของ 3y2 − 5xy + 3x2

1. 147 2. 289 3. 294 4. 298
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.19. คา่ของ

(2
√
2 +

√
15 +

√
17)(2

√
2−

√
15 +

√
17)(2

√
2 +

√
15−

√
17)(−2

√
2 +

√
15 +

√
17)

เทา่กบัเทา่ใด

1. 111 2. 222 3. 333 4. 444

โจทยปั์ญหา 1.20. กาํหนดให้ A = (
√
2 +

√
3 +

√
4)(

√
2−

√
3−

√
4)

และ B = (
√
2−

√
3 +

√
4)(

√
2 +

√
3−

√
4) แลว้ คา่ของ |AB| เทา่กบัเทา่ใด

1. 23 2. 25 3. 27 4. 29
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.21. (สอวน คณติ 2546)
กาํหนดให้

(
1

2

)4x

= 3− 2
√
2 แลว้คา่ของ 26x − 2−6x

22x − 2−2x
มคีา่เทา่กบัเทา่ไร
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

บทนิยาม 1.3: รากทีÉ n ของจาํนวนจริง

กาํหนดให้ a และ x เป็นจาํนวนจรงิ และ n เป็นจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่หนึÉง

เราเรยีก x วา่รากทีÉ n ของ a กต็่อเมืÉอ xn = a

เรากลา่ววา่ x เป็นคา่หลกัของรากทีÉ n ของ a เมืÉอ

1. x เป็นรากทีÉ n ของ a และ

2. ax ≥ 0

เราจะใชส้ญัลกัษณ์ n
√
a แทนดว้ย x

ทฤษฎีบท 1.3: สมบติัของรากทีÉ n

กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิทีÉและ n เป็นจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่หนึÉง โดยทีÉ n
√
a

และ n
√
b เป็นจาํนวนจรงิ จะไดว้า่

1. n
√
a · n

√
b = n

√
ab

2.
n
√
a

n
√
b
= n

√
a

b
เมืÉอ b ̸= 0

การพจิารณาคา่ของ
√
a+ b± 2

√
ab เมืÉอ a > b

เนืÉองจาก
(
√
a±

√
b)2 = a+ b± 2

√
ab

เราจะไดว้า่
√
a+ b± 2

√
ab =

√
a±

√
b

ตวัอย่างทีÉ 1.5. จงหาคา่ของ

1.
√

4 + 2
√
3 =

2.
√

9 + 2
√
14 =

3.
√

5− 2
√
6 =

4.
√

12− 2
√
35 =

5.
√

10 + 2
√
21 =

6.
√

50− 2
√
609 =
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

ตวัอย่างทีÉ 1.6. จงหาคา่ของ

1.
√

6 +
√
20 =

2.
√

11 +
√
112 =

3.
√

15− 4
√
14 =

4.
√

16− 6
√
7 =

ตวัอย่างทีÉ 1.7. จงหาคา่ของ

1.
√

2 +
√
3 =

2.
√

8−
√
15 =

3.
√

7−
√
45 =

4.
√

12 +
√
143 =

โจทยปั์ญหา 1.22.
√
3 +

√
5−

√
3−

√
5 เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 1 2. √
2 3. √

3 4. 2

โจทยปั์ญหา 1.23. (สอวน คณติ 2549)
จงหาคา่ของ

√
7−

√
48 +

√
7 +

√
48
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.24. (สอวน คณติ 2543)
กาํหนดให้ N =

√√
5 + 2 +

√√
5− 2√√

5 + 1
−
√
3− 2

√
2 จงหาคา่ของ ⌊N⌋

โจทยปั์ญหา 1.25. (สอวน คณติ 2543)
กาํหนดให้

x =
1

3−
√
8
− 1√

8−
√
7
+

1√
7−

√
6
− 1√

6−
√
5
+

1√
5− 2

แลว้ ⌊− 2

3
x
⌋ มคีา่เทา่ไร
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.26. (สอวน คณติ 2543)
ให้ X = {n ∈ Z+|

√
n−

√
n− 1 < 0.01} แลว้คา่ตํÉาสดุของสมาชกิทกุตวัใน X มคีา่เทา่ไร

โจทยปั์ญหา 1.27. (สอวน คณติ 2544)
กาํหนดให้ x =

√
3 +

√
5 +

√
3−

√
5√

3−
√
8

− 2√
4 + 2

√
3
+
√
5− 2

√
6 จงหาคา่ของ ⌊x⌋
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

1.3 เลขยกกาํลงัทีÉมีเลขชีÊกาํลงัเป็นจาํนวนตรรกยะ
บทนิยาม 1.4

กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนจรงิ และ n เป็นจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่หนึÉง โดยทีÉ n
√
a เป็น

จาํนวนจรงิ

a
1
n = n

√
a

บทนิยาม 1.5: เลขยกกาํลงับนจาํนวนตรรกยะ

กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนจรงิ โดยทีÉ a ̸= 0 และ r เป็นจาํนวนตรรกยะ ถา้ r =
p

q
โดยทีÉ

p และ q เป็นจาํนวนเตม็ ซึÉง q > 0 และตวัหารรว่มมากของ p และ q เทา่กบั 1 ถา้ a
1
q

เป็นจาํนวนจรงิ แลว้

ar = a
p
q =

(
a

1
q

)p
= ( q

√
a)

p

ตวัอย่างทีÉ 1.8. จงหาคา่ของ

1. 4
5
2 =

2. 27
2
3 =

3. 0.0016
1
4 =

4. 3
3
2 =

5. 25−
3
2 =

6. 125−
2
3 =

7. 0.01−
3
2 =

8. 2−
5
3 =
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.28. กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิบวก จงหาคา่ของ
(
a
√
b−1

3
√
b

÷
√
ba−3

3
√
a−6b5

)6

มคีา่ตรงกบัขอ้ใด

1. a2b 2. ab2 3. a2b3 4. a3b2

โจทยปั์ญหา 1.29. 1 + (2
1
2 − 1)

1
2 (2

1
2 + 1)−

1
2 มคีา่เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 2−
1
2 2. 1 3. 2

1
2 4. 2

1
2

โจทยปั์ญหา 1.30. ถา้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิบวกซึÉง a15 = b10 = c6 แลว้ abc มคีา่เทา่กบั
ขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. c2 2. c3 3. c4 4. c5
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.31. กาํหนดให้ x, y, z, a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ xa =

yb = zc และ xz = y2 ขอ้ใดเป็นจรงิ

1. ab+ bc = 2ac

2. bc+ ca = 2ab

3. ca+ ab = 2bc

4. ab+ bc+ ca = 2abc

โจทยปั์ญหา 1.32. กาํหนดให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิโดยทีÉ 63x = 9 และ 63y = 5 แลว้ 7
x+2y
1−x

มคีา่เทา่กบัเทา่ใด

1. 175 2. 225 3. 235 4. 265

โจทยปั์ญหา 1.33. กาํหนดให้ m และ n เป็นจาํนวนจรงิโดยทีÉ 540m = 5 และ 540n = 2 แลว้
135

m+2n−1
3(2n−1) มคีา่เทา่กบัเทา่ใด

1. 3 2. 5 3. 7 4. 11
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.34. 1

1 + 2−
1
3 + 2

1
3

+
1

1 + 2−
1
3 + 2−

2
3

+
1

1 + 2
1
3 + 2

2
3

เทา่กบัขอ้ใดต่อไปนีÊ

1. 2−
2
3 2. 2−

1
3 3. 1 4. 2

1
3

โจทยปั์ญหา 1.35. กาํหนดให้ x เป็นตาํตอบของสมการ

2x+2x+...+45x = 2048 · 211x+12x+...+45x

จงหาคา่ของ 3
1
x

1. 9 2. 27 3. 81 4. 243

โจทยปั์ญหา 1.36. (สอวน คอม 2564)
ให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิทีÉมคีา่น้อยทีÉสดุและคา่มากทีÉสดุตามลาํดบัทีÉเป็นคาํตอบของสมการ

(2x − 2)10 = 32x

จงหาคา่ของ 9b−a

1. 18 2. 27 3. 81 4. 729
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.37. กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจรงิซึÉง 4x+
1
2 − 4 · 2x−2

2x + 2x+1
= 8

แลว้คา่ของ √
2x+1 +

√
2x+2 + . . .+

√
2x+11 เทา่กบัเทา่ใด

โจทยปั์ญหา 1.38. (สอวน คอม 2566)
ในการทดลองขยายพนัธุ์ของแบคทเีรยีครั ÊงหนึÉง พบวา่จาํนวนแบคทเีรยีจะเพิÉมเป็น 2 เทา่ทุก
ๆ 5 นาที ถา้การทดลองเริÉมจากมแีบคทเีรยี 1000 เซล แลว้เมืÉอเวลาผา่นไป 1 ชั Éวโมง จะมี
จาํนวนแบคทเีรยีเทา่ใด

1. 2048000 เซล

2. 4096000 เซล

3. 8192000 เซล

4. มากกวา่ 8192000 เซล
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.39. ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีÉทาํให้ 2022x < 2021x ขอ้ใดต่อไปนีÊเป็นจรงิเสมอ

1. 2564x < 0 2. (−1)x > 0 3. x2564 > x2566 4. x2564 > x2565

โจทยปั์ญหา 1.40. ข้อใดถกูต้องสาํหรบั x เป็นจาํนวนจรงิและ x4 < |x3|

1. x < −1 หรอื −1 < x < 0

2. −1 < x < 0 หรอื 0 < x < 1

3. 0 < x < 1 หรอื x > 1

4. x < −1 หรอื x > 1

โจทยปั์ญหา 1.41. (สอวน คณติ 2548)
จงหาจาํนวนเตม็บวก n ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทาํให้

2
1
7 · 2

3
7 · 2

5
7 · . . . · 2

2n−1
7

มคีา่มากกวา่ 10000

28 ธรีพร ทองศริิ



ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.42. (สอวน คณติ 2553)
ให้

A = {n ∈ Z+|∃m ∈ Z
[
28 + 210 + 2n = m2

]
}

จงเขยีน A แบบแจกแจงสมาชกิ

โจทยปั์ญหา 1.43. (สอวน คณติ 2562)
ถา้ a3n = 5 เมืÉอ a เป็นจาํนวนจรงิ และ n เป็นจาํนวนเตม็ แลว้ a4n + a7n + a−5n

a−2n + an
มคีา่เทา่ใด
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.44. (สอวน คณติ 2562)
สาํหรบัจาํนวนเตม็บวก n ≥ 2 ใดๆ
นิยาม f(n) เป็นตวัประกอบทีÉใหญ่ทีÉสดุของ n ทีÉไมใ่ชต่วัมนัเอง
กาํหนดให้ a1 = 20192562 และสาํหรบัจาํนวนเตม็บวก n ใดๆ ซึÉง an ≥ 2 เป็นจาํนวนเตม็บวก
นิยาม an+1 = an − f(an)

ถา้ ak คอืพจน์แรกของลาํดบันีÊทีÉมคีา่น้อยกวา่ 2 แลว้ k มคีา่เทา่ใด (Hint: 673 เป็นจาํนวน
เฉพาะ)
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.45. (สอวน คณติ 2563)
กาํหนดให้ k เป็นจาํนวนนบั ถา้

3k+1 + 3k+1 + . . .+ 3k+1︸ ︷︷ ︸
3k พจน์

= 3645

แลว้จงหาคา่ของ
1

9k
+

1

9k
+ . . .+

1

9k︸ ︷︷ ︸
243 พจน์

= 3645

โจทยปั์ญหา 1.46. (สอวน คณติ 2565)
กาํหนดให้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิบวกซึÉงสอดคลอ้งกบัสมการ 2a = 3b = 216c

จงหาคา่ของ ab

ac+ bc
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 1.47. (สอวน คณติ 2565)
กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนตรรกยะบวกซึÉงสอดคลอ้งกบั

√
a =

√
8 + 4

√
3

√
2 +

√
2 +

√
3

จงหาคา่ a

โจทยปั์ญหา 1.48. (สอวน คณติ 2567)
ให้ x และ y เป็นจาํนวนเตม็บวกทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

15
1

x+1 =
(
2025 · 5

y
2

) 1
x+13

คา่ของ x+ y มคีา่เทา่ไร
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โจทยปั์ญหา 1.49. (สอวน คณติ 2551)
ให้ q1, q2, q3, . . . , qn เป็นจาํนวนตรรกยะทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

1√
2− 3

√
2
= 2q1 + 2q2 + 2q3 + . . .+ 2qn

จงหาคา่ของ 2(n+ q1 + q2 + q3 + . . .+ qn)
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ส่วนทีÉ 2

ฟังกช์นั (1)

เนืÊอหาในบทนีÊมุง่เน้นการปูพืÊนฐานความเขา้ใจเกีÉยวกบัการคาํนวณหาคา่ของฟังกช์นั (Func-
tion Evaluation) และการจาํแนกรปูแบบลกัษณะต่างๆ ของฟังกช์นัทีÉสาํคญัในทางคณติศาสตร์
โดยผูอ้่านจะไดท้าํความเขา้ใจกบันิยาม ความสมัพนัธร์ะหวา่งตวัแปรตน้และตวัแปรตาม รวม
ถงึการแทนคา่ในรปูแบบพหนุามและฟังกช์นัอดศิยัเบืÊองตน้

ทั ÊงนีÊ เพืÉอใหก้ระบวนการเรยีนรูเ้ป็นไปอยา่งต่อเนืÉองและกระชบั บทนีÊจงึใหค้วามสาํคญักบั
หลกัการใชง้านและการแกโ้จทยปั์ญหาในระดบัประยกุตเ์ป็นหลกั หากผูอ้่านทา่นใดมคีวามประสงค์
ทีÉจะศกึษาบทนิยามโดยละเอยีดในเชงิทฤษฎขีั Êนสงู การพสิจูน์คณุสมบตัเิฉพาะทาง หรอืโครงสรา้ง
ทางพชีคณติทีÉซบัซอ้นของฟังกช์นัในเชงิลกึ ผูเ้ขยีนขอแนะนําใหศ้กึษาเพิÉมเตมิในเนืÊอหาของ
บททีÉ 8 ซึÉงไดร้วบรวมรายละเอยีดทางวชิาการไวอ้ยา่งครบถว้น

ธรีพร ทองศริิ 35
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2.1 ฟังกช์นัและการหาค่าของฟังกช์นั
ความหมายของฟังกช์นัในบทนีÊ ผู้เขยีนขอกลา่ววา่การแปลงตวัแปรตน้ (ไม่วา่จะเป็นตวัแปร
เดยีวหรอืหลายตวัแปร) แลว้ออกมาเป็นตวัแปรตามเพยีงตวัเดยีวเทา่นั Êน สว่นในความหมาย
เชงิคณติศาสตรจ์ะอยูใ่นบททีÉ 8 โดยลกัษณะของเขยีนฟังกช์นัจะเขยีนอยูใ่นรปูแบบ

ชืÉอฟังกช์นั ( ตวัแปรตน้ทั Êงหมด ) = ตวัแปรตาม

ตวัอย่างทีÉ 2.1. จากฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต่้อไปนีÊ จงหาคา่ของฟังกช์นัต่อไปนีÊ

1. f(x) = x− 4

f(2) =

f(3) =

f(0) =

f(−1) =

f(−2) =

2. f(x) = x2 + 1

f(2) =

f(1) =

f(0) =

f(−1) =

f(−2) =

3. f(x) = 2x

f(4) =

f(2) =

f(0) =

f(−2) =

f(−3) =

4. f(x) = x · 3x

f(2) =

f(1) =

f(0) =

f(−1) =

f(−2) =

ตวัอย่างทีÉ 2.2. จากฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต่้อไปนีÊ จงหาคา่ของฟังกช์นัต่อไปนีÊ

1. f(x) = x+ 5

f(x− 1) =

f(x+ 2) =

f(2x) =

f(3x− 1) =

f(x2 − 3) =
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2. f(x) = x2 − 5

f(x− 1) =

f(x+ 1) =

f(x+ 2) =

f(x− 2) =

f(2x) =

f(3x− 1) =

f(4x+ 1) =

3. f(x) = x2 + 2x

f(x− 1) =

f(x+ 3) =

f(2x+ 5) =

f(3x− 2) =

f(2x2) =

ตวัอย่างทีÉ 2.3. จากสมการทีÉกาํหนดใหต่้อไปนีÊ จงหา f(x)

1. f(x+ 1) = 2x− 2

f(x) =

2. f(x− 1) = x+ 5

f(x) =

3. f(x+ 2) = x2

f(x) =

4. f(x− 2) = x2 − 5x

f(x) =

5. f

(
1

x

)
=

3x+ 4

x
f(x) =
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6. f

(
2

x

)
=

5x+ 6

x+ 2
f(x) =

7. f

(
x− 1

x+ 1

)
= x

f(x) =

8. f

(
2x− 1

x+ 2

)
=

x− 1

x+ 1
f(x) =

โจทยปั์ญหา 2.1. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f : R → R ทีÉกาํหนดโดย f(x+ 7) = x2 − 8x+ 12 จงหาวา่ f(−7) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.2. (สอวน คณติ 2552)
ให้ f : R → R ทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

f(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) = f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(x4) + f(x5)− 8

สาํหรบัทกุ ๆ x1, x2, x3, x4, x5 ∈ R จงหา f(0)
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โจทยปั์ญหา 2.3. (สอวน คณติ 2554)
ให้ f เป็นพหนุามทีÉสอดคลอ้งกบั f(x+ 3) = 3x2 + 7x+ 4

ถา้ f(x) = ax2 + bx+ c แลว้ a− b+ c เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.4. (สอวน คณติ 2549)
ถา้ f(x) = 4x และ g(x) =

2

x− 1
จงหาคา่ของ x ทีÉทาํให้ f(g(x)) = g(f(x))

โจทยปั์ญหา 2.5. (สอวน คณติ 2566)
ให้ f เป็นฟังกช์นั โดยทีÉ

f(x) =

x+ 10 เมืÉอ x < 100

f(f(x− 11)) เมืÉอ x ≥ 100

จงหาคา่ของ f(111)
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โจทยปั์ญหา 2.6. (สอวน คณติ 2554)
ให้ f เป็นพหุนามทีÉสอดคลอ้งกบั f(x) = ax4 − bx2 + x + 5 โดยทีÉ a, b เป็นคา่คงตวั ถา้
f(−3) = 2 แลว้ f(3) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.7. (สอวน คณติ 2553)
ให้ a, b, c เป็นคา่คงทีÉ และ P (x) = ax7+ bx3+ cx+5 ถา้ P (−7) = 7 แลว้ P (7) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.8. (สอวน คณติ 2549)
ให้ P (x) = Ax2549 +Bx7 + Cx5 +Dx+ E เมืÉอ A,B,C,D,E เป็นคา่คงตวั
ถา้ P (2549) = 2549 จงหาคา่ของ E ทีÉทาํให้ P (−2549) = (P (2549))2
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โจทยปั์ญหา 2.9. (สอวน คณติ 2563)
กาํหนดให้ f

(x
2

)
= 2x2 − x+ 3 สาํหรบัทุก x ∈ R

จงหาผลคณูของคา่ y ทั ÊงหมดทีÉทาํให้ f(3y) = 10

โจทยปั์ญหา 2.10. (สอวน คอม 2561)
กาํหนด

f(3− x) =


−3− x , x < 0

0 , x = 0

3− x , x > 0

และ A ∗B = f(B − A2) แลว้คา่ของ (−1) ∗ f(2) มคีา่อยูใ่นชว่งใด

1. (−10, 0) 2. (−5, 1) 3. (5, 10) 4. (−4, 3)
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โจทยปั์ญหา 2.11. (สอวน คอม 2564)
ใหพ้หนุาม f(x) = x3 + ax2 + 2x+ b จงหาคา่ของ a+ b เมืÉอ f(−2) = f(1) = 0

1. −8 2. −3 3. 3 4. 5

โจทยปั์ญหา 2.12. (สอวน คอม 2564)
จงหาคา่ของ 32∗ เมืÉอกาํหนดให้ ตวัดาํเนินการ ∗ มกีารดาํเนินการดงันีÊ

a∗ = a− 2 เมืÉอa ≥ 50

และa∗ = ((a+ 4)∗)∗ เมืÉอa < 50

1. 47 2. 48 3. 49 4. 50
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โจทยปั์ญหา 2.13. (สอวน คอม 2566)
กาํหนด

f(x) =


4− 3x, x < −2

x2

4
, −2 ≤ x < 1

2x, x ≥ 1

จงหาคา่ของ f(−3) + f(f(−2))

1. −3 2. 13 3. 15 4. 17
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โจทยปั์ญหา 2.14. (สอวน คอม 2565)
วตัถุสามชนิด A,B และ C เคลืÉอนทีÉในแนวเสน้ตรง โดยมสีมการอธบิายระยะทางการเคลืÉอนทีÉ
ของวตัถุแต่ละชนิดตามเวลา T ซึÉงมหีน่วยวนิาทเีป็นดงันีÊ

• ให้ SA แทนระยะทีÉวตัถุ A เคลืÉอนทีÉ สมการคอื SA = 10T 2 + 10T + 600

• ให้ SB แทนระยะทีÉวตัถุ B เคลืÉอนทีÉ สมการคอื SB = 2T 2 + 800T + 500

• ให้ SC แทนระยะทีÉวตัถุ C เคลืÉอนทีÉ สมการคอื SC = T 3 + 100

ขอ้ใด กล่าวได้ถกูต้อง

1. ทีÉเวลาใด ๆ วตัถุชนิด A เคลืÉอนทีÉไดร้ะยะทางสงูสดุ รองลงมาคอื B และ C เคลืÉอนทีÉได้
ระยะทางน้อยทีÉสดุ

2. ทีÉเวลาใด ๆ วตัถุชนิด B เคลืÉอนทีÉไดร้ะยะทางสงูสดุ รองลงมาคอื A และ C เคลืÉอนทีÉได้
ระยะทางน้อยทีÉสดุ

3. หลงัจากผา่นไป 1200 วนิาที วตัถุชนิด A จะเคลืÉอนทีÉไดร้ะยะทางสงูสดุ

4. ไมม่ขีอ้ใดถกูตอ้ง
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โจทยปั์ญหา 2.15. (สอวน คณติ 2555)
ให้ f : Z → {0, 1} ทีÉกาํหนดโดย f(1) = 0 และถา้ a, b ∈ Z (a, b อาจจะเทา่กนักไ็ด)้ และ
f(a) = f(b) แลว้ f(a− b) ̸= f(a+ b) ถา้

X = {a ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 2012}|f(a) = 0}

แลว้ |X| เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.16. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

f(x) + 2f

(
1

x

)
= 2x2

ทกุ ๆ x ∈ R− {0} จงหาวา่ f(1)− f(2) เทา่กบัเทา่ไร
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โจทยปั์ญหา 2.17. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉ y = f(x) มกีราฟเป็นพาราโบลาทีÉสอดคลอ้งกบั

f(x+ 1)− f(x) = 8x+ 3

และ f(0) = 5 จงหาวา่ f(−1) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.18. (สอวน คณติ 2543)
กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนบั นิยาม d(n) แทนผลบวกของเลขโดดทีÉเขยีนแทน n

เชน่ d(205) = 2 + 0 + 5 = 7, d(1772) = 1 + 7 + 7 + 2 = 17

ถา้ N = (10n+2 + 2 · 10n)2 แลว้ d(N) มคีา่เทา่ไร
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โจทยปั์ญหา 2.19. (สอวน คณติ 2544)
กาํหนดให้ F0(x) =

1

1− x
และ Fk(x) = F0 (Fk−1(x)) สาํหรบัทกุจาํนวนนบั k

และกาํหนดให้ G(n) =

n เมืÉอ 1 ≤ n ≤ 9

a0 + a1 + a2 + . . .+ ak เมืÉอ n > 9

โดยทีÉ n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10+ a0 แลว้ F2543(2544)+G(2545) มคีา่เทา่กบั
เทา่ใด

โจทยปั์ญหา 2.20. (สอวน คณติ 2546)
ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก กาํหนดให้ d(n) แทนผลบวกของเลขโดดทุกจาํนวนทีÉเขยีนแทน n

เชน่
d(2546) = 2 + 5 + 4 + 6 = 17, d(2003) = 2 + 0 + 0 + 3 = 5

1. จาํนวนเตม็บวก n ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทาํให้ d(n) = 50 คอืจาํนวนอะไร

2. จาํนวนเตม็คูบ่วก n ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทาํให้ d(n) = 50 คอืจาํนวนอะไร
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โจทยปั์ญหา 2.21. (สอวน คณติ 2547)
ให้ N แทนจาํนวนเตม็บวก
กาํหนดให้ d(N) แทน ผลบวกของเลขโดดทีÉเขยีนแทน N

เชน่ d(1071) = 1 + 0 + 7 + 1 = 9 ให้ U = {1, 2, 3, . . . , 1000} และ X = {x ∈ U |d(x) = 6}

แลว้จาํนวนสมาชกิในเซต X เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.22. (สอวน คณติ 2550) ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก ถา้ s(n) แทนผลบวกของ
เลขโดดทกุจาํนวน ทีÉเขยีนแทน n จงหาผลบวกของจาํนวนเตม็บวก n ทุกจาํนวนทีÉสอดคลอ้ง
กบั

n− s(n) = 666
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จงใชข้อ้มลูต่อไปนีÊในการตอบโจทยปั์ญหา 2.23 ถงึโจทยปั์ญหา 2.24
กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก
ให้ Sum(n) แทน ผลบวกของเลขโดดทุกจาํนวนทีÉเขยีนแทน n ในระบบเลขฐาน 10

เชน่ Sum(1135) = 1 + 1 + 3 + 5 = 10

โจทยปั์ญหา 2.23. (สอวน คณติ 2551)
ให้ N = (102 + 1)(102

2
+ 1)(102

3
+ 1) . . . (102

7
+ 1) จงหา Sum(N)

โจทยปั์ญหา 2.24. (สอวน คณติ 2551)
ให้ X =

{Sum(7n)|n ∈ {1, 2, 3, . . . , 10000}
}

ถา้ a เป็นจาํนวนทีÉน้อยทีÉสดุใน X และ b เป็นจาํนวนทีÉมากทีÉสดุใน X

แลว้ a+ b เทา่กบัเทา่ไร
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โจทยปั์ญหา 2.25. (สอวน คณติ 2551)
กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก
ให้ D(n) แทน เซตของเลขโดดทีÉเขยีนแทน n

เชน่ D(1231) = {1, 2, 3} และ M(742) = {2, 4, 7}

จงหาจาํนวนเตม็บวก N ทีÉสอดคลอ้งกบัสมบตัิ

1. 10000 ≤ N ≤ 100000

2. D(n) มสีมาชกิ 3 ตวั และ D(n) ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

โจทยปั์ญหา 2.26. (สอวน คณติ 2563)
ให้ B(n) แทนจาํนวนของคูเ่ลขโดดทีÉอยูต่ดิกนัแต่ไมเ่หมอืนกนั
เมืÉอ n เป็นจาํนวนทีÉเขยีนในระบบตวัเลขฐานสอง เชน่

B(14) = B(11102) = 1

B(17) = B(100012) = 2

B(20) = B(101002) = 3

B(45) = B(1011012) = 4

สาํหรบั 1 ≤ n ≤ 64 มจีาํนวนเตม็ n ทั ÊงหมดกีÉตวั ทีÉ B(n) = 2
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โจทยปั์ญหา 2.27. (สอวน คณติ 2568)
จาํนวนเตม็บวกสามหลกั n สามารถเขยีนในระบบเลขฐานสบิไดเ้ป็น abc

โดยทีÉ a, b, c แทนเลขโดดในหลกัรอ้ย หลกัสบิ และหลกัหน่วย ตามลาํดบัและ a ̸= 0

กาํหนดให้ d(n) = a2 + b2 + c2 และ (n) = a+ 2b+ c

จาํนวนเตม็บวกสามหลกั n เรยีกวา่ จาํนวนวิเศษ ถา้ d(n) ≤ 2s(n)

มจีาํนวนวเิศษทั ÊงหมดกีÉจาํนวน

โจทยปั์ญหา 2.28. (สอวน คณติ 2568)
สาํหรบัจาํนวนเตม็บวก m ใด ๆ ให้ S(m) แทนผลบวกของเลขโดดทั ÊงหมดทีÉไดจ้ากการเขยีน
m ในระบบเลขฐานสบิ ถา้ N = 999 · · · 9 เป็นจาํนวนเตม็บวกทีÉมี n หลกั โดยแต่ละหลกัเป็น
เลข 9 เมืÉอ n เป็นจาํนวนเตม็บวก และ S(N3) = 486 แลว้ คา่ของ n เทา่กบัเทา่ใด

ธรีพร ทองศริิ 51



ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

2.2 ลาํดบั
ลาํดบั ถอืวา่เป็นฟังกช์นัหนึÉงโดยทีÉมตีวัแปรตน้เป็นจาํนวนนบั ในบทนีÊเราพจิารณาภายใตตวัแปร
ตามเป็นจาํนวนจรงิใด ๆ โดยเราจะเขยีนสญัลกัษณ์

an = f(n)

สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n และจะเรยีก a1, a2, a3, . . . , an, . . . วา่เป็นลาํดบับนจาํนวนจรงิ กต่็อเมืÉอ
ak เป็นจาํนวนจรงิ สาํหรบัทุกจาํนวนนบั k

ตวัอย่างทีÉ 2.4. กาํหนดให้ an เขยีนอยูใ่นรปูปิด จงหาคา่ของ a1, a2,a3
1. an = 2n+ 1

a1 =

a2 =

a3 =

2. an = n2 − 2n

a1 =

a2 =

a3 =

3. an = n2 + 4n+ 5

a1 =

a2 =

a3 =

4. an = 2n

a1 =

a2 =

a3 =

5. an = n!

a1 =

a2 =

a3 =
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โจทยปั์ญหา 2.29. (สอวน คอม 2562)
กาํหนดใหล้าํดบัชนิดหนึÉงมรีปูทั Éวไป คอื Sn = Sn−1 + Sn−2 และกาํหนด S1 = 5 และ S2 = 2

จงหาผลรวมของสมาชกิลาํดบัทีÉ 4, 5 และ 6

1. 39 2. 50 3. 57 4. 64

โจทยปั์ญหา 2.30. (สอวน คอม 2565)
ใหล้าํดบัตวัเลขเป็น a0 = 1, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 5, a4 = 5, a5 = 21

จงพจิารณาวา่ an ควรเป็นขอ้ใด

1. an = 2an−1 + 1 2. an = 4an−2 + 1 3. an = an−4 + 2 4. an = 2an + 1
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โจทยปั์ญหา 2.31. (สอวน คณติ 2555)
ให้ a1, a2, a3, . . . , a2012 เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิทีÉมสีมบตัวิา่ ผลบวกของสามพจน์ทีÉเรยีงกนั
ในลาํดบันีÊเทา่กบั 30 และ a3 = 5 จงหาวา่ a2011 + a2012 เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.32. (สอวน คณติ 2555)
ให้ a1, a2, a3, . . . แทนลาํดบัของจาํนวนเตม็บวกทีÉสอดคลอ้งกบั
a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4, a4 = 5, a5 = 7, a6 = 8, . . . (ตดัพจน์ทีÉเป็นพหคุณูของ 3 ออกจากลาํดบั
ของจาํนวนเตม็บวก) ให้ N ∈ Z+ กาํหนด

S(N) = {k ∈ Z+|∃i ∈ Z+ ∪ {0} [ai+1 + ai+2 + ai+3 + . . .+ ai+k = N ]}

จงหาวา่ |S(300)| เทา่กบัเทา่ไร

54 ธรีพร ทองศริิ



ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 2.33. (สอวน คณติ 2552)
กาํหนดลาํดบัฟีโบนกัชี F1, F2, F3, . . . โดย F1 = F2 = 1 และ Fn+1 = Fn + Fn−1 เมืÉอ n ≥ 2

ให้
X = {n|1 ≤ n ≤ 1000 และ 13 เป็นตวัประกอบของ Fn}

จงหา |X|
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2.3 อนุกรม
กาํหนดให้ a1, a2, a3, . . . , an, . . . เป็นลาํดบั นิยามสญัลกัษณ์

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + . . .+ an

ตวัอย่างทีÉ 2.5. จงหาคา่ของ

1.
4∑

k=1

k =

2.
5∑

k=2

k2 =

3.
10∑
k=7

k(8− k) =

4.
6∑

k=1

2k =

5.
3∑

k=0

(3k + 2) =

6.
6∑

k=5

(k2 − 4k) =

ทฤษฎีบท 2.1: อนุกรมทีÉควรทราบ

กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ และ n เป็นจาํนวนนบัใด ๆ เราจะไดว้า่

1.
n∑

k=1

a = na

2.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2

3.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

4.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2
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ตวัอย่างทีÉ 2.6. จงหาคา่ของ

1.
20∑
k=1

4 =

2.
30∑
k=1

k =

3.
20∑
k=1

k2 =

4.
10∑
k=1

k3 =

5. 1 + 2 + 3 + . . .+ 199 =

6. 12 + 22 + 32 + . . .+ 992 =

7. 13 + 23 + 33 + . . .+ 493 =

ทฤษฎีบท 2.2: สมบติัของอนุกรม
กาํหนดให้ a1, a2, a3, . . . และ b1, b2, b3, . . . เป็นลาํดบับนจาํนวนจรงิ c เป็นจาํนวนจรงิ
และ n เป็นจาํนวนนบัใด ๆ เราจะไดว้า่

1.
n∑

k=1

can = c
n∑

k=1

an

2.
n∑

k=1

(an ± bn) =
n∑

k=1

an ±
n∑

k=1

bn

ตวัอย่างทีÉ 2.7. จงหาคา่ของ

1.
15∑
k=1

(k2 + k) =

2.
19∑
k=1

4k3 =

3.
13∑
k=1

(k2 + k − 3) =

4.
10∑
k=1

(4k2 − 5) =
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โจทยปั์ญหา 2.34. (สอวน คอม 2562)
จงหาคา่ของ

n∑
i=1

(n− i) เมืÉอ n = 100

1. 4750 2. 4850 3. 4950 4. 5050

โจทยปั์ญหา 2.35. (สอวน คอม 2566)
ผลรวมของจาํนวนคูท่ีÉเป็นบวก 100 จาํนวนแรกคอื

1. 2550 2. 5050 3. 10000 4. 10100

โจทยปั์ญหา 2.36. (สอวน คอม 2561)
กาํหนด f(x) = 2x+ 4 และ g(x) = x2

นิยาม
n∑

i=1

h(i) = h(1) + h(1) + . . .+ h(n) จงหาคา่ของ
4∑

i=1

(f(i) + g(i))

1. 20 2. 16 3. 30 4. 66
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โจทยปั์ญหา 2.37. (สอวน คอม 2545)
กาํหนดให้ x =

(
1 +

1

1

)(
1 +

1

2

)(
1 +

1

3

)
. . .

(
1 +

1

100

)
และ y = −2 + 3− 4 + 5− 6 + . . .+ 199

จงหาผลคณูของ x และ y

โจทยปั์ญหา 2.38. (สอวน คณติ 2565)
กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจรงิ และ a = x+ (x+ 1) + (x+ 2) + . . .+ (x+ 10),
b = 8 + 16 + 24 + . . .+ 80 และ c = 88x

ถา้ 4a2 + b+ c+ 4 = 0 จงหาคา่ของ c (ตอบเป็นจาํนวนเตม็)

โจทยปั์ญหา 2.39. (สอวน คอม 2566)
กาํหนด f เป็นฟังกช์นัเชงิเสน้ทีÉไมข่นานกบัแกน X และแกน Y ทีÉทาํให้

f(1) + f(2) + f(3) + . . .+ f(10) = 140

และ f(f(1)) + f(f(2)) + f(f(3)) + . . .+ f(f(10)) = 310

จงหาคา่ของ f(1)

1. 1 2. 3 3. 5 4. 7
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โจทยปั์ญหา 2.40. (สอวน คณติ 2551)
ให้ f : Z+ ↣ Z ทีÉกาํหนดโดย

f(n) =
n∑

i=1

(−1)i+1i

จงหาจาํนวนเตม็บวก a, b ทีÉ a+ b น้อยทีÉสดุ และ f(a) + f(b) + f(a+ b) = 2008

โจทยปั์ญหา 2.41. (สอวน คณติ 2561)
สาํหรบัจาํนวนนบั n ใดๆ นิยามฟังกช์นั P (n) เป็นผลคณูของเลขโดด ทีÉไมเ่ป็นศนูยข์อง n ใน
ระบบฐานสบิ (ตวัอยา่งเชน่ P (1023) = 1× 2× 3 = 6) จงหาคา่ของ

99∑
n=1

P (n)
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โจทยปั์ญหา 2.42. (สอวน คณติ 2567)
กาํหนดให้ A = {1, 2, . . . , 67} จงหาจาํนวนของสบัเซต H ทั Êงหมดของเซต A โดยทีÉผลบวก
ของสมาชกิทั Êงหมดในเซต H มคีา่เทา่กบั 2272

โจทยปั์ญหา 2.43. (สอวน คณติ 2554)
ให้ n ∈ Z+ กาํหนด E(n) แทน ผลบวกของเลขโดดทีÉเป็นจาํนวนคู่ ทุกจาํนวนทีÉเขยีนแทน n

เชน่ E(21483) = 2 + 4 + 8 = 14 จงหา
100∑
i=1

E(i)
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โจทยปั์ญหา 2.44. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

xf(x) + 2xf (−x) = −1

จงหาวา่
100∑
i=1

f

(
1

i

)
เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.45. (สอวน คณติ 2557)
ให้ f : Z+ → Z ทีÉกาํหนดโดย f(n) เทา่กบั k เป็นจาํนวนเตม็ ทีÉมากทีÉสดุทีÉ 10k เป็นตวัประกอบ
ของ n! จงหาวา่

100∑
i=1

f(i) เทา่กบัเทา่ไร
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

อนุกรมเทเลสโคปิก
กาํหนดให้ a1, a2, a3, . . . , an, . . . เป็นลาํดบับนจาํนวนจรงิ
เราเรยีก

n∑
k=1

an วา่อนุกรมเทเลสโคปิก กต่็อเมืÉอมลีาํดบั b1, b2, b3, . . . , bn, . . . ทีÉทาํให้ a1 = b1

และ
ak = bk − bk−1

สาํหรบัทกุจาํนวนนบั k ทีÉมากกวา่สอง และเราจะไดว้า่
n∑

k=1

an = bn

ตวัอย่างทีÉ 2.8. จงหาคา่ของอนุกรมต่อไปนีÊ

1.
50∑
k=1

1

n(n+ 1)

2.
100∑
k=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)

3.
99∑
k=1

1√
n+ 1 +

√
n

4.
63∑
k=1

√
n+ 1−

√
n√

n(n+ 1)
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โจทยปั์ญหา 2.46. (สอวน คณติ 2550)
ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉกาํหนดโดย f(n) = n3 และ g(n) = f(n+ 1)− f(n)

จงหาคา่ของ 1

10
(g(0) + g(1) + g(2) + . . .+ g(9))

โจทยปั์ญหา 2.47. (สอวน คณติ 2553)
ให้

an+1 =
1

1 +
1

an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, . . . , 2009 และ a1 = 1 จงหา a1a2 + a2a3 + a3a4 + . . .+ a2009a2010
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ฝึกโจทย์ สอวน คณติและคอมจนกวา่จะพชิติภเูขาลกูนั Êน ชดุทีÉ 2 : เลม่แบบฝึกหดั

โจทยปั์ญหา 2.48. (สอวน คณติ 2553)
ให้ a เป็นจาํนวนเตม็บวก กาํหนดให้ f(1) = a และ

f(1) + f(2) + f(3) + . . .+ f(n) = n2f(n)

เมืÉอ n > 1 จงหาคา่ a ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทาํให้ f(100) เป็นจาํนวนเตม็

โจทยปั์ญหา 2.49. (สอวน คณติ 2560)
ให้ f : N → R เป็นฟังกช์นัทีÉนิยามโดย f(1) = 2017 และ

f(1) + f(2) + f(3) + . . .+ f(n) = n2f(n)

สาํหรบัทกุจาํนวนเตม็บวก n ≥ 2 จงหาคา่ของ 1

f(2017)
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จงใชข้อ้มลูต่อไปนีÊในการตอบโจทยปั์ญหา 2.50 ถงึโจทยปั์ญหา 2.53
ให้ f : Z+ → Z ทีÉกาํหนดโดย

f(n) =
n∑

i=1

(i+ 1)! · i2

และให้ Xn = {p ∈ Z+|p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ p หาร f(n)− 2 ลงตวั}
และ Ym = {n ∈ Z+

∣∣|Xn| = m}

โจทยปั์ญหา 2.50. (สอวน คณติ 2558)
ให้ N = f(4) จงหาผลบวกของเลขโดดทีÉเขยีนแทน N

โจทยปั์ญหา 2.51. (สอวน คณติ 2558)
จงหา |X600|
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โจทยปั์ญหา 2.52. (สอวน คณติ 2558)
จงเขยีน Y80 แบบแจกแจงสมาชกิ

โจทยปั์ญหา 2.53. (สอวน คณติ 2558)
จงหา

20∑
i=11

|Yi|
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โจทยปั์ญหา 2.54. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f : Q → Q ทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

f(xy) = f(x)f(y)− f(x+ y) + 1

สาํหรบัทกุ ๆ x, y ∈ Q และ f(1) = 2 จงหาวา่ f(10) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.55. (สอวน คณติ 2558)
ให้ f : Z → Z ทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ

f(x+ y) = f(x) + f(y)− 5

สาํหรบัทกุ ๆ x, y ∈ Z และ f(1) = 10 จงหาวา่ f(10) เทา่กบัเทา่ไร

โจทยปั์ญหา 2.56. (สอวน คณติ 2543)
กาํหนดให้ f, g, h เป็นฟังกช์นับนจาํนวนจรงิซึÉง

f(x) = x3 − 1, g(x) = x3 + 1 และ h(x) =
f(x)

g(x+ 1)

กาํหนดให้ a = h(100), b =
1 + 3 + 5 + . . .+ 99

2 + 4 + 6 + . . .+ 100

และ c =
1

1× 2
+

1

2× 3
+

1

3× 4
+ . . .+

1

99× 100
คา่ของ ⌈a⌉+ ⌊b⌋+ ⌈c⌉ มคีา่เทา่ไร
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