
 ปญญาประดิษฐ (Artificial Intelligence หรือ AI) เขามามีบทบาทในโลกของการเรียนรูโดยเฉพาะ
ทางดานคณิตศาสตรและการคำนวณ หนังสือเลมน้ีจัดทำข้ึนเพ่ือชวยใหผูอานไดเขาใจในแนวคิดของวิธีเชิงตัวเลข
ในเวลาอันส้ัน วิธีเชิงตัวเลขเปนวิชาบังคับในหลายสาขาทางวิศวกรรมศาสตรและวิทยาศาสตร เพราะเปนองคความรู
พื้นฐานฝงตัวอยูในซอฟตแวรระดับสูงที่ใชกันอยางแพรหลายในภาคอุตสาหกรรมและการวิจัยพัฒนา

 เนื้อหาภายในประกอบดวยวิธีแกระบบสมการทางพีชคณิต (algebraic equations) ทั้งแบบเชิงเสน 
(linear) และไมเชิงเสน (nonlinear) การหารากของสมการอดิศัย (roots of transcendental equations) 
การประมาณคาระหวางชวง (interpolation) การถดถอยแบบกำลังสองนอยสุด (least squares) การอินทิเกรต
(integration) การหาคาอนุพันธ (differentiation) การแกสมการเชิงอนุพันธ (differential equation) 
วิธีผลตางสืบเน่ือง (finite difference method) วิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) และวิธีไฟไนตวอลุม
(finite volume method) ในแตละบทประกอบไปดวยทฤษฎีอยางสังเขปที่สามารถทำความเขาใจไดโดยงาย 
จากนั้นจึงนำเสนอการแกปญหาดวยตัวอยางผานกระบวนการใช AI ที่สามารถใหผลลัพธไดทันทีบนหนาจอ
คอมพิวเตอร

 AI กำลังกลายเปนเครื่องมือที่หลีกเลี่ยงไมไดในโลกการศึกษา โดยเฉพาะในยุคที่การเรียนรูตองเกิดขึ้น
อยางรวดเร็วและยืดหยุนมากขึ้น ความเขาใจในการใช AI อยางถูกตองพรอมความรูในทฤษฎีของวิธีเชิงตัวเลข
จะเปดโอกาสใหมในการเรียนรูที่ลึกกวาเดิม มีประสิทธิภาพกวาเดิม และชวยใหผูเรียนสามารถตอยอดความรู
ไปสูการแกปญหาดวยวิธีเชิงตัวเลขในระดับสูงได
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ค าน า 
ในปัจจุบนั ปัญญาประดิษฐ์ (Artificial Intelligence หรือ AI) ช่วยแก้ปัญหาใน

วิชาวิธีเชิงตวัเลข (numerical methods) ท่ีเรียนกนัในระดบัอุดมศึกษาไดโ้ดยสะดวก วิชาวิธี
เชิงตวัเลขมีความส าคญัเพราะเป็นวิชาพื้นฐานเพื่อต่อยอดในการศึกษาวิธีการค านวณชั้นสูงซ่ึง
ฝังตวัอยูใ่นซอฟตแ์วร์ท่ีใชก้นัในภาคอุตสาหกรรม หนงัสือ วิธีเชิงตัวเลขด้วย AI  เล่มน้ีอธิบาย
แนวคิดในแต่ละวิธีโดยสังเขปเพื่อก่อให้เกิดความเขา้ใจในภาพรวมไดโ้ดยง่าย แลว้จึงใช้ AI

แสดงขั้นตอนการค านวณพร้อมหาผลลพัธ์ให้ ผูศึ้กษาจึงสามารถเขา้ใจในวิธีการนั้นไดใ้นเวลา
อนัสั้น อีกทั้งยงัสามารถตรวจสอบความถูกของผลลพัธ์ท่ีเกิดข้ึนจาก AI ไดด้ว้ย

เน้ือหาในหนังสือ วิธีเชิงตัวเลขด้วย AI  เล่มน้ีได้แต่งข้ึนให้มีความกระชับและมี
จ านวนหนา้นอ้ยเพื่อจ าหน่ายในราคาต ่า ผูใ้ชซ้อฟตแ์วร์การค านวณระดบัสูงสามารถซ้ือศึกษา
ได้สะดวก ท าให้เกิดความเข้าใจในวิธีการท่ีฝังตวัอยู่ในซอฟต์แวร์ระดับสูง ซ่ึงซอฟต์แวร์
ระดบัสูงมกัไม่ไดอ้ธิบายรายละเอียดของท่ีมาท่ีไป

ผูเ้ขียนขอขอบคุณส านักพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย ท่ีให้การสนับสนุน
ในการจดัพิมพแ์ละเผยแพร่หนงัสือเล่มน้ี เพื่อส่งเสริมความรู้ความเขา้ใจในการใช้ AI ในวิธี
เชิงตัวเลข และหวงัเป็นอย่างยิ่งว่า หนังสือเล่มน้ีจะเป็นแรงบันดาลใจให้ผู ้อ่านน า AI

ไปประยกุตใ์ชก้บัวธีิเชิงตวัเลขในระดบัสูงดว้ยความมัน่ใจได้
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***  ข้อพงึระวงัในการใช้ AI  *** 

 

วิธีเชิงตวัเลขเป็นวิชาท่ีตอ้งอาศยัความรู้ความเขา้ใจในคณิตศาสตร์และการค านวณ 
หนงัสือเล่มน้ีไดถู้กออกแบบมาให้เกิดการพฒันาทกัษะเหล่าน้ี ผา่นการอธิบายอยา่งเป็นขั้นเป็น
ตอนเพื่อให้เกิดความเขา้ใจได้อย่างรวดเร็ว ทุกบทประกอบไปดว้ยตวัอย่างซ่ึงแสดงขั้นตอน
ของการแกปั้ญหาท่ีสามารถตรวจสอบค าตอบท่ีเกิดข้ึนจาก AI ได ้ดงันั้น เพื่อให้เกิดการเรียนรู้
ไดอ้ยา่งสัมฤทธ์ิผล ผูศึ้กษาจึงควรระลึกเสมอวา่ 

 ตอ้งพยายามแกปั้ญหาดว้ยตนเองก่อนใช ้AI เพื่อตรวจสอบค าตอบ 

 ตั้งค  าถามกบั AI เพื่อเพิ่มความเขา้ใจในท่ีมาของผลลพัธ์ใหเ้กิดความชดัเจนมากยิง่ข้ึน 

 อยา่ส่งโจทยใ์ห้ AI เพื่อเพียงหาค าตอบ ความเขา้ใจในวิธีต่าง ๆ คือหวัใจของการเรียน
วธีิเชิงตวัเลข 

 อย่าเช่ือถือค าตอบจาก AI ทุกคร้ัง เพราะ AI อาจให้ค  าตอบท่ีผิดได้ ตอ้งตรวจสอบ
ค าตอบเสมอ 

 เรียนรู้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ข้ึนจาก AI เพื่อเพิ่มทกัษะในการประดิษฐ์
โปรแกรมระดับสูง เพราะโปรแกรมส าหรับงานจ าเพาะนั้นมักไม่มีจ  าหน่ายหรือ
จ าหน่ายในราคาสูงมาก  เราจึงตอ้งประดิษฐ์โปรแกรมข้ึนด้วยตนเอง จะเป็นความ
ความภาคภูมิใจและช่วยต่อยอดในการเรียนรู้ไดเ้ป็นอยา่งดี 
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บทที ่

 1 
 
 

ระบบสมการเชิงเส้น 
 

 

1.1   บทน ำ 

วิธีเชิงตวัเลข (numerical method) ท่ีใช้กนัอย่างแพร่หลายเพื่อแก้ปัญหางานทาง
วิทยาศาสตร์และวิศวกรรม ได้แก่ วิธีผลต่างแบบสืบเน่ือง (finite difference method) วิธี 

ไฟไนตเ์อลิเมนต ์(finite element method) และวธีิไฟไนตว์อลุม (finite volume method) วธีิ
เหล่าน้ีแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ (differential equations) ไปเป็นระบบสมการทางพีชคณิต 
(system of algebraic equations) ซ่ึงประกอบไปดว้ยการท าบวก ลบ คูณ และหารของตวัเลข 
จึงสามารถแก้ด้วยการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้ ระบบสมการทางพีชคณิตอาจ
ประกอบไปดว้ยสมการยอ่ยตั้งแต่หลายร้อยไปจนถึงหลายลา้นสมการ ระบบสมการทางพีชคณิต
เช่นน้ีสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบมาตรฐานไดคื้อ 

 
 

 
 

 
 1 1n nn n

A X B
 

  

โดย n  แทนจ านวนสมการ  เมทริกซ์  A  เป็นเมทริกซ์จตุัรัสขนาด ( )n n  ท่ีประกอบดว้ย
สัมประสิทธ์ิต่าง ๆ ซ่ึงเป็นตวัเลขท่ีรู้ค่า  เวกเตอร์  X  เป็นเมทริกซ์แถวตั้งท่ีประกอบดว้ยตวั
ไม่รู้ค่าจ  านวน n ค่า  และเวกเตอร์  B  เป็นเมทริกซ์แถวตั้งเช่นกนัแต่ประกอบดว้ยตวัเลขท่ีรู้
ค่าทั้งหมด n ค่า 



2  วธีิเชิงตวัเลขดว้ย AI 

ในบทน้ีเราจะมาศึกษาวิธีการแก้ระบบสมการทางพีชคณิตท่ีอยู่ในรูปแบบข้างตน้ 
เราจะท าความเขา้ใจในหลกัการของแต่วธีิการก่อนใช ้AI เขา้แกปั้ญหาเดียวกนั การท าเช่นน้ีจะ
ท าให้เราเขา้ใจในภาพรวมของกระบวนการค านวณและสามารถตรวจสอบความถูกตอ้งของ
ผลลพัธ์ท่ีเกิดข้ึนจาก AI ได ้วิธีการแกร้ะบบสมการ A X = B เพื่อให้ไดม้าซ่ึงผลลพัธ์ทา้ยสุดน้ี
ประกอบไปดว้ย 2 แนวทางหลกั คือ (1) วิธีการแกโ้ดยตรง (direct method) และ (2) วิธีการ
แก้ด้วยกระบวนการท าซ ้ า (iterative method) เน่ืองจากวิธีการเหล่าน้ีสามารถใช้แก้ระบบ
สมการท่ีมีจ านวนนอ้ยไปถึงมากได ้เราจะใชต้วัอยา่งของระบบสมการซ่ึงประกอบไปดว้ยเพียง 
3 สมการยอ่ย เพราะสามารถท าใหเ้ราเขา้ในในวธีิการต่าง ๆ ไดอ้ยา่งชเัดจน ซ่ึงคือ 

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 1

2 1 8 0

x

x

x

      
    

      
         

 

ผลลพัธ์ของระบบสมการทั้งสามน้ีคือ 1 3x  , 2 2x   และ 3 1x   

 

1.2   กฎของครำเมอร์ 

การใช้กฎของคราเมอร์ (Cramer’s rule) เป็นวิธีท่ีใช้เม่ือระบบสมการประกอบไป
ดว้ยสมการยอ่ยจ านวนนอ้ยมาก หลกัการของวธีิน้ีคือตวัไม่รู้ค่า ix  สามารถหาไดโ้ดยตรงจาก 

 
 

 

det

det

i
i

A
x

A
  

โดย  det A  เป็นค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์  A  และ  det iA  เป็นค่าดีเทอร์มิแนนต์ 
ของเมทริกซ์  A  หลงัจากท่ีเมทริกซ์  A  น้ีไดเ้ปล่ียนค่าในแนวแถวตั้ง i ดว้ยค่าในเวกเตอร์ 
{ }B  แล้ว การหาผลลพัธ์ด้วยวิธีคราเมอร์โดยใช้สมการขา้งตน้น้ี เราสามารถใช้ ChatGPT 

แสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัตวัอยา่งต่อไปน้ี 

ตวัอยา่ง  จงใชก้ฎของคราเมอร์ในการแกร้ะบบสมการต่อไปน้ี 
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x
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เม่ือเราใช ้ChatGPT เราเพียงพิมพล์งไปวา่ 
Given [A] = [4  -2  -1; -3  6  -2; -2  -1  8], {B} = [7; 1; 0] and {X} = [x1; x2; x3] 

Use Cramer’s Rule to solve for {X}. Show the step-by-step derivation in detail. 

ChatGPT จะแสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

We will use Cramer’s Rule to solve AX = B, 

Given:                      

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 , 1 , .

2 1 8 0

x

A B X x

x

      
     

    
     
           

 

1) Compute det A 

Expand along row 1 (cofactors ( 1)i j

ij ijC M  ): 

 11 11

6 2
   48 2  46      46

1 8
 M C


      


 

 12 12

3 2
   24 4  28     ( 28)    28

2 8
M C

 
           


 

 13 13

3 6
   3 ( 12)  15     15

2 1
  M C


       

 
 

det A   4(46) ( 2)(28) ( 1)(15)  184 56 15  113.          

2) Matrix A
1
 (replace col 1 by B) and det A

1
 

1

7 2 1

1 6 2 .

0 1 8

A

  
 

 
 
  

 

Expand down column 1 (has a zero): 

 11

6 2
   46    7 · 46  322

1
 

8
C


    


 

 21

2 1
   ( 16 1)  17    1 · 17  17

1 8
 C

 
         


 

det A
1
  322 17  339.    

3) Matrix A
2
 (replace col 2 by B) and det A

2
 

2

4 7 1

3 1 2 .

2 0 8

A

 
 

  
 
  
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Expand down column 2 (has a zero): 

 12

3 2
   ( 24 4)  28    7 · 28  196

2 8
 C

 
         


 

 22

4 1
   32 2  30    1 · 30  30

2 8
 C


      


 

det A
2

 196 30   226.    

4) Matrix A
3
 (replace col 3 by B) and det A

3 

3

4 2 7

3 6 1 .

2 1 0

A

 
 

 
 
   

 

Expand down column 3 (has a zero): 

 13

3 6
   3 ( 12)  15    7 · 15  105 

2 1
C


       

 
 

 23

4 2
   ( 4 4)  8    1 · 8  8

2 1
 C


         

 
 

det A
3  105 8  113.    

5) Solve for 1 2 3, ,x x x  

31 2
1 2 3

detdet det339 226 113
     3,      2,      1.

det 113 det 113 det 113

AA A
x x x

A A A
           

3

  2

1

X

 
 


 
  

 

 ถึงแมต้วัอยา่งขา้งตน้แสดงให้เห็นวา่ การใชก้ฎของคราเมอร์เป็นวิธีการหาค่าผลลพัธ์
ท่ีง่ายก็จริง แต่วิธีการน้ีกลบัไม่ใช้กนัในทางปฏิบติั ทั้งน้ีเน่ืองจากเวลาท่ีใช้ในการค านวณนั้น
มากกวา่วธีิอ่ืน ๆ ท่ีจะน าเสนอต่อไปมาก  จ  านวนคร้ังของการท าบวก ลบ คูณ หารตวัเลขดว้ยการ
ใช้กฎของคราเมอร์มีประมาณ ( 1) ( 1)!n n    คร้ังโดย n แทนจ านวนสมการ หากระบบ
สมการประกอบดว้ยสมการยอ่ยเพียง 100 สมการ จะเกิดการท าบวก ลบ คูณ หารกนัถึงประมาณ 
10157 คร้ัง ซ่ึงเป็นจ านวนมหาศาลจึงไม่ใชแ้กปั้ญหาในทางปฏิบติักนั ในหวัขอ้ยอ่ยต่อไป เราจะ
ศึกษาการแกร้ะบบสมการดว้ยวิธีการก าจดัแบบเกาส์ ซ่ึงใชจ้  านวนคร้ังของการท าบวก ลบ คูณ 



บทท่ี 1 ระบบสมการเชิงเสน้   5 

หาร ตกประมาณ 3 2(2 3) (3 2)n n  (7 6)n  คร้ัง กล่าวคือ หากระบบสมการประกอบด้วย
สมการยอ่ย 100 สมการ ก็จะมีการท าบวก ลบ คูณ หารเพียงประมาณ 700,000 คร้ัง เท่านั้น 

 

1.3   วธีิกำรก ำจดัแบบเกำส์ 

วิธีการก าจดัแบบเกาส์ (Gauss elimination method) จดัไดว้่าเป็นวิธีแก้ระบบ
สมการท่ีไดรั้บความนิยมมากวิธีหน่ึง  เป็นวิธีท่ีมกัใชใ้นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ขนาดใหญ่ซ่ึง
ใช้แก้ปัญหาทางวิศวกรรมศาสตร์และวิทยาศาสตร์โดยทั่วไป  วิธีการก าจัดแบบเกาส์ใน
ภาพรวม สามารถแบ่งออกเป็น 2 ขั้นตอน ไดด้งัน้ี 

(ก) การก าจดัไปข้างหน้า (forward elimination)   หากเรามีระบบสมการท่ี
ประกอบดว้ย 3 สมการยอ่ย ดงัน้ี 

 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
    

    
         

  

การก าจดัไปขา้งหนา้เป็นการเปล่ียนระบบสมการตั้งตน้ให้ไปอยูใ่นรูปแบบซ่ึงเมทริกซ์จตุัรัส
ทางดา้นซ้ายของสมการกลายเป็นเมทริกซ์ท่ีประกอบดว้ยค่าท่ีเป็นศูนยต์ลอดแถบล่างซ้ายของ
เมทริกซ์นั้น ดงัน้ี 

 

11 12 13 1 1

22 23 2 2

33 3 3

0

0 0

a a a x b

a a x b

a x b

     
          
          

  

โดยเคร่ืองหมายไพร์ม (prime) ของสัมประสิทธ์ิแสดงถึงสัมประสิทธ์ินั้ นเป็นค่าใหม่ซ่ึง
เปล่ียนแปลงไปจากค่าเดิม 

 (ข) การแทนค่ายอ้นกลับ (back substitution) เม่ือจดัระบบสมการให้อยู่ใน
รูปแบบของระบบสมการใหม่ได้แล้ว จึงเป็นการง่ายในการค านวณหาค่า ix  โดยเร่ิมจาก
สมการทา้ยสุดก่อน  แลว้ท าไล่ยอ้นกลบัข้ึนไปเพื่อหาค่า ix  ทีละสมการ ดงัน้ี 

3 3 33  x b a   

 2 2 23 3 22  x b a x a     
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 1 1 12 2 13 3 11  x b a x a x a    

ตวัอยา่ง  จงใชว้ธีิการก าจดัแบบเกาส์ในการแกร้ะบบสมการต่อไปน้ี 

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 1

2 1 8 0

x

x

x

      
    

      
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เม่ือเราใช ้ChatGPT เราเพียงพิมพล์งไปวา่ 

Given [A] = [4  -2  -1; -3  6  -2; -2  -1  8], {B} = [7; 1; 0] and {X} = [x1; x2; x3] 

Use Gauss Elimination Method to solve for {X}.  Show the step- by- step 

derivation in detail. 

ChatGPT จะแสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

Let’s solve Ax B  by Gaussian Elimination Method. 

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 , 1 , .

2 1 8 0

x

A B x x

x

      
     

    
     
           

 

1) Set up the augmented matrix and do forward elimination: 

4 2 1 7

3 6 2   1

2 1 8 0

   
 
  
   

 

Use the pivot 11 4a   to eliminate below it. 

2 2 1

3
:

4
R R R            

3 3 9 2521 11
2 2 4 4 2 4 4

 3 3, 6 ,   2   |      1  0, ,     |[ ] R            

1
3 3 12

:R R R             

7 15 71
3 2 2 2 2

 2 2, 1 1, 8   | 0  0,        2,    |    [ ] R              

Now:                                   9 2511
2 4 4

15 7
2 2

4 2 1 7

0   

0 2

  
 

 
  

 

Use the pivot 9
22 2

a   to eliminate 32a . 

Factor 
2 4

9 / 2 9


    and 4 4

3 2 3 29 9
3 :( )R R R R R      
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 New 94
32 9 2

2 · 0a      (as intended) 

 New 15 15 1134 11 11
33 2 9 4 2 9 18

·( )a        

 New RHS 7 25 7 25 1134
2 9 4 2 9 18

·      

So:                                          9 2511
2 4 4

113 113
18 18

4 2 1 7

0   

0 0

  
 

 
 
 

 

2) Back substitution 

From row 3: 

3 3

113 113
1.

18 18
x x    

From row 2: 

2 3 2 2 2

9 11 25 9 11 25 9 36
9 2.

2 4 4 2 4 4 2 4
x x x x x           

From row 1: 

1 2 3 1 1 1

3

4 2 7 4 4 1 7 4 12 3.       2

1

x x x x x x x

 
 

           
 
  

 

 

1.4   วธีิของเกำส์-ชอร์ดอง 

วิธีของเกาส์-ชอร์ดอง (Gauss-Jordan method) เป็นวิธีท่ีขยายผลจากวิธีการก าจดั
แบบเกาส์ไปอีกต่อหน่ึง ยกตวัอย่างเช่น หากเรามีระบบสมการซ่ึงประกอบไปดว้ย 3 สมการ
ยอ่ย ดงัน้ี 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
    

    
         

 

เร่ิมจากการก าจดัไปขา้งหน้าในท านองเดียวกนักบัท่ีใช้ในวิธีการก าจดัแบบเกาส์ โดยเปล่ียน
ระบบสมการข้างต้นให้ไปอยู่ในรูปแบบซ่ึงเมทริกซ์จัตุรัสทางด้านซ้ายของระบบสมการ
ประกอบดว้ยสัมประสิทธ์ิท่ีมีค่าเป็นศูนยต์ลอดแถบล่างซ้ายและแถบบนขวาของเมทริกซ์ และ
มีค่าเป็นหน่ึงตลอดแนวทแยงมุมหลกัของเมทริกซ์นั้น ดงัน้ี 
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1 1

2 2

3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

x b

x b

x b







   
    

    
         

 

ซ่ึงก่อใหเ้กิดผลลพัธ์โดยทนัที คือ 
1 1

2 2

3 3

x b

x b

x b







  
   

   
   
   

 

ตวัอยา่ง  จงใชว้ธีิของเกาส์-ชอร์ดองเพื่อแกร้ะบบสมการต่อไปน้ี 

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 1

2 1 8 0

x

x

x

      
    

      
         

 

เม่ือเราใช ้ChatGPT เราเพียงพิมพล์งไปวา่ 

Given [A] = [4  -2  -1; -3  6  -2; -2  -1  8], {B} = [7; 1; 0] and {X} = [x1; x2; x3] 

Use Gauss Elimination Method to solve for {X}. Show the step-by-step 

derivation in detail. 

ChatGPT จะแสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

We are solving the linear system:                    AX = B 

where:           

1

2

3

4 2 1 7

3 6 2 , 1 ,

2 1 8 0

x

A B X x

x

      
     

    
     
           

 

Using the Gauss-Jordan Elimination Method, we augment matrix A with column B 

and reduce it. 

Step 1: Write the augmented matrix [A | B] 

4 2 1 7

3 6 2   1

2 1 8 0

   
 
  
   

 

Step 2: Make the pivot of Row 1 a 1 (means taking the first non-zero number (called 

the pivot) in Row 1, and scaling the entire row so that this number becomes 1) 

Divide Row 1 by 4: 
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 
1 1

1

4
R R          

1 0.5 0.25 1.75

3 6 2   1

2 1 8 0

   
 
  
   

 

Step 3: Eliminate elements below pivot in column 1 

 2  2  1   3R R R    

 3  3  1   2R R R    

 

1 0.5 0.25 1.75

0 4.5 2.75   6.25

0 2 7.5 3.5

   
 

 
  

 

Step 4: Make the pivot of Row 2 a 1 (means taking the first non-zero number (pivot) 

in Row 2, and scaling (dividing) the entire row so that this number becomes 1) 

Divide Row 2 by 4.5: 

 2 14.5 2R R          

1 0.5 0.25 1.75

0 1 0.6111  1.3889

0 2 7.5 3.5

   
 

 
  

 

Step 5: Eliminate above and below pivot in column 2 

 1 2  1   0.5R R R    

 3 3 2     2R R R    

 

 

1 0 0.5556 2.4444

0 1 0.6111  1.3889

0 0 6.2778 6.2778

  
 

 
 
 

 

Step 6: Make pivot of Row 3 a 1 (means taking the first non-zero number (called 

the pivot) in Row 3 and dividing entire row by that number to make it equal to 1) 

 3  316.2778R R                 

1 0 0.5556 2.4444

0 1 0.6111  1.3889

0 0 1 1

  
 

 
 
 

 

Step 7: Eliminate above pivot in column 3 

 1 1 3  0.5556R R R    

 2 2 3  0.6111R R R    

 

 

1 0 0 3

0 1 0   2

0 0 1 1

 
 
 
 
 

 

Final Solution:          

1

2

3

3

  2

1

x

x

x

   
   


   
      

 

Answer:            1 2 33, 2, 1x x x    
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1.5   วธีิกำรท ำเมทริกซ์ผกผนั 

การหาเมทริกซ์ผกผนั (matrix inverse) จากเมทริกซ์ท่ีก าหนดให้ สามารถท าได้
ง่ายโดยผา่นวธีิของเกาส์-ชอร์ดอง สมมุติวา่เรามีเมทริกซ์ขนาด (3×3) ดงัน้ี 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
  

 

และตอ้งการเมทริกซ์ผกผนั  
1

A
  เราเร่ิมจากความสัมพนัธ์ท่ีวา่ 

 
 

 
 

 
 

1

3 3 3 3 3 3

A A I


  

  

โดย  I  แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ (identity matrix) และหากก าหนดให้เมทริกซ์ผกผนัน้ี
ประกอบดว้ยเมทริกซ์แถวตั้ง 3 แถว ดงัน้ี 

 
 

 
 

 
 

  
 

1

1 2 3
3 3 3 1    3 1 3 1     

A X X X


  

  

แลว้แทนกลบัลงในสมการขา้งตน้ จะได ้

 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 31 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a a a x x x

a a a x x x

a a a x x x

          
         

         
                  

  

ซ่ึงก็มีความหมายในท านองท่ีว่า เราจะแก้ระบบสมการน้ีถึง 3 คร้ัง นั่นคือ เปรียบเสมือนมี
เวกเตอร์ทางดา้นขวาถึง 3 ชุด ดงัน้ี 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 0 0

0 , 1 , 0

0 0 1

a a a x

a a a x

a a a x

         
        

        
                 

 

เน่ืองจากระบบสมการน้ีประกอบดว้ยเวกเตอร์ทางดา้นขวาท่ีแตกต่างกนั แต่มีเมทริกซ์จตุัรัส
เพียงเมทริกซ์เดียวทางดา้นซ้ายของสมการ  ดงันั้น เราสามารถใชว้ิธีเกาส์-ชอร์ดองเพื่อท าการ
ก าจดัไปขา้งหนา้ไปไปโดยพร้อมกนัทั้ง 3 เวกเตอร์  ดงัท่ีจะแสดงในตวัอยา่งต่อไปน้ี 
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ตวัอยา่ง  จงหาเมทริกซ์ผกผนั  
1

A
  ของเมทริกซ์ 

4 2 1

3 6 2

2 1 8

A

  
 

  
 
   

 

เม่ือเราใช ้ChatGPT เราเพียงพิมพล์งไปวา่ 

Given [A] = [4  -2  -1; -3  6  -2; -2  -1  8]. Find the inverse [A]. Show the step-

by-step derivation in detail. 

ChatGPT จะแสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

To find the inverse of matrix: 

4 2 1

3 6 2

2 1 8

A

  
 

  
 
   

 

We will use the Gauss-Jordan elimination method by transforming [ ]A I∣  into 
1[ | ]I A . 

Step 1: Form the augmented matrix [ ]A I∣  

      

4 2 1 1 0 0

3 6 2   0 1 0

2 1 8 0 0 1

   
 
  
   

 

Step 2: Make the pivot of Row 1 equal to 1 

Divide Row 1 by 4: 

1 1   
1

4
R R                       

1 1 1
1 0 0

2 4 4

3 6 2   0 1 0

2 1 8 0 0 1

 
  

 
  
  
 
 

 

 

Step 3: Eliminate entries below the pivot (column 1) 

2 2 1 3 ·  R R R          and        3 3 1 2 ·  R R R   



12  วธีิเชิงตวัเลขดว้ย AI 

Updated matrix:                      

1 1 1
1 0 0

2 4 4

9 11 3
0   1 0

2 4 4

15 1
0 2 0 1

2 2

 
  

 
 
 
 
 
  

 

Step 4: Make pivot of Row 2 = 1 

Divide Row 2 by 
2 2

9 2
    

2 9
R R   

So:                                          

1 1 1
1 0 0

2 4 4

11 1 2
0 1   0

18 6 9

15 1
0 2 0 1

2 2

 
  

 
 
 
 
 
  

 

Step 5: Eliminate above and below pivot in column 2 

Row 1: 
1 1 2 

1
 

2
R R R          and        Row 3: 3 3 22  R R R   

Updated matrix:                     

5 1 1
1 0 0

9 3 9

11 1 2
0 1   0

18 6 9

91 5 4
0 0 1

18 6 9

 
 

 
 
 
 
 
  

 

Step 6: Make pivot of Row 3 = 1 

3 3

1
 

8
 
91

R R   

New Row 3:                          
15 8 18

0 0 1 |
91 91

 
91

 
 
 

 

Step 7: Eliminate above (column 3) 

Row 1: 
1 1 3 

5
 

9
R R R          and        Row 2: 

2 2 3

1
 

18
 

1
R R R   
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Final augmented matrix:       

116 131 10
1   0   0

273 819 91

64 10 18
0   1   0

273 91 91

15 8 18
0   0   1

91 91 91

 
 
 
 
 
 
 
  

 

Final Answer: 

The inverse of A is:                    1

116 131 10

273 819 91

64 10 18

273 91 91

15 8 18

91 91 91

A

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

1.6   วธีิกำรแยกแบบแอลยู 

วธีิการแยกแบบแอลย ู(LU decomposition method) เป็นอีกวธีิหน่ึงท่ีนิยมใช้เพื่อ
แกร้ะบบสมการส าหรับปัญหาในทางปฏิบติั แนวความคิดของวิธีน้ีสามารถท าความเขา้ใจได้
ง่าย โดยเร่ิมจากระบบสมการท่ีตอ้งการแก ้

      A X B   

ขั้นตอนแรกคือการแยกเมทริกซ์  A  ออกเป็นผลคูณระหวา่ง 2 เมทริกซ์  L  และ  U  ดงัน้ี 
      A L U   

ยกตวัอยา่งเช่น หากเรามีเพียง 3 สมการยอ่ย รายละเอียดภายในของเมทริกซ์เหล่าน้ี คือ 

 

     

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

0 0 1

0 0 1

0 0 1

a a a u u

a a a u

a a a

UA L

     
     


     
         

  

กล่าวคือ เมทริกซ์  L  เป็นเมทริกซ์ท่ีมีค่าสัมประสิทธ์ิตลอดแถบบนขวาเป็นศูนย์หมด 
ในขณะท่ีเมทริกซ์  U  เป็นเมทริกซ์ท่ีมีค่าสัมประสิทธ์ิตลอดแถบล่างซา้ยเป็นศูนยห์มด หาก
แทนเมทริกซ์  A  กลบัลงในสมการตั้งตน้ จะได ้
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       

 

 L U X B

Y

   

ดงันั้น เราจึงสามารถแกร้ะบบสมการ 

      L Y B   

ก่อน ดว้ยการแทนค่าแบบไปขา้งหนา้ (forward substitution) เพื่อหาเวกเตอร์  Y  ได ้แลว้
จากนั้นจึงแกร้ะบบสมการ 

      U X Y   

ดว้ยการแทนค่าแบบยอ้นกลบั (backward substitution) เพื่อหาผลลพัธ์ของเวกเตอร์  X ท่ี
ตอ้งการ 

จากค าอธิบายน้ี เราจะเห็นไดว้า่ การแกร้ะบบสมการ      A X B  ดว้ยวิธีแยก
แบบแอลยนูั้นประกอบดว้ย 3 ขั้นตอนหลกั คือ 

  (ก) ท าการแยกเมทริกซ์  A  ใหเ้ป็นผลคูณระหวา่งเมทริกซ์    L U  

(ข) แกร้ะบบสมการ      L Y B  ดว้ยการแทนค่าแบบไปขา้งหน้าเพื่อหา
เวกเตอร์  Y  

  (ค) แก้ระบบสมการ      U X Y  ด้วยการแทนค่าแบบยอ้นกลับเพื่อหา
ผลลพัธ์เวกเตอร์  X  

อน่ึง หากเราพิจารณาการแยกของเมทริกซ์  A  ออกเป็นเมทริกซ์  L  และ  U  
ดงัแสดงในสมการขา้งตน้  เราพบว่าสัมประสิทธ์ิตลอดแนวทแยงมุมหลกัของเมทริกซ์  L  
นั้นเป็นตวัเลขค่าใด ๆ ในขณะท่ีสัมประสิทธ์ิตลอดแนวทแยงมุมหลกัของเมทริกซ์  U  นั้น
ต่างมีค่าเท่ากบัหน่ึง การจดัรูปแบบเมทริกซ์  L  และ  U  ในลกัษณะเช่นน้ี เรียกวา่เป็นการ
จดัของเคราท์ (Crout)  แต่ในทางกลบักนั หากสัมประสิทธ์ิตลอดแนวทแยงมุมหลกัของเมท
ริกซ์  L  มีค่าเท่ากบัหน่ึงโดยสัมประสิทธ์ิตลอดแนวทแยงมุมหลกัของเมทริกซ์  U  นั้นเป็น
ตัวเลขค่าใด ๆ การจัดรูปแบบเมทริกซ์ในลักษณะหลังน้ีเรียกว่าเป็นการจัดของดูลิตเติล 
(Doolittle) การจดัรูปแบบทั้งสองวธีิน้ีน าไปสู่ผลลพัธ์ของเวกเตอร์  X  เดียวกนั  
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ตวัอยา่ง  จงใชว้ธีิการแยกแบบแอลยเูพื่อแกร้ะบบสมการต่อไปน้ี 
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เม่ือเราใช ้ChatGPT เราเพียงพิมพล์งไปวา่ 

Given [A] = [4  -2  -1; -3  6  -2; -2  -1  8], {B} = [7; 1; 0] and {X} = [x1; x2; x3] 

Use LU Decomposition Method ( Crout Method)  to solve for {X}.  Show the 

step-by-step derivation in detail. 

ChatGPT จะแสดงขั้นตอนการค านวณเพื่อหาผลลพัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

We will use the Crout’s LU Decomposition (lower-triangular L with non-unit 

diagonal, and unit upper-triangular U) so that 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 1

, 0 , 0 1 .

0 0 1

u u

A LU L U u

   
   

  
   
      

 

4 2 1 7

3 6 2 ,     1 .

2 1 8 0

 A B

    
   

   
   
       

  

1) Crout factorization A=LU 

Crout formulas (column by column): 
1 1

1 1

1
, ( ), , ( ).

j i

ij ij ik kj ij ij ik kj
k kii

a u i j u a u i j
 

 

 
      

 
   

Column j=1: 

11 11 21 21 31 314, 3, 2.a a a         

 1312 1 1
12 132 4

11 11

2 1
, .

4 4

aa
u u

 
         

Column j=2: 

  3 91
22 22 21 12 2 2 2

6 ( 3) 6 ,a u          

 1
32 32 31 12 2

1 ( 2) 1 1 2.a u              

31
23 21 13 4 4 11

23 18

22

2 ( 3)( ) 2 11/ 4
.

9 / 2 9 / 2 9 / 2

a u
u

      
       
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