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คาํนํา 
ปัญญาประดิษฐ์ (Artificial Intelligence หรือ AI) ไดเ้ขา้มามีบทบาทสําคญัใน

แวดวงการศึกษา โดยเฉพาะในดา้นคณิตศาสตร์และการคาํนวณดว้ยคอมพิวเตอร์ ปัจจุบนั AI

สามารถแกโ้จทยแ์คลคูลสัและสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ยวธีิคณิตศาสตร์เชิงสัญลกัษณ์ตามขัÊนตอน
ทีÉเราคุน้เคยจากห้องเรียน พร้อมทัÊงสร้างโปรแกรมทีÉแสดงผลลพัธ์และกราฟออกมาไดอ้ย่าง
รวดเร็วทัÊงมีสีสวยงาม

อย่างไรก็ตาม AI มักระบุไวล่้วงหน้าว่าผลลัพธ์อาจมีความคลาดเคลืÉอน ซึÉ ง
ก่อใหเ้กิดความกงัวลวา่ นกัศึกษาอาจใช ้AI หาคาํตอบโดยไม่เขา้ใจหลกัการเบืÊองหลงั หนงัสือ
“แคลคูลัสและสมการเชิงอนุพันธ์ด้วย AI”  จึงจดัทาํขึÊนเพืÉอเสริมสร้างความตระหนกัรู้ในการ
ใช ้AI อยา่งมีวิจารณญาณ โดยนาํเสนอวิธีการแกปั้ญหาทางคณิตศาสตร์ดว้ยวิธีมาตรฐานก่อน 
แลว้จึงเปรียบเทียบกบัการใช ้AI ในการแกปั้ญหาเดียวกนัดว้ยคาํสัÉงสัÊน ๆ

วิธีนีÊ ช่วยให้ผูอ่้านสามารถตรวจสอบความถูกตอ้งของผลลพัธ์ทีÉไดจ้าก AI และ
เขา้ใจขัÊนตอนการคิดอยา่งเป็นระบบ ขณะเดียวกนัยงัเห็นถึงศกัยภาพของ AI ในการสนบัสนุน
การเรียนรู้และการแกปั้ญหาไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพในเวลาอนัรวดเร็ว

ผูเ้ขียนขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ทีÉใหก้ารสนบัสนุนใน
การจดัพิมพ์และเผยแพร่หนังสือเล่มนีÊ  เพืÉอส่งเสริมความรู้ความเขา้ใจในการใช้ AI ในด้าน
คณิตศาสตร์และการคาํนวณแก่เยาวชนไทย และหวงัเป็นอย่างยิÉงว่า หนังสือเล่มนีÊ จะเป็น
แรงบนัดาลใจใหผู้อ่้านนาํ AI ไปประยกุตใ์ชใ้นระดบัทีÉสูงขึÊนต่อไป

ปราโมทย ์เดชะอาํไพ
สาขาวชิาวศิวกรรมอากาศยาน
คณะวศิวกรรมศาสตร์
จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
2568



***  ข้อพงึระวงัในการใช้ AI  *** 

คณิตศาสตร์เป็นวิชาทีÉตอ้งอาศยัความรู้ความเขา้ใจอยา่งลึกซึÊ งและตอ้งฝึกฝนดว้ย
ตนเอง หนงัสือเล่มนีÊไดถู้กออกแบบมาให้เกิดการพฒันาทกัษะเหล่านีÊ  ผา่นการอธิบายอยา่งเป็น
ขัÊนเป็นตอน ประกอบไปดว้ยตวัอยา่งปัญหาทางคณิตศาสตร์พืÊนฐานและขัÊนตอนการแกปั้ญหา
อยา่งละเอียด ดงันัÊน จึงพึงระลึกเสมอวา่ 

 ใช ้AI เพืÉอตรวจทานคาํตอบ หลงัจากไดล้องแกปั้ญหาดว้ยตนเองแลว้ 
 ขอคาํอธิบายเพิÉมเติมจาก AI เมืÉอเกิดการติดขดัในบางขัÊนบางตอน 
 ฝึกตัÊงคาํถามกบั AI เพืÉอเพิÉมความเขา้ใจในทีÉมาของผลลพัธ์ 
 อย่าส่งโจทย์ให้ AI เพืÉอเพียงหาคาํตอบ การคิดด้วยตนเองคือหัวใจของการเรียน
คณิตศาสตร์ 

 อยา่เชืÉอถือคาํตอบจาก AI ทุกครัÊ งโดยไม่ตรวจสอบ เพราะ AI อาจใหค้าํตอบทีÉผดิได ้
 แบบฝึกหดัทา้ยบทจะช่วยทาํใหเ้กิดความเขา้ใจในคณิตศาสตร์ขึÊนเป็นอยา่งมาก ไม่เป็น
ยาขมอีกต่อไป และทีÉสําคญั พืÊนฐานทางคณิตศาสตร์เหล่านีÊลว้นมีความสําคญัต่อการ
แกปั้ญหาจริงในทางปฏิบติั 
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               บททีÉ 
 1 

 
 

คณติศาสตร์สัญลกัษณ์ด้วย AI 
 
 
 
1.1 บทนํา 
 

  AI (Artificial Intelligence) หรือปัญญาประดิษฐ ์เช่น ChatGPT และ DeepSeek 

ไดเ้ขา้มามีบทบาทต่อการศึกษาคณิตศาสตร์ในปัจจุบนั ความเขา้ใจในคณิตศาสตร์มีความสําคญั
เพราะเป็นสิÉงจาํเป็นในการวิเคราะห์งานทางวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์ จึงเป็นตน้เหตุ
ให้นิสิตนกัศึกษาตามสถาบนัการศึกษาถูกบงัคบัให้เรียนวิชาพืÊนฐานทางคณิตศาสตร์ เช่น วิชา
แคลคูลัส (calculus) วิชาสมการเชิงอนุพนัธ์ (differential equations) รวมทัÊงวิชาอืÉน ๆ ทีÉ
เกีÉยวขอ้งกนั  วิชาเหล่านีÊ อธิบายพืÊนฐานทางคณิตศาสตร์ทีÉจาํเป็นเพืÉอใช้แกปั้ญหาในระดบัสูง
ขึÊนไป  การศึกษาพืÊนฐานทางคณิตศาสตร์เริÉมตัÊ งแต่การทาํความรู้จกัฟังก์ชัน (function) ใน
รูปแบบต่าง ๆ  การหาค่าลิมิต (limit) ของฟังก์ชนัเหล่านีÊ  การหาค่าอนุพนัธ์ (differentiation) 
การอินทิเกรต (integration) ฯลฯ  ซึÉ งต่างมีความซบัซ้อนและจาํเพาะในตวัเอง เป็นผลให้นิสิต
นกัศึกษาตอ้งท่องจาํเพืÉอเตรียมตวัสอบ  แต่ส่วนใหญ่ก็มกัลืมวิธีการเหล่านีÊหลงัจากการสอบได้
เสร็จสิÊนไปแลว้  ในปัจจุบนั AI สามารถใหผ้ลลพัธ์ของปัญหาพืÊนฐานทางคณิตศาตร์เหล่านีÊ ได้
อยา่งรวดเร็ว อยา่งไรก็ตาม ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนจาก AI เหล่านีÊ จาํเป็นตอ้งถูกตรวจสอบว่ามีความ
ถูกตอ้ง และมีขัÊนตอนทีÉมาทีÉไปเป็นอยา่งไร 
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AI ทีÉใช้แกปั้ญหาทางคณิตศาสตร์สัญลกัษณ์ (symbolic mathematics) ซึÉ งเรา
คุ้นเคยกันในชัÊ นเรียนมักตัÊ งอยู่บนซอฟต์แวร์อืÉนอีกต่อหนึÉ ง เช่น AI OpenGPT เรียกใช้
ซอฟต์แวร์ Wolfram Alpha หรือทีÉรู้จกักนัว่า Mathematica ซึÉ งเป็นซอฟตแ์วร์ทีÉไดรั้บความ
เชืÉอถือมาอยา่งยาวนาน ในขณะทีÉ AI อืÉนอาจมีซอฟตแ์วร์เป็นของตนเองหรือเรียกใชซ้อฟตแ์วร์
อืÉน ๆ ดงันัÊน ผูใ้ชจ้าํเป็นตอ้งตรวจสอบความถูกตอ้งของผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนดว้ยตนเอง ยกตวัอยา่ง
เช่น เมืÉอเราใช ้AI เพืÉอให้ไดผ้ลลพัธ์จากการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์สามญั (ordinary differential

equation) เราจะทราบไดอ้ยา่งไรวา่ผลลพัธ์นัÊนถูกตอ้ง วธีิการตรวจสอบจะทาํใหผู้ใ้ช ้AI เขา้ใจ
ถึงทีÉมาทีÉไปของผลลพัธ์นัÊนไดอ้ยา่งชดัเจน ก่อใหเ้กิดความแตกฉานในคณิตศาสตร์มากยิÉงขึÊน 

AI ดังกล่าวข้างต้นสามารถให้ผลลัพธ์ออกมาเป็นสัญลักษณ์ (symbolic) ได้
โดยตรงบนหนา้จอคอมพิวเตอร์ เช่น

3
3

2 xdxx

อนึÉง การแกปั้ญหาต่าง ๆ ในงานทางวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมมกัตอ้งการผลลพัธ์ออกมาเป็น
ตวัเลข ยกตวัอยา่งเช่น หากเราตอ้งการอินทิเกรต

3

0

2 dxx

AI สามารถให้ผลลพัธ์ออกมาเป็นตวัเลขทีÉมีค่าเท่ากบั 9 ไดท้นัที ยิÉงไปกวา่นัÊน หากฟังก์ชนัทีÉ
ตอ้งการอินทิเกรต (integrand) มีความซับซ้อน AI สามารถประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์
ดว้ยภาษาทีÉใชก้นัโดยทัÉวไป เช่น ไพธอน (Python) หรือ แมทแลบ (MATLAB) เพืÉอให้ผูใ้ช้
ทาํการคาํนวณหาผลลัพธ์สุดท้ายบนเครืÉ องคอมพิวเตอร์แบบพกพา (notebook)  ได้อย่าง
สะดวก

1.2  การแก้สมการคณติศาสตร์ด้วย AI 
ในการเรียนวิชาแคลคูลสั เราจาํเป็นตอ้งจาํสูตรหลากหลายเพืÉอใชห้าค่าอนุพนัธ์

และค่าอินทิเกรตของฟังก์ชนั หากเราจาํสูตรต่าง ๆ ไดอ้ยา่งถูกตอ้งและดาํเนินการอยา่งเป็นขัÊน
เป็นตอนดว้ยความระมดัระวงั เราจะไดผ้ลลพัธ์ทีÉถูกตอ้ง ดงัตวัอยา่งต่าง ๆ ต่อไปนีÊ
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ตวัอยา่ง จงหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัหนึÉงของฟังกช์นั 

x
xf cos43  

เราสามารถหาผลลพัธ์ดว้ยการใช ้ChatGPT หรือ DeepSeek ไดโ้ดยง่าย โดยเพียงพิมพว์า่ 
Determine the first derivative of  f = x/(3-4*cos(x)). 

ทัÊง ChatGPT และ DeepSeek จะแสดงวธีิการหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัหนึÉงของฟังกช์นั f  นีÊอยา่ง
เป็นขัÊนเป็นตอนบนหนา้จอคอมพิวเตอร์ ดงันีÊ  
To find the first derivative of the function: 

( )
3 4cos( )

xf x
x

 

we will use the Quotient Rule for differentiation.  The Quotient Rule states that if 

we have a function ( )
( )

u x
v x

, its derivative is: 

2
d u u v uv
dx v v

 

Here, let:  u = x  and  3 4cos( )v x . 

Step 1  Compute u' and v': 

Derivative of u = x is:  ( ) 1du x
dx

 

Derivative of 3 4cos( )v x  is:  (3 4cos( )) 0 4( sin( )) 4sin( )dv x x x
dx

 

Step 2  Apply the Quotient Rule: 
Substituting u, u', v and v' into the Quotient Rule formula: 

2 2
(1)(3 4cos( )) ( )(4sin( ))( )

(3 4cos( ))
u v uv x x xf x

v x
 

Simplify the numerator to obtain the final answer: 

2
3 4cos( ) 4 sin( )( )

(3 4cos( ))
x x xf x

x
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ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉมีความซบัซอ้น 

 g  1863
721tan3tan

23

43

xxx
xxxxx  

ในทาํนองเดียวกนั ค่าอนุพนัธ์อนัดบัหนึÉงสามารถหาไดโ้ดยง่ายดว้ย AI ก่อใหเ้กิดผลลพัธ์คือ 

 dx
dg  76

43tan
6

504tan2
2

2

22 x
x

x
xx  

และค่าอนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์นันีÊ คือ 

6
1tantan2

6
88tan6tan4

6
tan482016

2

2

22

2

322

2

x
xx

x
xxxx

x
xx

dx
gd  

ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนและมีความซับซ้อนเช่นนีÊ สามารถผิดพลาดได้ง่ายหากทาํด้วยมือแบบทีÉเรา
คุน้เคยกนัในชัÊนเรียน 

 
ตวัอยา่ง  กระบวนการอินทิเกรตเป็นอีกแขนงหนึÉ งในการเรียนวิชาแคลคูลสัทีÉทาํให้ผูศึ้กษา
เกิดความไม่สบายใจเพราะตอ้งจาํสูตรและเทคนิคหลาย ๆ อยา่ง  อีกทัÊงไม่เห็นถึงความสําคญั
ของผลลพัธ์ทีÉจะนาํไปใชใ้หเ้กิดประโยชน์ในงานชนิดใดไดบ้า้ง ดงัตวัอยา่งเช่น 

  92x
dx  11 tan  + 

3 3
x C  

โดย C  เป็นค่าคงตวัจากการอินทิเกรต ในกรณีเช่นนีÊ  เราอาจใช้ ChatGPT หรือ DeepSeek 

โดยพิมพล์งไปวา่ 
Integrate dx/(x^2+9). 

ทัÊง ChatGPT และ DeepSeek จะแสดงวธีิทาํบนหนา้จอคอมพิวเตอร์ ดงันีÊ  
To evaluate the integral  2 9

dx
x

, we use the standard formula: 

2 2
1 arctandx x C

x a a a
 

In our case, 2 9a  so a = 3.  Thus, 

2
1 arctan

9 3 3
dx x C

x
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หรืออีกหนึÉ งตวัอย่างทีÉมีความซับซ้อนมากขึÊนไปอีก ทัÊง ChatGPT และ DeepSeek สามารถ
หาผลลพัธ์ใหไ้ดเ้ช่นเดียวกนั ดงันีÊ  

  
2

1
121 xx

dxx  2ln3
13ln2

1  

ตวัอยา่ง คณิตศาสตร์เชิงสัญลักษณ์ใน AI ยงัช่วยแก้ปัญหาอืÉน ๆ ทีÉบุคคลทัÉวไปอาจใช้
เวลานานกวา่จะไดม้าซึÉ งผลลพัธ์ทีÉถูกตอ้ง เช่น หากตอ้งการแฟกเตอร์ (factor) ฟังกช์นั  

   5859157821226 234 xxxxh  

เราสามารถใชซ้อฟตแ์วร์คอมพิวเตอร์ทาํใหไ้ด ้  ก่อใหเ้กิดผลลพัธ์ 

   31397 xxxxh  

เราอาจใช ้DeepSeek ดว้ยการพิมพเ์ป็นคาํสัÉงลงไปวา่ 
Factor x^4 + 26*x^3 – 212*x^2 – 1578*x + 5859. 

DeepSeek จะแสดงกระบวนการแฟกเตอร์นีÊ อย่างเป็นขัÊนเป็นตอนค่อนข้างยาว  ทัÊ งยงั
ตรวจสอบความถูกตอ้งของผลลพัธ์ใหอี้กดว้ย สุดทา้ยสรุปไดผ้ลลพัธ์ ดงันีÊ  
After systematically applying the Rational Root Theorem and synthetic division,  

I was able to factor the polynomial completely. The final factored form is: 

3 9 7 31h x x x x  

ตวัอยา่ง  วิชาแก้สมการเชิงอนุพนัธ์เป็นอีกวิชาหนึÉ งทีÉเปรียบเสมือนยาขมสําหรับผูเ้รียน
จาํนวนไม่น้อย  เพราะตอ้งจดจาํเทคนิคและกระบวนการจาํเพาะเพืÉอใช้แกส้มการเชิงอนุพนัธ์
ซึÉ งมีรูปแบบทีÉแตกต่างกนัออกไป  เช่น 

5ydx
dy  

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัหนึÉงขา้งตน้นีÊ  คือ 

5xeCxy  

โดย C  เป็นค่าคงตวั ซึÉ งสามารถหาต่อไปไดจ้ากเงืÉอนไขเริÉมตน้ของปัญหาทีÉกาํหนดมาให ้
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ผลเฉลยขา้งตน้นีÊสามารถหาไดง่้ายโดยใช ้DeepSeek ดว้ยการพิมพว์า่ 
Solve the differential equation:  dy/dx + y = 5. 

DeepSeek จะแสดงการแกอ้ยา่งเป็นขัÊนเป็นตอน และให้คาํตอบของผลลพัธ์คือ 

The general solution to the differential equation 5dy y
dx

 is: 

( ) 5xy x Ce  

  หากสมการทีÉกาํหนดมาให้มีความซับซ้อนมากยิÉงขึÊน เช่น อยู่ในรูปแบบของ
สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสอง 

0342

2
ydx

dy
dx

yd  

DeepSeek สามารถใหผ้ลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสองนีÊ  คือ 

xx eCeCxy 3
21  

โดย 1C  และ 2C  เป็นค่าคงตวั ซึÉ งสามารถหาต่อไปไดจ้ากเงืÉอนไขเริÉมตน้ของปัญหาจาํเพาะทีÉ
กาํหนดมาใหอี้กเช่นกนั 

   ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ต่าง ๆ สามารถพล็อตได้โดยตรงบนหน้าจอ
คอมพิวเตอร์ ช่วยทาํให้ผูศึ้กษาเข้าใจในความหมายของปรากฏการณ์ทีÉเกิดขึÊนจากผลเฉลย
เหล่านีÊ  เช่น หาก 121 CC  แลว้ ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสองขา้งตน้นีÊก็คือ 

xx eexy 3  

AI เช่น ChatGPT สามารถพล็อตกราฟนีÊไดโ้ดยตรง โดยเพียงพิมพล์งไป วา่ 
Plot y(x) = exp(-x) + exp(-3*x) for 0<x<2. 

AI จะสร้างพล็อตของ y ซึÉ งแปรผนัไปตาม  x  ดงัแสดงในรูป  อนึÉ ง เราอาจให้ AI สร้างโคด
เป็นภาษาใด ๆ เช่น Python ให ้เช่นในกรณีนีÊ  โคดทีÉไดคื้อ 

import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
 
# Define the function 
def y(x): 
    return np.exp(-x) + np.exp(-3 * x) 
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# Generate x values from 0 to 2 (exclusive) with small step 
size 
x = np.linspace(0.001, 2, 400)  # Avoid x=0 to prevent divis
ion issues (though not needed here) 
 
# Compute y values 
y_values = y(x) 
 
# Create the plot 
plt.figure(figsize=(8, 6)) 
plt.plot(x, y_values, label=r'$y(x) = e^{-x} + e^{-3x}$', co
lor='blue') 
 
# Add labels and title 
plt.xlabel('x', fontsize=12) 
plt.ylabel('y(x)', fontsize=12) 
plt.title('Plot of $y(x) = e^{-x} + e^{-3x}$ for $0 < x < 2$
', fontsize=14) 
 
# Add grid and legend 
plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6) 
plt.legend(fontsize=12) 
 
# Show the plot 
plt.show() 
 

 



8  แคลคูลสัและสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ย AI 

1.3  ข้อพงึระวงัในการใช้ AI 
   การใช้ AI เพืÉอแก้ปัญหาในวิชา  Calculus และ  Differential Equations มี
ประโยชน์มาก แต่ตอ้งระวงัขอ้ผดิพลาดและขอ้จาํกดับางประการ ดงันีÊ : 

(ก)  ความถูกตอ้งของคาํตอบ (correctness) 
 AI อาจให้คาํตอบทีÉผดิโดยเฉพาะกบัโจทยที์Éซบัซอ้น หรือใส่คาํถามทีÉผดิพลาด 

 ผูใ้ชค้วรตรวจสอบคาํตอบดว้ยตวัเองหรือใชห้ลายเครืÉองมือเพืÉอยนืยนั เช่น 
Wolfram Alpha และ Maxima เป็นตน้ 

 ผูใ้ช้ต้องระวงัการหาค่า Limit, Integral, Derivative ทีÉมีเงืÉอนไขพิเศษ  เช่น 
อินทิกรัลไม่แท ้(improper integral) ซึÉ งมีขอบเขตของการอินทิเกรตเป็นอนนัต์ 
(infinity) หรือฟังกช์นัทีÉอินทิเกรตมีค่าลู่ออก (divergence) เป็นตน้ 

(ข) การแสดงวธีิทาํ (step-by-step solutions) 
 AI บางตวัแสดงเฉพาะคาํตอบสุดทา้ย โดยไม่แสดงขัÊนตอน ทาํใหเ้รียนรู้ไม่ได ้

 เลือกใช ้AI ทีÉแสดงขัÊนตอนการทาํโดยละเอียด เพืÉอตรวจสอบความถูกตอ้งและ
เขา้ใจแนวคิด 

 (ค)  การตีความโจทย ์(problem interpretation) 

 AI อาจเขา้ใจโจทยผ์ดิถา้โจทยค์ลุมเครือหรือใชส้ัญลกัษณ์ไม่มาตรฐาน 

 พิมพโ์จทยใ์หช้ดัเจน และตรวจสอบวา่คาํถามตรงกบัสิÉงทีÉตอ้งการ 

(ง)   ขอ้จาํกดัทางคณิตศาสตร์ (mathematical imitations) 
 AI อาจไม่สามารถแก้โจทย์ทีÉต้องใช้ตรรกะบางอย่างทีÉ เกิดขึÊ นกับมนุษย์โดย

ธรรมชาติ 

 ปัญหาทีÉเกีÉยวขอ้งกบัการมีอยูแ่ละความเป็นหนึÉงเดียว (existence and uniqueness) 
ในสมการเชิงอนุพนัธ์ทีÉอาจถูกมองขา้ม 

 การคาํนวณผลลพัใ์นรูปแบบอนุกรม (series solutions), การแปลงแบบลาปลาซ 

(Laplace transform), การแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย  (partial differential 

equations) อาจเกิดขอ้ผดิพลาดหากปัญหามีความซบัซอ้น 
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(จ)  การตรวจสอบเงืÉอนไข (checking assumptions) 
 ในการแก้สมการเชิงอนุพนัธ์, AI อาจไม่ได้ตรวจสอบเงืÉอนไขเริÉ มต้น (initial 

conditions) หรือเงืÉอนไขขอบเขต (boundary conditions) ไดอ้ยา่งรัดกุม 
 ผูใ้ช้ควรตรวจสอบว่าผลลพัธ์ทีÉได้ว่าสอดคลอ้งกบัเงืÉอนไขเริÉมตน้หรือเงืÉอนไข

ขอบเขตทีÉกาํหนดมาให ้

(ฉ)  การพึÉงพา AI มากเกินไป (over-reliance) 
 การใช ้AI แกโ้จทยอ์ยูต่ลอดเวลาอาจทาํใหผู้ใ้ชไ้ม่เขา้ใจแนวคิดทีÉแทจ้ริง 
 ดงันัÊนจึงควรใช ้AI เป็นเครืÉองมือช่วยเรียนรู้ ไม่ใช่แทนการฝึกทาํโจทยเ์อง 

(ช) ขอ้ผดิพลาดทางเทคนิค (technical errors) 
 AI บางครัÊ งใหค้าํตอบทีÉดูสมเหตุสมผล แต่ผดิทางคณิตศาสตร์  
 ผูใ้ชจึ้งควรตรวจสอบผลลพัธ์ดว้ยการคาํนวณมือหรือเครืÉองมืออืÉน 

(ซ)  การประยกุตใ์ชใ้นโลกจริง (real-world applications) 
 โจทย์แคลคูลัสและสมการเชิงอนุพนัธ์สําหรับปัญหาในโลกจริงจริงมีความ

ซบัซอ้นกวา่ในตาํรา AI อาจไม่สามารถประยกุตบ์ริบทจริงได ้

(ฌ)   การอา้งอิงและแหล่งขอ้มูล (references and sources) 
 AI บางตวัไม่แสดงวธีิทาํ ไม่ระบุทีÉมาของสูตรหรือทฤษฎีทีÉใช ้ทาํใหต้รวจสอบ

ความถูกตอ้งของผลลพัธ์ยาก 

(ญ)   ดงันัÊน ผูใ้ช ้AI จึงควร: 
 ใช ้AI เช่น Wolfram Alpha, ChatGPT แบบมี Plugins, Symbolab, Maxima 

เพืÉอตรวจสอบความถูกตอ้ง 
 ฝึกทาํโจทยด์ว้ยตวัเองก่อน แลว้ใช ้AI เพืÉอตรวจคาํตอบ 

 ถามอาจารยห์รือเพืÉอนเมืÉอ AI ใหค้าํตอบทีÉดูแลว้ไม่น่าถูกตอ้ง   
กระบวนการเช่นนีÊควบคู่กบัไปการพฒันาความเขา้ใจเอง จึงก่อใหเ้กิดประโยชน์
สูงสุด 

 
 



10  แคลคูลสัและสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ย AI 

1.4  บทสรุป 
  ในบทนีÊ  เราไดเ้รียนรู้ความสาํคญัและเห็นประโยชน์ของ AI เช่น ChatGPT และ 

DeepSeek ทีÉสามารถช่วยแกส้มการทางคณิตศาสตร์ ช่วยลดความยากลาํบากและเวลาทีÉใชไ้ป
ในการทาํดว้ยมือไปไดเ้ป็นอยา่งมาก อีกทัÊงยงัช่วยขจดัความผิดพลาดหากสมการคณิตศาสตร์
นัÊน ๆ มีความซับซ้อน และทีÉสําคญัเป็นอย่างยิÉงก็คือทาํให้เรามีเวลาในการศึกษาผลลพัธ์ทีÉ
เกิดขึÊน เขา้ใจในความหมายทางกายภาพดว้ยการพล็อต และเห็นลกัษณะของผลลพัธ์บนหนา้จอ
คอมพิวเตอร์ไดโ้ดยตรง 

 AI เป็นเครืÉองมือทีÉมีประโยชน์เป็นอยา่งมาก  แต่ในขณะเดียวกนัอาจให้ผลลพัธ์ทีÉ
ไม่ถูกต้องได้ ผูใ้ช้ AI ต้องตรวจสอบผลลัพธ์ทีÉเกิดขึÊ นว่ามีความถูกต้องอย่างแท้จริง การ
ตรวจสอบความถูกต้องของผลลัพธ์จะทําให้ผู ้ศึกษามีความเข้าใจในการแก้ปัญหาทาง
คณิตศาสตร์ไดอ้ยา่งลึกซึÊ งมากขึÊน นัÉนคือไม่เพียงไดม้าซึÉ งคาํตอบแต่อยา่งเดียว ในบทต่อ ๆ ไป 
เราจะเรียนรู้กระบวนการตรวจสอบผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนจาก AI เพืÉอให้มัÉนใจในความถูกตอ้งของ
ผลลพัธ์ 
 

 
แบบฝึกหัด 

 
  แบบฝึกหัดในบทนีÊ เน้นความเขา้ใจในลกัษณะของฟังก์ชนั การขยาย การลดรูป 
รวมทัÊ งการพล็อตฟังก์ชันในรูปแบบต่าง  ๆ  ด้วยคําสัÉ งทีÉ เหมาะสม  AI ChatGPT และ 
DeepSeek จะนาํเสนอขัÊนตอนการทาํอย่างละเอียดจนไดม้าซึÉ งผลลพัธ์ วิธีการหาผลลพัธ์อาจ
แตกต่างไปจากทีÉเคยเรียนมา จึงขอใหศึ้กษาเพืÉอก่อใหเ้กิดความรู้หลากหลายมากยิÉงขึÊน 

1. จงสร้างคาํสัÉง AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอหาค่าต่อไปนีÊ  
   (ก) 43  
 (ค) 72463 xx

 (จ) baba  

  (ข) 4316   
  (ง) 143 xx    
  (ฉ) 212123 693 xxx   
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2. จงสร้างคาํสัÉง AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอลดรูปหรือหาค่าต่อไปนีÊ  

   (ก) 2
23

2

2

xx
xx  

 (ค) 2
1

42

2

x
x

x
x   

(จ) 
2

212

3233
yx

yx  

  (ข) 12
3

9
12

2

2

x
x

x
xx   

  (ง) 
xy

y
x

x
y

11    

  (ฉ) 
xy

xyyx 2233 34    
 
3. จงหาผลคูณของฟังกช์นั f และ g ของแต่ละขอ้ดว้ย AI ChatGPT หรือ DeepSeek  
   (ก) xxf 22  ; 21xg  
   (ข) 1xf  ; 22xg  
   (ค) 2sin xxf  ; xxg 2cos  
   (ง) 2xef  ; 3ln xg  
   (จ) xxf 2sin  ; xxg 2ln 2  
   (ฉ) xef   ; 22xeg  
 
4. จงสร้างคาํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอลดรูปฟังก์ชันต่อไปนีÊ ให้อยู่ใน

รูปแบบทีÉง่ายทีÉสุด 

    (ก) f  5147286 234 xxxx  
   (ข) g  73sinsincossincos xxexxxx x  

   (ค) h  1863
721tan3tan

23

43

xxx
xxxxx  

   (ง) u  2243 2 xxxxx  

   (จ) v  7cos7cos
sin9tansin6tansin

22

2

xxxx
xxxxx  

   (ฉ) w  xyyxxyyxx
yyxyx

sincossincossincossincos
5315

2

422
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5. จงสร้างคาํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอพิสูจน์วา่ 
   (ก) 55 yx  432234 yxyyxyxxyx  
   (ข) x3sin  xx 3sin4sin3  
   (ค) x4tan  xx

xx
42

3

tantan61
tan4tan4  

   (ง) x4cos  xx 4cos8
12cos2

1
8
3  

   (จ) xee xx tanh  xx ee  
 
6. จงสร้างคาํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอพิสูจน์วา่ 
   (ก) xx 22 hsectanh  1 
   (ข) x2tanh  

x
x
2tanh1

tanh2  

   (ค) 2cosh x  2
1cosh x  

   (ง) x4cosh  1cosh8cosh8 24 xx  
   (จ) x3sinh   xx sinh4

33sinh4
1  

 
7. จงใช้ AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอพล็อตฟังก์ชนัต่อไปนีÊ  โดยกาํหนดขนาดและ

ช่วงของการพล็อตใหเ้หมาะสม 
   (ก) f  xxx 60253 35  
   (ข) g  23

385
2

2

x
xx  

   (ค) h  322 14
3 x  

(ง) u  xsin  

(จ) v  112 34 xxx  

 
8.  จงใช้ AI ChatGPT หรือ DeepSeek เพืÉอพล็อตฟังก์ชนัต่อไปนีÊ  โดยกาํหนดขนาดและ

ช่วงของการพล็อตใหเ้หมาะสม 
   (ก) f  13 xx  
   (ข) g  xxx 24 3  
   (ค) h  xxx 60253 35  
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9. จงพิมพ์คาํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek ว่า “จงพล็อตฟังก์ชันอะไรก็ได้ทีÉ ดู
ตระการตา”  แล้วพิจารณาผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊน ผลลพัธ์ของฟังก์ชันทีÉดูแปลกตานีÊ แสดงถึง
ประโยชน์ของการใชฟั้งกช์นัในงานทางคณิตศาสตร์ไดเ้ป็นอยา่งดี 

 
10. จงพิมพค์าํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek วา่ “จงพล็อตฟังกช์นัอะไรก็ไดที้Éเกิดการ

เปลีÉยนแปลงโดยกระทนัหนั”  แลว้พิจารณาผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊน ผลลพัธ์ของฟังกช์นัทีÉเกิดการ
เปลีÉยนแปลงโดยกระทนัหันนีÊ มกัเกิดจากการแก้สมการเชิงอนุพนัธ์แบบไฮเพอร์โบลิก 
(hyperbolic differential equation) ซึÉ งเกิดขึÊนกบัปัญหาจริงในทางปฏิบติั เช่น คลืÉนช็อก 
(shock wave) ของสภาวะอากาศหนา้เครืÉองบินความเร็วเหนือเสียง  หรือคลืÉนช็อกทีÉเกิด
จากการระเบิดของนิวเคลียร์ 

 
11. จงพิมพค์าํสัÉงใน AI ChatGPT หรือ DeepSeek วา่ “จงพล็อตฟังกช์นัพืÊนผวิสีสวยงามใน

สามมิติ”  แลว้พิจารณาผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊน ผลลพัธ์ของฟังก์ชนัทีÉเกิดการเปลีÉยนแปลงอยา่ง
ค่อยเป็นค่อยไปนีÊ มักเกิดจากการแก้สมการเชิงอนุพันธ์แบบเอลลิปติก  (elliptic 

differential equation) ซึÉ งเกิดขึÊนกบัปัญหาจริงในทางปฏิบติั เช่น การเปลีÉยนแปลงของ
อุณหภูมิภายในไมโครชิพ (microchip) หรือการเปลีÉยนแปลงของความเคน้ (stress) ใน
โครงสร้างหลงัคา เป็นตน้ 

 





 
 

               บททีÉ 
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แคลคูลสั 
 
 
 
 

2.1 บทนํา 

 แคลคูลัส (calculus) เป็นวิชาพืÊนฐานทีÉนิสิตนักศึกษาสายวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยีจาํเป็นตอ้งเรียน หัวใจของวิชานีÊประกอบดว้ยสองส่วนหลกั คือการหาค่าอนุพนัธ์ 
(differentiation) และการอินทิเกรต (integration) ซึÉ งตัÊงอยู่บนความเขา้ใจของฟังก์ชนัและ
การหาค่าลิมิต (limit) อีกต่อหนึÉ ง  กระบวนการศึกษาวิชาแคลคูลัสเพืÉอหาค่าอนุพนัธ์และ
โดยเฉพาะอย่างยิÉงการอินทิเกรตฟังก์ชนัทีÉมีความซับซ้อนทาํให้วิชานีÊ กลายเป็นยาขมสําหรับ
นิสิตนักศึกษาส่วนใหญ่ เพราะตอ้งจาํสูตรและขัÊนตอนต่าง ๆ อย่างเหมาะสมจึงจะได้มาซึÉ ง
ผลลพัธ์ทีÉถูกตอ้ง 

  ศกัยภาพของคณิตศาสตร์สัญลกัษณ์ใน AI สามารถใหผ้ลลพัธ์อยา่งรวดเร็ว ในบทนีÊ
เราจะมาศึกษากระบวนการหาผลลพัธ์ซึÉ งเกีÉยวขอ้งกบัเนืÊอหาทีÉสาํคญั ๆ ในแคลคูลสัก่อนใช ้AI 

เพืÉอหาผลลพัธ์เดียวกนันัÊน ทัÊงนีÊก็เพืÉอใหเ้กิดความตระหนกัในการแกปั้ญหาแคลคูลสัทีÉสามารถ
ทาํไดโ้ดยสะดวกดว้ยการใช ้AI เชิงสัญลกัษณ์ในปัจจุบนั 
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2.2  การหาค่าลมิิต 
   การหาค่าลิมิตของฟังกช์นั xf  เมืÉอ x  มีค่าเขา้ใกล ้ a  สามารถเขียนในรูปแบบ
ของสมการไดคื้อ 

xfL
ax

lim  

 
ตวัอยา่ง  กาํหนดให ้

2xxf  

ดงันัÊน     22limlim axxfL
axax

 

เราสามารถหาค่าลิมิตของฟังกช์นันีÊไดด้ว้ยการใชค้าํสัÉงเสมือนคาํพูดบน AI DeepSeek เช่น  
Find limit of L = x^2 as x approaches a. 

DeepSeek จะตอบกลบัขึÊนมาบนหนา้จอคอมพิวเตอร์วา่ 
To find the limit of 2x  as x approaches a, we can evaluate the function at x =  a 
directly, since 2x  is a continuous function for all real numbers. 

2 2lim
x a

x a  
 
ตวัอยา่ง กาํหนดให ้ 

ax
axxg

22
 

หากเราใชว้ธีิง่าย ๆ แบบในตวัอยา่งทีÉแลว้ 

0
0limlim

22

aa
aaxgL

axax
 

ซึÉ งหาค่าไม่ไดแ้ละไม่ถูกตอ้ง  ยกตวัอยา่งเช่น หาก 1a  ดงันัÊน  

1
122

x
xxg  

แต่เมืÉอเราพล็อตฟังก์ชนั xg  ดงัแสดงในรูป เราจะพบวา่ เมืÉอ x  มีค่าเขา้ใกล ้1 แลว้ ฟังก์ชนั 
g  นีÊ มีค่าเขา้สู่ 2  
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เราสามารถหาค่าลิมิตของฟังกช์นันีÊไดด้ว้ยการใชค้าํสัÉงบน DeepSeek โดยพิมพล์งไปวา่ 
Find limit of g(x) = (x^2-a^2)/(x-a) as x approaches a. 

DeepSeek จะตอบกลบับนหนา้จอคอมพิวเตอร์ขึÊนมาวา่ 

To find the limit of the function 
2 2

( ) x ag x
x a

as x approaches a, we can proceed 

with the following steps: 

Step 1:  Direct Substitution (Check for Indeterminate Form) 
First, substitute x = a directly into the function: 

2 2 0( )
0

a ag a
a a

 

This results in the indeterminate form 0/ 0, which means we cannot determine the 
limit directly and need to simplify the expression further. 

Step 2:  Simplify the Expression 

Notice that the numerator 2 2x a is a difference of squares, which can be factored 
as 2 2 ( )( )x a x a x a . Substituting this back into the original function, 

( )( )( ) x a x ag x
x a

 

For ,  the ( )x a x a terms cancel out, then, 
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    g x x a  

Step 3:  Evaluate the simplified expression as x to a 

Now, the simplified form g(x) = x + a is continuous everywhere, including at x = a. 
Therefore, we can substitute x = a directly, 

lim ( ) lim( ) 2
x a x a

g x x a a a a  

คาํตอบทีÉไดจ้าก DeepSeek นีÊ เหมือนกบัทีÉเราทาํในตอนตน้ เรายงัพบวา่ DeepSeek มีแนวคิด
ในการหาคาํตอบเช่นเดียวกบัทีÉเราทาํในตอนตน้ของตวัอย่างนีÊ  ทาํให้เรามัÉนใจในผลลพัธ์ทีÉ
เกิดขึÊน 
 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าลิมิตของ 

4
2lim

4 x
xL

x
 

หากเราแทน 4x  โดยตรง เราจะไดผ้ลลพัธ์คือ 00  คลา้ยกบัทีÉเกิดขึÊนในตวัอยา่งทีÉแลว้ แนวคิด
ในการแกปั้ญหานีÊ คือนาํค่าคอนจูเกต (conjugate) ของตวัเศษ 2x  คูณเขา้ทัÊงเศษและส่วน
ก่อนแทนค่าลิมิต ดงันีÊ  

L   
2
2

4
2lim

4 x
x

x
x

x
    

24
4lim

4 xx
x

x
 

 
2

1lim
4 xx

  
24

1  4
1  

ในทาํนองเดียวกนั หากเราใช ้DeepSeek เราก็เพียงพิมพแ์ละไดผ้ลลพัธ์เดียวกนันีÊ เช่นกนั  

Find limit of L = (sqrt(x)-2)/(x-4) as x approaches 4. 
To find the limit: 

4

2lim
4x

xL
x

 

we can proceed by rationalizing the numerator, 
2 2

4 4

2 2 ( ) (2)lim · lim
4 2 ( 4)( 2)x x

x x xL
x x x x

 
4

4lim
( 4)( 2)x

x
x x

 

Simplify the numerator and cancel the common factor of (x-4) to obtain, 
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4

1lim
2x

L
x

 

Now, substitute x = 4 into the simplified expression: 
1 1 1

2 2 44 2
L  

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าลิมิตของ 

x
xL

x
4
1

4
1

lim
0

 

ในกรณีนีÊก็เช่นกนั หากเราพยายามแทน 0x  โดยตรงลงในฟังก์ชนัทีÉกาํหนดมาให้ เราจะได้
ผลลพัธ์เป็น 00   เทคนิคการหาผลลพัธ์ดว้ยการแฟกเตอร์หรือการคูณเขา้ทัÊงเศษและส่วนดว้ย
ค่าคอนจูเกตของตวัเศษดงัเช่นตวัอยา่งก่อนหนา้นีÊ ไม่สามารถนาํมาประยกุตใ์ชไ้ด ้วธีิการเพืÉอให้
ไดม้าซึÉ งผลลพัธ์ทีÉถูกตอ้งคือการหาฟังกช์นัทีÉเหมาะสมมาคูณเขา้ทัÊงเศษและส่วน ดงันีÊ  

    L   44
444

1
4

1

lim
0 x

x
x

x
x

    44
44lim

0 xx
x

x
   44lim

0 xx
x

x
 

          44
1lim

0 xx
         404

1            16
1  

 

ซึÉ งหากใช ้Deepseek เราพิมพถ์ามลงไปวา่  
Find limit of L = (1/(x+4))-1/4)/x as x approaches 0. 

DeepSeek จะแสดงวธีิทาํ ดงันีÊ  
To find the limit of the expression: 

1 1
4 4xL
x

 

as x approaches 0, we can follow these steps: 
 

Step 1:  Combine the Fractions in the Numerator. 
First, combine the two fractions in the numerator over a common denominator, 

1 1 4 ( 4)
4 4 4( 4) 4( 4)

x x
x x x
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Step 2:  Simplify the Expression. 
Now, substitute the simplified numerator back into the original expression, 

1 14( 4) ·
4( 4) 4( 4)

x
xxL

x x x x
 

Step 3:  Evaluate the limit as x approaches 0. 
Finally, take the limit as x approaches 0, 

0

1 1 1lim
4( 4) 4(0 4) 16x x

 

ซึÉ งไดผ้ลลพัธ์เช่นเดียวกนั 

  เราจะเห็นได้ว่า AI ให้ผลลัพธ์ของการหาค่าลิมิตของฟังก์ชันได้โดยสะดวก  
โดยเฉพาะหากฟังกช์นันัÊนมีความซบัซอ้นมากยิÉงขึÊน ดงัตวัอยา่งต่อไปนีÊ  
 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าลิมิตของ 

95
4lim

24 x
xL

x
 

หากเราใช ้DeepSeek เราก็เพียงพิมพล์งไปวา่ 
Find limit of L = (4-x)/(5-sqrt(x^2-9)) as x approaches -4. 

ซึÉ งผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนนีÊก็คือ 

3981.3
75

8
95

4lim
24 x
x

x
12 

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าลิมิตของ 

xx
eL

x

x sincos1
1lim

3

0
 

หากเราใช ้DeepSeek เราก็เพียงพิมพล์งไปวา่ 
Find limit of L = (exp(x^3)-1)/(1-cos(sqrt(x-sin(x)))) as x approaches 0. 

DeepSeek จะแสดงวธีิการทาํบนหนา้จอค่อนขา้งยาวซึÉงขอละไวใ้นทีÉนีÊ  ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนนีÊ คือ 
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12
sincos1

1lim
3

0 xx
ex

x
 

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าลิมิตของฟังกช์นัขา้งล่างนีÊ เมืÉอ x  มีค่าเขา้สู่อนนัต ์(Infinity)  

53
49lim

2x
xL

x
 

หากเราใช ้DeepSeek เราก็เพียงพิมพล์งไปวา่ 

Find limit of L = (9*x+4)/(sqrt(3*x^2-5)) as x approaches Infinity. 
 

DeepSeek แสดงวิธีการทาํบนหนา้จอค่อนขา้งยาวซึÉ งขอละไวใ้นทีÉนีÊ เช่นกนั ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊน
นีÊ คือ 

2

9 4lim 3 3 5.196152
3 5x

x
x

 

ตวัอยา่ง  หากฟังกช์นัทีÉตอ้งการหาค่าลิมิตนัÊนประกอบดว้ยสองตวัแปรคือ x  และ y  DeepSeek 
ก็ยงัใชห้าค่าใหไ้ดโ้ดยสะดวก เช่น 

3

32

2
1

lim
yx
xyyxL

  y
x

 

ในกรณีนีÊ  เราอาจพิมพล์งไปวา่ 

Find limit of L = (y*x^2+x*y^3)/(x+y)^3 as x approaches -1 and y 
approaches 2. 

DeepSeek จะแสดงวิธีการทาํบนหน้าจอทีÉค่อนขา้งยาวจึงขอละไวใ้นทีÉนีÊ  ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊนนีÊ
คือ 

6lim 3

32

2
1 yx

xyyx

  y
x

 

อนึÉง เพืÉอใหเ้กิดความเขา้ใจในกระบวนการหาค่าลิมิตโดยถ่องแท ้ผูศึ้กษาควรศึกษาขัÊนตอนการ
หาผลลพัธ์ทีÉปรากฏขึÊนบนหนา้จอ ความเขา้ใจในกระบวนการหาค่าลิมิตของฟังก์ชนัทีÉกาํหนด
มาให ้เป็นพืÊนฐานทีÉสาํคญัต่อการหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉนาํเสนอในหวัขอ้ต่อไป 
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2.3  การหาค่าอนุพนัธ์ 
 การหาค่าอนุพนัธ์ (differentiation) เป็นหัวขอ้หลกัในการศึกษาวิชาแคลคูลสั  
เหตุผลของความจาํเป็นในการศึกษาเรืÉองนีÊ ก็เพราะว่าการวิเคราะห์งานทางวิทยาศาสตร์และ
วิศวกรรมศาสตร์ส่วนใหญ่นัÊนเริÉ มมาจากสมการเชิงอนุพนัธ์ ความรู้พืÊนฐานของการหาค่า
อนุพนัธ์จึงเป็นสิÉ งจาํเป็นและถูกบงัคบัให้เรียนในสถาบนัต่าง ๆ  อย่างไรก็ตาม การหาค่า
อนุพนัธ์ของฟังก์ชนัทัÉวไปโดยเฉพาะฟังก์ชันทีÉมีความซับซ้อนนัÊนใช้เวลานานและเกิดความ
ผิดพลาดไดง่้ายหากทาํดว้ยมือแบบทีÉเรียนกนัในชัÊนเรียน  ศกัยภาพของคณิตศาสตร์สัญลกัษณ์
ใน AI สามารถลดความยุง่ยากและขจดัขอ้ผดิพลาดเหล่านีÊลงไปไดม้าก 

  เราจะมาเริÉมจากคาํนิยามของค่าอนุพนัธ์ (derivative) ของ y  เมืÉอเทียบกบั x  
ก่อน ทีÉวา่ 

x
xfxxf

x
y

dx
dy

xx 00
limlim  

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของ  2xxfy  

   dx
dy  x

xfxxf
x 0
lim   x

xxx
x

22

0
lim  

   x
xxxxx

x

222

0

2lim  

   xx
x

2lim
0

 

เมืÉอเราให ้ 0x , 

2 0 2dy x x
dx

 

 เราอาจใช ้DeepSeek เพืÉอหาค่าอนุพนัธ์ของ 2xxfy  นีÊ ไดโ้ดยพิมพค์าํสัÉง
คลา้ยคาํพูดลงไปวา่ 

Find the derivative of y = f(x) = x^2 wrt x. 

DeepSeek จะแสดงขัÊนตอนการหาผลลพัธ์บนหนา้จอ ดงัต่อไปนีÊ  
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To find the derivative of the function 2( )y f x x  with respect to x, we will use 
the power rule of differentiation.  The power rule states that if ny x , then the 
derivative of y with respect to x is: 

1· ndy n x
dx

 

Step-by-Step Solution: 
 

Step 1:  Identify the exponent n. 

    In the given function 2y x , the exponent n is 2. 
 

Step 2:  Apply the power rule. 
Multiply the exponent n by the variable x raised to the power of n-1: 

2 12·dy x
dx

 

Step 3:  Simplify the expression. 

12· 2dy x x
dx

 

ลกัษณะการกระจายของฟังกช์นั 2xy  ไดแ้สดงในรูปโดยใชชุ้ดคาํสัÉง Python ดงันีÊ  
 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
x = np.linspace(-4, 4, 161) 
y = x**2 
plt.plot(x, y, 'k') 
plt.xlabel('x'); plt.ylabel('y(x)') 
plt.xlim(-4, 4); plt.ylim(-2, 18) 
plt.title('y(x) = x**2') 
plt.show() 

 ค่าอนุพนัธ์ dxdy  แทนค่าความชนั (slope) ทีÉตาํแหน่ง x  ใด ๆ  ยกตวัอยา่งเช่น 
ทีÉ 2x  ค่าอนุพนัธ์ 422dxdy  เป็นตน้ 
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ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของ 232 xxxfy   

2 2

0 0

2 3 2 3
  lim   lim

x x

x x x x x xf x x f xdy
dx x x

 

                
2

0 0

2 6 3
lim   lim 2 6 3
x x

x x x x
x x

x
 

                
0

lim 2 6 3   2 6 3 0   2 6
x

x x x x  

 
ตวัอยา่ง   จงหาค่าอนุพนัธ์เมืÉอฟังกช์นัทีÉกาํหนดมาใหมี้ค่าคงทีÉ เช่น 5xfy  

  dx
dy  x

xfxxf
x 0
lim  

   xx

55lim
0

     0lim
0x

  

   0  

นัÉนคือค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉมีค่าคงทีÉนัÊนเท่ากบัศูนย ์

 เราอาจใช้ DeepSeek เพืÉอหาค่าอนุพนัธ์ของค่าคงทีÉในขา้งตน้นีÊ ได้เช่นกนั โดย
พิมพค์าํสัÉงคลา้ยคาํพูดลงไปวา่ 

Find the derivative of y = f(x) = 5 wrt x. 

DeepSeek จะแสดงขัÊนตอนการหาผลลพัธ์บนหนา้จอ แลว้ใหค้าํตอบคือ 

dy 
dx 
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(5) 0dy d
dx dx

 
 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของ xxfy  เมืÉอ 0x   

              
0 0

lim lim
x x

f x x f xdy x x x
dx x x

 

    
0 0

lim lim
x x

x x x x x x x x x
x x x x x x x x

 

    
0

1 1lim
2x x x x x

              

ซึÉ งหากพิมคาํสัÉง DeepSeek เราจะไดผ้ลลพัธ์เช่นเดียวกนั ดงันีÊ  
Find the derivative of y = f(x) = sqrt(x) wrt x for x>0. 

DeepSeek จะแสดงขัÊนตอนการหาผลลพัธ์บนหนา้จอ แลว้ใหค้าํตอบเช่นเดียวกนั คือ 

1    
2

dy
dx x

 

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของ 32x

xxfy  

0 0

2 3 2 3
lim lim
x x

x x x
f x x f x x x xdy

dx x x
 

         

     x
xx
xx

x
x

x
x

xx
xx

x

32
32

3232
32

32lim
0

  
    

ซึÉ งหลงัจากทาํการบวก ลบ คูณ หาร สักครู่หนึÉงแลว้จะได ้

0

3 3lim
2 2 3 2 3 2 0 3 2 3x

dy
dx x x x x x

 

นัÉนคือ         2
3

2 3
dy
dx x

 

 

เราสามารถหาผลลพัธ์เดียวกนันีÊไดง่้ายโดยพิมพล์งใน DeepSeek วา่ 



26  แคลคูลสัและสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ย AI 

Find the derivative of y = f(x) = x/(2*x+3) wrt x. 

DeepSeek จะแสดงขัÊนตอนการหาผลลพัธ์บนหนา้จอ โดยอาจใช ้Quotient Rule ดงันีÊ  
The Quotient Rule states that if you have a function uy

v
, where both u and v are 

functions of x, then the derivative of y with respect to x is, 

2

du dvv udy dx dx
dx v

 

ซึÉ งสุดทา้ยนาํมาสู่ผลลพัธ์เดียวกนั คือ 

2
3

2 3
dy
dx x

 

 

   อนึÉง ฟังก์ชนั xfy  ในงานทางปฏิบติัอาจมีความซบัซ้อนมาก ทาํให้การหา
ค่าอนุพนัธ์ด้วยมือนัÊนใช้เวลานานและเกิดความผิดพลาดได้ง่าย  เราสามารถใช้คาํสัÉงใน 
DeepSeek หาค่าอนุพนัธ์เชิงสัญลกัษณ์ไดโ้ดยสะดวกดงัแสดงในตวัอยา่งต่อไปนีÊ 
 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์เชิงสัญลกัษณ์ของ 

5128 34 xxxxfy  

แลว้คาํนวณค่าอนุพนัธ์นีÊ ทีÉ 0,2x  และ 2  

  ในกรณีนีÊ  เราอาจพิมพล์งไปใน DeepSeek วา่ 
Find the derivative of y = f(x) = x^4-8*x^3+12*x-5 wrt x. Then determine their 
values at x = -2, 0 and 2. 

DeepSeek จะแสดงกระบวนการการหาค่าอนุพนัธ์ของฟังก์ชนันีÊอยา่งเป็นขัÊนเป็นตอน พร้อม
ค่าของอนุพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉ x = -2, 0 and 2 แลว้สรุปผลลพัธ์บนหนา้จอให ้ดงันีÊ  
Summary of Results: 

 Derivative: 3 2( ) 4 24 12f x x x  
 At x = 2 : ( 2) 116f  
 At x = 0: (0) 12f  
 At x = 2: (2) 52f  
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ค่าอนุพนัธ์ทีÉคาํนวณไดต้ามตาํแหน่ง x  ต่าง ๆ เหล่านีÊ  คือ ค่าความชนัดงัแสดงในรูป 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั   

432sin xxxxfy  

เราสามารถพิมพค์าํสัÉงลงใน DeepSeek เพืÉอหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั y ได ้ดงันีÊ  
Find the derivative of y = f(x) = (x+(x+(sin(x))^2)^3)^4 wrt x. 

DeepSeek แสดงกระบวนการหาค่าอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั y โดยละเอียดอยา่งเป็นขัÊนเป็นตอน 
(ซึÉ งขอละรายละเอียดทีÉปรากฏขึÊนบนหนา้จอไว ้ณ ทีÉนีÊ) ผลลพัธ์ทีÉเกิดขึÊน คือ 
 

33 22 24 sin ( ) 1 3 sin ( ) 1 2sin( )cos( )dy x x x x x x x
dx

 

 

ความเขา้ใจในกระบวนการหาค่าอนุพนัธ์ทีÉค่อนขา้งซบัซ้อนเช่นนีÊ  ผูศึ้กษาความทาํความเขา้ใจ
ในขัÊนตอนการหาผลลพัธ์ทีÉปรากฏขึÊนบนหน้าจอ กระบวนการเดียวกนันีÊ ยงัสามารถใช้หาค่า
อนุพนัธ์อนัดบั n  ใด ๆ ของฟังกช์นัทีÉกาํหนดมาใหไ้ด ้ดงัตวัอยา่งเช่น 

 
ตวัอยา่ง  จงหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์นั 

5372 23 xxxxfy  

เราสามารถพิมพค์าํสัÉงลงใน DeepSeek เพืÉอหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์นั y ได ้ดงันีÊ  

( 2) 116
dy
dx

(0) 12
dy
dx

(2) 52
dy
dx
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