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ค าน า 
 

   หนังสือ “เรียนลัดวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยแอนซีส” ได้แต่งขึ้นเพื่อให้ผูศึ้กษา
สามารถใชซ้อฟตแ์วร์แอนซีสไดโ้ดยง่ายในระยะเวลาอนัสั้น  เน้ือหารวม 12 บทครอบคลุมการ
วิเคราะห์ปัญหาทางดา้นโครงสร้าง ของแข็ง ความร้อน ไปจนถึงการไหล  เน้ือหาในแต่ละบท
ประกอบไปดว้ยสมการเชิงอนุพนัธ์และสมการท่ีเก่ียวขอ้ง วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีใช้วิเคราะห์
งานนั้น ๆ ตวัอย่างพื้นฐานเพื่อการศึกษาพร้อมค าอธิบายขั้นตอนการใชซ้อฟตแ์วร์แอนซีสโดย
ละเอียด และตวัอยา่งงานในทางปฏิบติัเพื่อแสดงถึงการน าไปประยกุตใ์ชไ้ดจ้ริง 

   เน่ืองจากซอฟต์แวร์แอนซีสเวอร์ชนันักศึกษา (student version) สามารถดาวน์
โหลด (download) จากเวบ็ไซต ์(website) โดยไม่เสียค่าใชจ่้ายใด ๆ ผูศึ้กษาจึงน ามาทดลอง
ใช้งานได้  ก่อให้เกิดความรู้ความเข้าใจในวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และการน าไปประยุกต์ใช้
วิเคราะห์งานจริง  อนัจะช่วยยกระดบัการศึกษาและศกัยภาพการออกแบบงานทางวิศวกรรม
ใหแ้ก่ประเทศไทยของเรา   

   ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร  พงษ์ขจร ผูจ้ดัพิมพเ์น้ือหาดา้นทฤษฎีและ
จดัรูปเล่ม ผูเ้ขียนขอขอบคุณบริษทั ANSYS, Inc., USA ท่ีมอบซอฟตแ์วร์แอนซีสเพื่อใช้ใน
การแต่งหนงัสือเล่มน้ี   
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บทที�  1 
 

 

 

ความรู้เบื�องต้น 
 
 

1.1  การแก้ปัญหาทางวศิวกรรม     

   เทคโนโลยีการคาํนวณทางคณิตศาสตร์ดว้ยการใชซ้อฟตแ์วร์ทาํให้การแกปั้ญหา

ทางวิศวกรรมสะดวกและรวดเร็วขึ�นมาก  ผูอ้อกแบบในปัจจุบนัสามารถใชซ้อฟตแ์วร์นาํมาสู่

ชิ�นงานที�มีความแข็งแรง ใช้เนื� อวสัดุน้อย ลดค่าใช้จ่าย และที�สําคญัคือใช้เวลาสั� นในการ

ออกแบบ สามารถแข่งขนัได ้หลีกเลี�ยงการลองผดิลองถูกไปโดยสิ�นเชิง 

   ซอฟต์แวร์คอมพิวเตอร์ช่วยในการออกแบบงานทางวิศวกรรม (Computer-

Aided Engineering, CAE) ได้เขา้มามีบทบาทในภาคอุตสาหกรรมเป็นอย่างมาก ทาํให้

สถาบนัการศึกษาจาํเป็นตอ้งสอนองคค์วามรู้ที�บรรจุในซอฟตแ์วร์เหล่านี�   เพื�อให้ผูใ้ชส้ามารถ

ใชซ้อฟตแ์วร์เหล่านี� โดยอยา่งเหมาะสมถูกตอ้ง 

   ซอฟตแ์วร์เหล่านี�ตั�งอยูบ่นทฤษฎีของความเป็นจริง เช่น มวลตอ้งไม่มีการสูญหาย  

(conservation of mass) โมเมนตัมและพลังงานต้องเกิดการอนุรักษ์ (conservation of 

momentums and energy) แรงตอ้งอยูใ่นสภาวะสมดุล (equilibrium of forces) หรือกฎขอ้

ที�สองของนิวตัน (Newton’s second law) ที�ว่าแรงเท่ากับมวล (mass) คูณกับความเร่ง 

(acceleration) ตอ้งเป็นจริงอยูเ่สมอ 
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   ทฤษฎีของความเป็นจริงดงักล่าวขา้งตน้ปรากฏอยูใ่นตาํราเรียนทางสายวิศวกรรม

ต่าง ๆ เช่น วิชาพลศาสตร์ของไหล (fluid dynamics) วิชาการถ่ายเทความร้อน (heat trans-

fer) ด้วยการนํา  (conduction) การพา (convection) และการแผ่รังสี  (radiation) วิชา

กลศาสตร์ของแข็ง (solid mechanics) เพื�อหาความเค้น (stress) และการสั�นสะเทือน 

(vibration) ส่งผลทาํใหก้ารออกแบบงานต่าง ๆ เป็นไปไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ 

   หากเปิดตาํราเรียนในศาสตร์ต่าง ๆ ขา้งตน้ เราจะพบว่าทฤษฎีของความเป็นจริง

เหล่านี� ลว้นเขียนอยู่ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพนัธ์ (differential equations) เมื�อเราแก้

สมการเชิงอนุพนัธ์เหล่านี� ได้ เราก็จะได้ผลลพัธ์ที�แสดงถึงปรากฏการณ์ซึ� งเกิดขึ�นในงาน

เหล่านั�น  ความเขา้ใจในคณิตศาสตร์จึงเป็นบนัไดขั�นแรกและเป็นสาเหตุสาํคญัทาํใหแ้คลคูลสั 

(calculus) และสมการเชิงอนุพนัธ์ กลายเป็นวิชาบงัคบัในการศึกษาขั�นพื�นฐาน 
 

  1.1.1 องคป์ระกอบของปัญหา 

   ผลลพัธ์ (solution) หรือปรากฏการณ์ที�เกิดขึ�นนั�น ขึ�นอยูก่บัองคป์ระกอบหลกั 3 

ประการ คือ 

  (ก)  สมการเชิงอนุพันธ์ (differential equations) ซึ� งบ่งบอกความเป็นจริงของ

ปัญหานั�น ยกตวัอยา่งเช่น หากเราตอ้งการทราบปรากฏการณ์การไหลวนของอากาศเยน็ภายใน

หอ้งปรับอากาศ  เราจาํเป็นตอ้งแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ซึ�งแทนความเป็นจริงที�วา่ มวลของอากาศ  

โมเมนตมัของการไหล และพลงังาน ณ ตาํแหน่งใด ๆ ตอ้งเกิดการอนุรักษ ์(conserved) เสมอ  

สมการเชิงอนุพนัธ์เหล่านี�ปรากฏอยูใ่นบทแรก ๆ ของตาํราของไหล (fluid textbooks)  ที�ใช้

เรียนกันในระดับอุดมศึกษา ซึ� งประกอบไปด้วยพจน์อนุพนัธ์ (partial derivative terms) 

แสดงโดยใชส้ญัลกัษณ์กรีก (Greek symbol) คลา้ยเลขหกหนัหวักลบัทาง 

   (ข) เงื�อนไขขอบเขต (boundary conditions)  ผลลพัธ์ของปัญหาจะแตกต่าง

ออกไปหากเงื�อนไขขอบเขตเปลี�ยนแปลงไป ดงัเช่นในตวัอยา่งของหอ้งปรับอากาศขา้งตน้ หาก

เราเปลี�ยนความเร็วของพดัลมเพื�อทาํให้อากาศเยน็พุ่งออกมาจากเครื�องดว้ยความเร็วสูงขึ�น 

ลกัษณะการหมุนวนของอากาศเยน็ภายในหอ้งก็จะแตกต่างไปจากเดิม ลมเยน็จะกระทบตวัเรา

ดว้ยความเร็วสูงขึ�นทาํใหเ้รารู้สึกเยน็ขึ�น 
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   (ค)  รูปร่าง (geometry) ของปัญหา หากเราเพิ�มโต๊ะทาํงานหรือตูใ้ส่เอกสารลง

ในหอ้งปรับอากาศเดียวกนันี�  เนื�อที�ของการไหลกจ็ะลดนอ้ยลงทาํใหรู้ปแบบของการไหลวนใน

หอ้งเปลี�ยนแปลงไปจากเดิมอีกเช่นกนั 

    องค์ประกอบทั� ง 3 นี� ส่งผลกระทบสู่ผลลัพธ์ในทุก ๆ งานทางวิศวกรรม 

ยกตวัอยา่งเช่น โครงสะพานเหลก็รางรถไฟจะเกิดความเคน้ ตามตาํแหน่งต่าง ๆ แตกต่างกนัไป

ขึ� นอยู่กับนํ� าหนักของขบวนรถไฟซึ� งก็คือเงื�อนไขขอบเขตของปัญหา  ความเค้นนี� ย ัง

เปลี�ยนแปลงออกไปหากโครงสะพานนี� ใชค้านขนาดแตกต่างกนัหรือออกแบบให้มีรูปร่างที�

ต่างออกไปจากเดิม ซึ�งกคื็อการเปลี�ยนแปลงรูปร่างของปัญหานั�นเอง 
 

 1.1.2 วิธีการแกเ้พื�อหาผลลพัธ ์

   กระบวนการหาผลลพัธ์หรือปรากฏการณ์ที�เกิดขึ�นมี 2 วิธีหลกั ดงันี�  

  (ก)  วิ ธี เชิงวิเคราะห์ (analytical method) เป็นวิ ธีที� เราคุ ้นเคยในช่วงของ 

การเรียนระดับอุดมศึกษา กล่าวคือเป็นการแก้สมการเชิงอนุพนัธ์เพื�อหาผลเฉลยแม่นตรง 

(exact solution) วิธีเชิงวิเคราะห์นี� มีขีดจาํกัด สามารถหาผลลัพธ์ให้ได้สําหรับปัญหาที�มี

รูปทรงง่าย ๆ เท่านั�น เช่น ท่อนโลหะยาวเรียว 1 ท่อน หรือแผ่นโลหะบางรูปสี� เหลี�ยมผืนผา้ 1 

แผ่น  ภายใตเ้งื�อนไขขอบเขตที�ง่าย ๆ เช่นกนั โดยเฉพาะเมื�อสมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาลด

รูปจากสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (partial differential equation) ไปเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์

สามญั (ordinary differential equation) จะทาํใหก้ารแกเ้พื�อหาผลลพัธ์นั�นเป็นไปไดแ้ละเกิด

ความสะดวกมากยิ�งขึ�น 

  หากปัญหามีความซบัซอ้นมากขึ�น เช่น โลหะแผน่บางมีขอบโคง้และเจาะรูภายใน 

หรือเป็นโครงสร้างผนังตวัรถยนต์ซึ� งโคง้เวา้ใน 3 มิติ กระบวนการหาผลลพัธ์ด้วยวิธีเชิง

วิเคราะห์ขา้งตน้นี� ไม่อาจนํามาใช้เพื�อหาผลลพัธ์ให้ได้ ดังนั� นในอดีต ผูอ้อกแบบจึงมกัใช้

ประสบการณ์ที�สั�งสมมา หรือไม่กล็องผดิลองถูกบา้งซึ�งตั�งอยูบ่นประสบการณ์ที�มีอยูน่ั�น 

  (ข) วิธีเชิงตัวเลข (numerical method) เป็นวิธีที�เริ� มใช้กนัมากขึ�นโดยเฉพาะ

เมื�อคอมพิวเตอร์ไดรั้บการพฒันาให้มีประสิทธิภาพสูงขึ�น วิธีเชิงตวัเลขนี� ประกอบไปดว้ย

ระดับพื�นฐานและระดับสูง แนวคิดที�สําคัญในวิธีเชิงตัวเลขก็คือการเปลี�ยนสมการทาง

คณิตศาสตร์ที�ประกอบดว้ยสัญลกัษณ์ที�ดูแปลกตา ไม่ว่าจะเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ การหาค่า

อนุพนัธ์ การหาค่าอินทิเกรต ฯลฯ ไปเป็นสมการทางพีชคณิตอนัประกอบดว้ยกระบวนการ
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บวก ลบ คูณ และหารตวัเลขดว้ยกนัเท่านั�น แลว้ประดิษฐโ์ปรแกรมใหค้อมพิวเตอร์ทาํงานแทน

การกดเครื�องคิดเลขดว้ยมือ 

   วิธีเชิงตัวเลขระดับพื�นฐาน (fundamentals) ประกอบไปดว้ยหัวขอ้ของการหา

ราก (root) ของสมการเดี�ยวและระบบสมการขนาดใหญ่ทั�งแบบเชิงเส้น (linear) และแบบไม่

เชิงเส้น (nonlinear)  การประดิษฐ์ฟังก์ชันการประมาณภายใน (interpolation functions)  

การหาค่าอนุพนัธ์ (differentiation) การอินทิเกรต (integration)  การแกส้มการเชิงอนุพนัธ์

สามญั (ordinary differential equation) รวมถึงวิธีผลต่างแบบสืบเนื�อง (finite difference 

method)  ผูที้�เขา้ใจวิธีเชิงตวัเลขเบื�องตน้นี� จะพบว่าผลลพัธ์ของบางปัญหาทางคณิตศาสตร์นั�น

สามารถหาไดอ้ยา่งง่ายดายขึ�นมาก 

   วิธีเชิงตัวเลขระดับสูง (advanced) เพื�อใช้แก้ปัญหาทางวิศวกรรมในปัจจุบนั

ประกอบด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element method) และวิธีไฟไนต์วอลุม (finite 

volume method) วิ ธีทั� งสองนี� ได้รับการยอมรับว่าเป็นวิธีที� มีประสิทธิภาพ ก่อให้เกิด

ซอฟต์แวร์เชิงพาณิชย ์(commercial software) จาํหน่ายกันในราคาสูง  ซอฟต์แวร์เหล่านี�

ตั�งอยู่บนศาสตร์ที�จาํเพาะของวิธีไฟไนต์เอลิเมนตแ์ละไฟไนตว์อลุม ซึ� งตั�งอยู่บนองคค์วามรู้

ของวิธีเชิงตวัเลขระดบัพื�นฐานอีกต่อหนึ�ง 

   ดงันั�นโดยสรุปก็คือ ผูที้�ใชซ้อฟตแ์วร์ในระดบัสูงเช่นนี� ไดอ้ยา่งถูกตอ้งเหมาะสม

จึงควรมีความรู้ในระเบียบวิธีเชิงตวัเลข อย่างนอ้ยก็ควรทราบคร่าว ๆ ว่าผลลพัธ์ที�ปรากฏเป็น

โทนสีต่างกนับนหนา้จอคอมพิวเตอร์นั�นเกิดขึ�นมาไดอ้ย่างไร จึงสามารถบอกไดว้่าผลลพัธ์ที�

เกิดขึ�นนี� มีความเที�ยงตรงและถูกตอ้ง   
 
 

1.2 วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

   ซอฟตแ์วร์เชิงพาณิชยส่์วนใหญ่ใชว้ิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พื�อหาผลลพัธ์ เราจึงมาทาํ

ความเขา้ใจวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตก่์อนในหวัขอ้ยอ่ยนี�  

 1.2.1 วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตคื์ออะไร 

   วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นกระบวนการเชิงตัวเลขเพื�อหาผลลัพธ์โดยประมาณ 

(approximate solution) สําหรับปัญหาที�ประกอบไปดว้ย 3 องคป์ระกอบหลกั คือ สมการ 

เชิงอนุพนัธ์ เงื�อนไขขอบเขต และรูปร่างของปัญหาได้โดยครบถว้น เนื�องจากปัญหาทาง 
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วิทยาศาสตร์ รวมทั�งศาสตร์อื�น ๆ มกัถูกครอบคลุม (governed) ดว้ยองคป์ระกอบทั�งสามนี�   

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จึงถูกประยุกต์นําไปใช้แก้ปัญหาได้หลากหลาย ทาํให้นิยมใช้กันโดย

แพร่หลาย ก่อใหเ้กิดซอฟตแ์วร์ตามขึ�นมาเป็นจาํนวนมากเช่นกนั 

   ซอฟตแ์วร์ไฟไนตเ์อลิเมนตใ์นสมยัแรก เช่น NASTRAN (NAsa STRuctural 

ANalysis program) ซึ� งเน้นทางด้านกลศาสตร์ของแข็งเพียงอย่างเดียว ได้ถูกผลกัดันโดย

องคก์ารอวกาศนาซาดว้ยการให้ทุนเพื�อประดิษฐ์ซอฟตแ์วร์นี� ในปี พ.ศ. 2508 จาํนวน 3 ลา้น

เหรียญดอลล่าร์สหรัฐ หากคิดเป็นราคาในปัจจุบนัจะตกประมาณ 30 ลา้นเหรียญดอลล่าห์

สหรัฐหรือพนักว่าลา้นบาทไทย เพียงไม่กี�ปีหลงัจากซอฟตแ์วร์ NASTRAN ไดถู้กประดิษฐ์

ขึ�น  ซอฟตแ์วร์แอนซีส (Ansys, ANalysis SYStem) จึงไดถู้กประดิษฐ์ขึ�นตามมาเพื�อใชใ้น

เชิงพาณิชย ์ซอฟตแ์วร์ทั�งสองไดถู้กพฒันาอยา่งต่อเนื�องเพื�อแกปั้ญหาศาสตร์ทางดา้นอื�น ๆ และ

เป็นที�นิยมใชก้นัจนถึงปัจจุบนันี�  

   ตลอดช่วงเวลาที�ผา่นมา มหาวิทยาลยัต่าง ๆ ไดเ้ปิดการเรียนการสอนวิชาทางดา้น

ไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� กนัอยา่งกวา้งขวาง ก่อให้เกิดตาํรา (textbooks) ของวิธีนี� ในสาขาแตกต่าง

กนัเป็นจาํนวนมากหลายร้อยเล่ม  ในขณะเดียวกนักมี็นกัวิจยัเป็นจาํนวนมากไดศึ้กษาคน้ควา้ทาํ

ใหว้ิธีนี� มีประสิทธิภาพสูงขึ�น เกิดความเที�ยงตรงของผลลพัธ์มากขึ�นและใชเ้วลาในการคาํนวณ

นอ้ยลง  

   แนวคิดหลกัของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์คือการแบ่งโดเมน (domain) ของปัญหา

ออกเป็นเอลิเมนต์ (element) ย่อย ๆ  จากนั�นจึงสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์จากสมการ 

เชิงอนุพนัธ์สาํหรับเอลิเมนตเ์หล่านี�  ก่อนนาํสมการไฟไนตเ์อลิเมนตข์องทุกเอลิเมนตม์ารวมกนั

เขา้เพื�อก่อใหเ้กิดระบบสมการขนาดใหญ่ แลว้จึงประยกุตเ์งื�อนไขขอบเขตลงบนระบบสมการ

ใหญ่นี� เพื�อแกห้าผลลพัธ ์

   กระบวนการโดยรวมขา้งตน้นี� มีรูปแบบที�ชดัเจนและครอบคลุม 3 องคป์ระกอบที�

สําคญัในการแกปั้ญหาทั�วไปเพื�อหาผลลพัธ์ เราจะมาศึกษาขั�นตอนโดยละเอียดมากยิ�งขึ�นใน

หวัขอ้ยอ่ยต่อไปนี�   
 

 1.2.2 ขั�นตอนในวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

   กระบวนการแกปั้ญหาภายในซอฟตแ์วร์ไฟไนตเ์อลิเมนตป์ระกอบดว้ย 6 ขั�นตอน 

ดงันี�  
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ขั�นตอนที� 1  ขั�นตอนนี� เริ�มจากการสร้างโดเมนรูปร่างของปัญหา ซึ� งอาจประกอบดว้ยพื�นผวิ 

ขอบตรง ขอบโคง้ ฯลฯ ซอฟต์แวร์ส่วนใหญ่จึงมีวิธีการสร้างรูปทรงทางเรขาคณิตที�มกัมี

ขั�นตอนจาํเพาะในตวัเอง ผูเ้ริ�มตน้จึงตอ้งฝึกฝนจนเกิดความเคยชิน  จากนั�นซอฟตแ์วร์จะแบ่ง

โดเมนรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ  เอลิเมนต์เหล่านี� ต่อกันที�จุดต่อ (node)  

ซึ�งเป็นตาํแหน่งที�จะหาค่าของตวัไม่รู้ค่า (unknown)  

ขั�นตอนที� 2  เอลิเมนตย์อ่ย ๆ ที�เกิดขึ�นอาจเป็นรูปสามเหลี�ยมหรือสี�เหลี�ยมดา้นไม่เท่าหากเป็น

ปัญหาใน 2 มิติ  เอลิเมนต์รูปสามเหลี�ยมอาจประกอบด้วย 3 จุดต่อที�มุมทั� งสาม หรือ 6  

จุดต่อ คือที�มุมทั�งสามและที�จุดกึ�งกลางของดา้นทั�งสามดว้ย  จาํนวนจุดต่อเหล่านี� มีผลโดยตรงสู่

ลกัษณะการกระจายของผลลพัธ์บนเอลิเมนตน์ั�น ๆ ที�เราเรียกว่าฟังก์ชนัการประมาณภายใน 

(interpolation functions)  เอลิเมนตส์ามเหลี�ยมแบบ 6 จุดต่อ มีฟังก์ชนัการประมาณภายใน 

เอลิเมนต์ที�ซับซ้อนกว่าเอลิเมนต์สามเหลี�ยมแบบ 3 จุดต่อ ดังนั�น จึงให้ผลลพัธ์ที�เที�ยงตรง

มากกว่า แต่ในทางตรงกนัขา้มก็จะใชเ้วลาในการคาํนวณมากขึ�นเพราะจาํนวนจุดต่อบ่งบอก

จาํนวนตวัไม่รู้ค่าของปัญหานั�นมีมากขึ�น  ในทาํนองเดียวกนั โดเมนของปัญหาใน 3 มิติ อาจถูก

แบ่งออกเป็นเอลิเมนตท์รงตนัย่อย ๆ เช่น รูปทรงลูกบาศก์คลา้ยลูกเต๋าแต่ละดา้นนั�นไม่ขนาน

กนั เอลิเมนตแ์บบ 3 มิตินี�  อาจประกอบไปดว้ย 8 จุดต่อที�มุมทั�งแปด หรือ 20 จุดต่อหากมีจุดต่อ

ที�กึ�งกลางของสนัขอบดว้ย 

ขั�นตอนที� 3  ประดิษฐส์มการไฟไนตเ์อลิเมนตจ์ากสมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหานั�น ขั�นตอน

นี� เกี�ยวขอ้งกบัคณิตศาสตร์และศึกษากนัโดยละเอียดในการเรียนวิชาไฟไนตเ์อลิเมนต ์สมการ

ไฟไนต์เอลิเมนต์ที�เกิดขึ�นเป็นสมการทางพีชคณิต (algebraic equations) ซึ� งประกอบดว้ย

กระบวนการทาํบวก ลบ คูณ และหารตวัเลขเป็นจาํนวนมาก  จึงสามารถนาํไปประดิษฐขึ์�นเป็น

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได ้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เหล่านี� ยงัขึ�นอยู่กบัชนิดของเอลิเมนต์ที�

เลือกใชซึ้�งมีฟังกช์นัการประมาณภายในที�แตกต่างกนั 

ขั�นตอนที� 4  การนาํสมการไฟไนตเ์อลิเมนตจ์ากทุกเอลิเมนตม์ารวมกนัขึ�นเป็นระบบสมการ

ทางพีชคณิต (system of algebraic equations) ขนาดใหญ่  การรวมสมการจากเอลิเมนตย์อ่ย

เขา้ดว้ยกนัตอ้งทาํอย่างเหมาะสม เปรียบเสมือนการประกอบตวัต่อ (jigsaw puzzle) ขึ�นเป็น

รูปภาพใหญ่ ตวัต่อแต่ละตวัจาํเป็นตอ้งอยูใ่นตาํแหน่งที�ถูกตอ้ง จึงจะนาํมาสู่ภาพใหญ่ที�ถูกตอ้ง

สมบูรณ์ขึ�นมาได ้
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ขั�นตอนที� 5  การประยกุตเ์งื�อนไขขอบเขตของปัญหาเขา้กบัระบบสมการทางพีชคณิตขนาด

ใหญ่นี�  แล้วจึงแก้เพื�อหาผลลัพธ์ที�จุดต่อต่าง ๆ ขั�นตอนนี� จัดว่าใช้เวลาในการคาํนวณมาก

โดยเฉพาะหากเป็นปัญหาขนาดใหญ่ซึ� งอาจประกอบไปดว้ยหลายแสนหรือหลายลา้นสมการ 

หรือเป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้นซึ�งระบบสมการทางพีชคณิตขนาดใหญ่เช่นนี�  ตอ้งถูกแกซ้ํ� าแลว้

ซํ� าอีกหลายครั� ง 

ขั�นตอนที� 6  เมื�อได้ผลลพัธ์ที�จุดต่อจากขั�นตอนที� 5 แลว้ ค่าอื�น ๆ ที�มีความสําคญัเช่นกนั 

จึงสามารถหาตามมาได ้ทาํให้การแกปั้ญหานั�นเสร็จสิ�นโดยสมบูรณ์ ยกตวัอยา่งเช่น เมื�อไดค่้า

การเสียรูป (displacements) ตามจุดต่อต่าง ๆ ของโครงสร้างแลว้ ก็สามารถคาํนวณหาค่า

ความเครียด (strains) และค่าความเคน้ (stresses) ที�เกิดขึ�นตามมาได ้ตามลาํดบั 

   จากขั�นตอนทั� ง 6  ดังอธิบายข้างต้นนี� จะเห็นได้ว่าวิ ธีไฟไนต์เอลิเมนต์มี

กระบวนการที�เป็นขั�นเป็นตอนอย่างชดัเจน ให้ผลลพัธ์โดยสมบูรณ์ และสามารถประยุกตใ์ช้

เพื�อแกปั้ญหาโดยทั�วไปได ้โดยองคป์ระกอบที�สาํคญัของปัญหาคือสมการเชิงอนุพนัธ์ เงื�อนไข

ขอบเขต และรูปร่างของปัญหา ไดถู้กจดัการดูแลโดยครบถว้นในขั�นตอนที� 3, 5 และ 1 ของวิธี

ไฟไนตเ์อลิเมนต ์ตามลาํดบั  
 

 

1.3 ซอฟต์แวร์แอนซีส 

   แอนซีส (Ansys) แรกเริ�มเป็นไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรม ถูกประดิษฐ์ขึ�นโดย

จอห์น สแวนซัน (John Swanson) ในปี พ.ศ. 2512 สมยัเป็นวิศวกรในบริษทัอิเล็กทริกซ์  

เวสติงเฮาส์ (Westinghouse Electric Corp.) เพื�อใช้วิ เคราะห์งานในโรงงานปฏิกรณ์

นิวเคลียร์ หลงัจากไดเ้ห็นโอกาสในประโยชน์ของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตจึ์งไดก่้อตั�งบริษทัขึ�นเอง  

ผูเ้ขียนยงัจาํไดว้่าผูก่้อตั�งผูนี้� เคยมานาํเสนอซอฟตแ์วร์แอนซีสในนาซา วิศวกรเขา้ชมจะไดรั้บ

ถว้ยกาแฟมีตรา Ansys เป็นของกาํนลั  ในปัจจุบนั ซอฟตแ์วร์แอนซีสไดถู้กเผยแพร่จนเป็นที�

รู้จกักนัอยา่งกวา้งขวางทั�วโลก ทั�งนี� เพราะใชง้านไดง่้ายเมื�อเปรียบเทียบกบัซอฟตแ์วร์อื�น ๆ  มี

ศกัยภาพครอบคลุมการแก้ปัญหาในหลากหลายสาขา อีกทั�งยงัเหมาะสําหรับผูที้�เริ� มศึกษา 

โดยเฉพาะนิสิตนักศึกษาผูเ้รียนรู้ทฤษฎีเป็นส่วนใหญ่ในชั� นเรียน ทาํให้เห็นผลลัพธ์ที�มี

ความหมายทางกายภาพแสดงเป็นโทนสีไดโ้ดยตรงอยา่งรวดเร็วบนหนา้จอคอมพิวเตอร์  
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 1.3.1 โตะ๊ช่างแอนซีส 

   ผูใ้ชแ้อนซีสในอดีตตอ้งพิมพค์าํสั�งเป็นตวัอกัษรผ่านแป้นพิมพ ์(keyboard) บน

ปฏิบติัการ DOS (Disk Operating System) เพื�อสร้างเส้นตรง เส้นโคง้ พื�นผิว การสั�งให้ตี

เมช (meshing) การระบุชนิดของเอลิเมนต์ที�ตอ้งการใช้ การสั�งให้แกปั้ญหาเพื�อหาผลลพัธ์ 

รวมถึงการพลอ็ตผลลพัธ์ที�ได ้ต่อมาหลงัจากเกิดปฏิบติัการวินโดวส์ (Windows) การทาํงานก็

ง่ายขึ�นมากดว้ยการใชเ้มาส์ (mouse) เขา้ช่วย 

   แอนซีสไดป้รับปรุงซอฟตแ์วร์ทาํใหก้ารใชง้านนั�นง่ายขึ�นตามลาํดบั โดยล่าสุดได้

แนะนาํโต๊ะช่าง (workbench) หรือโต๊ะทาํงานของช่างขึ�น คาํว่าโต๊ะช่างในที�นี� เปรียบเสมือน

โต๊ะทาํงานเพื�อทาํให้ผูใ้ช้เกิดปฏิสัมพนัธ์กบัซอฟต์แวร์ได้โดยตรงผ่านกราฟิก (Graphical 

User Interface, GUI) ส่งผลใหก้ารแกปั้ญหาสะดวกและรวดเร็วขึ�นไปอีกมาก 

   อนึ�ง ผูใ้ชโ้ต๊ะช่างแอนซีสในระยะแรกอาจตอ้งใชเ้วลาช่วงหนึ�งเพื�อปรับตวัอยูบ่า้ง 

แต่เมื�อคุน้เคยแลว้ก็จะพบว่าโต๊ะช่างนี� มีประโยชน์ สามารถปรับเปลี�ยนเงื�อนไขต่าง ๆ ได้

โดยง่าย นาํมาสู่ผลลพัธ์ไดใ้นเวลาอนัสั�น 

 

 1.3.2 หนา้จอและแถบเครื�องมือ 

   เมื�อเปิดโต๊ะช่างแอนซีสขึ�น หน้าจอประกอบไปดว้ยแถบเครื�องมือในแนวนอน

คลา้ยกบัซอฟตแ์วร์วินโดวส์ทั�วไป รวมทั�งกรอบเลก็ทางดา้นซา้ยและกรอบใหญ่ทางดา้นขวา

ของจอ ดงัแสดงในรูป 
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   แถบเครื�องมือในแนวนอนดา้นบน ประกอบไปดว้ยคาํสั�ง 

File  การเปิดไฟลใ์หม่  ไฟลเ์ก่าที�มีอยูแ่ลว้  การบนัทึกไฟล ์ ฯลฯ  

View  การจดัรูปแบบหนา้ต่าง  กล่องเครื�องมือ  ตามความถนดัของผูใ้ช ้

Tools  บรรจุตัวเลือกต่าง เช่น เปลี�ยนพื�นหลังให้เป็นสีขาว  นําตราโลโก (logo) 

ซอฟตแ์วร์ออก ฯลฯ  

Units  กาํหนดหน่วยที�ตอ้งการใช ้อาจเป็นระบบองักฤษ (English) หรือระบบสากล 
(System International)   

Help  ขอขอ้มูลและความช่วยเหลือจากโตะ๊ช่างแอนซีส 

   กรอบใหญ่ด้านซ้ายเป็นกรอบกล่องเครื� องมือ (Toolbox) ประกอบไปด้วย

เครื�องมือหลากหลายชนิดเพื�อช่วยในการวิเคราะห์ปัญหา เช่น ระบบการวิเคราะห์ (Analysis 

Systems) ระบบยอ่ย (Component Systems) ระบบจาํเพาะ (Custom Systems) ที�สามารถ

วิเคราะห์งานในหลายสาขา (disciplines) ไปพร้อมกัน และการขยายผลของการออกแบบ 
(Design Exploration)    
 

   สําหรับผูที้�เริ� มใช้ซอฟต์แวร์แอนซีส ระบบเบื�องตน้คือระบบการวิเคราะห์ซึ� ง

ประกอบไปดว้ยการวิเคราะห์ปัญหาในหลายสาขา เช่น ปัญหาการไหล (Fluid Flow) ปัญหา

โครงสร้างแบบสถิต (Static Structural) และแบบพลศาสตร์ (Transient Structural) ปัญหา

การถ่ายเทความร้อนภายใต้สภาวะอยู่ตัว (Steady-State Thermal) และสภาวะไม่อยู่ตัว 

(Transient Thermal) ฯลฯ ดงัแสดงในรูป 
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   กรอบใหญ่ทางดา้นขวาเป็นกรอบการดาํเนินงานของโปรเจคที�ดาํเนินการอยูน่ั�น 

กรอบทางด้านขวานี� มีพื�นที� ค่อนข้างมากเพราะต้องแสดงผลลัพธ์ที� เกิดในแต่ละขั�นตอน  

นับตั�งแต่ การสร้างโมเดล การแสดงเมช การประยุกต์เงื�อนไขขอบเขต รวมไปถึงการแสดง

ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�น 

   
 1.3.3 ลาํดบัขั�นตอนการวิเคราะห์ 

   เมื�อเราตอ้งการวิเคราะห์ปัญหาใดปัญหาหนึ� ง ยกตวัอย่างเช่น ปัญหาทางด้าน

โครงสร้างแบบสถิต เราก็คลิกสองครั� ง (double-click) ที� Static Structural กล่องขั�นตอน

การดาํเนินงานกจ็ะปรากฏขึ�นทางดา้นขวามือ ดงัแสดงในรูป 

 
 

   ภายในกล่องขั�นตอนการดาํเนินงานนี�  ประกอบไปดว้ย 

1.  Static Structural แสดงถึงหมวดของปัญหาโครงสร้างแบบสถิต 

2.  Engineering Data เป็นขั�นตอนการกาํหนดขอ้มูลวสัดุ ผูใ้ชส้ามารถกาํหนดค่าวสัดุเอง

หรือใชฐ้านขอ้มูลวสัดุที�ฝังตวัอยูใ่นซอฟตแ์วร์แลว้ 

3.  Geometry  เป็นขั�นตอนการสร้างรูปร่างของปัญหา ขั�นตอนนี� มกัใชเ้วลานาน

หากปัญหามีรูปร่างที�ซบัซอ้น 
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4.  Model  เป็นขั�นตอนของการตีเมช แอนซีสสามารถสร้างเมชได้อย่างมี

ประสิทธิภาพโดยใชค้าํสั�งง่าย ๆ 

5.  Setup เป็นขั�นตอนของการกาํหนดเงื�อนไขขอบเขต เช่น การกาํหนดโหลด

จากแรงที�มากระทาํ การกาํหนดเงื�อนไขขอบเขตจบัยดึ ฯลฯ 

6.  Solution เป็นขั�นตอนการคาํนวณเพื�อหาผลลพัธ์ ซอฟต์แวร์แอนซีสดาํเนิน

การนี� ใหโ้ดยสะดวก 

7.  Results เป็นขั�นตอนของการแสดงผลลพัธ์ที�เกิดขึ�น ผลลพัธ์สามารถพล็อต

ไดใ้นหลายรูปแบบ เช่น แถบสี เวกเตอร์ การเสียรูป ฯลฯ 

  เมื�อผูว้ิเคราะห์ดาํเนินการทีละขั�นตอนไดอ้ย่างถูกตอ้ง เครื�องหมายถูกจะปรากฏ

ขึ�นทางดา้นขวาของขั�นตอนนั�น การวิเคราะห์จะสาํเร็จลุล่วงเมื�อเครื�องหมายถูกนี�ปรากฏอยูใ่น

ทุกขั�นตอน โต๊ะช่างแอนซีสแสดงเครื�องหมายหลากหลายแบบซึ�งอาจปรากฏอยูใ่นทุกขั�นตอน

ขณะดาํเนินการ เครื�องหมายเหล่านี� มีความหมายดงัต่อไปนี�  

 หมายถึงวา่ยงัไม่ไดท้าํอะไรในขั�นตอนนี� เลย 

 หมายถึงตอ้งแกไ้ขขอ้มูลในขั�นตอนนี� ใหเ้ป็นขอ้มูลล่าสุดก่อน 

 หมายถึงขั�นตอนนี�ยงัไม่ไดด้าํเนินการหรือบางอยา่งยงัไม่สมบูรณ์ 

 หมายถึงตอ้งแกไ้ขขอ้มูลเพราะขอ้มูลก่อนหนา้ไดเ้ปลี�ยนแปลงไป 

 หมายถึงขอ้มูลทุกอยา่งเรียบร้อยดีแลว้ 

 หมายถึงขั�นตอนนี�ไดถู้กใหห้ยดุลง ใหแ้กไ้ขแลว้ทาํใหม่ 

 หมายถึงกระบวนการภายในขั�นตอนนี�กาํลงัดาํเนินการอยู ่
 

  ในบทต่อ ๆ ไป เราจะดาํเนินการตามขั�นตอนดงัอธิบายขา้งตน้เพื�อวิเคราะห์ปัญหา

ในหลากหลายสาขา เริ�มตั�งแต่โครงสร้างซึ�งประกอบไปดว้ยวสัดุท่อน วสัดุคาน วสัดุแผน่ วสัดุ

ทึบตนัในสามมิติ การวิเคราะห์พลศาสตร์ปัญหาโครงสร้าง ปัญหาการถ่ายเทความร้อน ปัญหา

ความเคน้อนัเนื�องมาจากอุณหภูมิที�เปลี�ยนแปลงไป รวมทั�งการไหลแบบไม่อดัตวัและแบบ 

อดัตวัได ้ เราจะพบว่าหากเราดาํเนินการวิเคราะห์อยา่งเป็นขั�นเป็นตอนโดยเหมาะสม โต๊ะช่าง

แอนซีสจะแสดงเครื�องหมายถูก (    ) ในแต่ละขั�นตอน แต่หากแอนซีสแสดงเครื�องหมายอื�นใน
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ขั�นตอนใดขั�นตอนหนึ� ง เราก็สามารถกลับไปแก้ไขขอ้ผิดพลาดในขั�นตอนนั� นให้ถูกตอ้ง

เสียก่อน ทาํใหก้ระบวนการแกปั้ญหาโดยรวมเป็นไปไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ 
 

 

1.4 ประโยชน์ของวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

   วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดถู้กนาํไปใชว้ิเคราะห์งานหลากหลายชนิดเป็นจาํนวนมาก

ในปัจจุบนั จนกลายเป็นเครื� องมือที�ได้รับการยอมรับกันทั�วโลก ส่งผลให้เกิดซอฟต์แวร์ที�

จาํหน่ายกนัในราคาสูง งานต่าง ๆ ที�วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถวิเคราะห์ไดป้ระกอบไปดว้ย 

(ก) การวิเคราะห์ความแขง็แรงของโครงสร้างรถยนต ์เครื�องบิน รถไฟ เรือ อาคารสูง 

สะพาน ลงไปถึงชิ�นงานขนาดเล็ก เช่น ชิ�นส่วนยานยนต ์มอเตอร์ เกา้อี�  ขวดนํ� า 

และภาชนะต่าง ๆ  

(ข) การวิเคราะห์การสั�นไหวของเสาไฟฟ้าแรงสูงและป้ายทางด่วนจากแรงลม  

การยุบตวัของโครงสร้างรถยนต์ขณะเกิดการชน ความเคน้จากอุณหภูมิสูงของ

กงัหนัใบพดัเทอร์ไบน์ 

(ค) การวิเคราะห์การไหลของอากาศผา่นบา้นและอาคารในเมืองขนาดใหญ่ การหมุน

วนของอากาศภายในอาคารเพื�อการประหยดัพลงังาน การทาํนายสภาวะอากาศ 

การเคลื�อนตวัของอากาศเยน็ผา่นทวีป ทิศทางการไหลท่วมของนํ�าเมื�อเกิดอุทกภยั 

(ง) การวิเคราะห์คลื�นแม่เหลก็ไฟฟ้าสาํหรับเสาส่งสัญญาณทางอากาศ ทรานซิสเตอร์ 

มอเตอร์ สายไฟฟ้าแรงสูง 

(จ) การวิเคราะห์การไหลในเส้นเลือดตามร่างกายและหัวใจ ไปจนถึงอุปกรณ์ทาง

การแพทย ์กระดูกขอ้ต่อเทียม เทา้เทียม รากฟันเทียม 

(ฉ) และงานอื�น ๆ ที�ไม่สามารถทดลองได้เพราะอาจเป็นอนัตรายต่อมนุษยห์รือมี

ค่าใชจ่้ายสูง เช่น อานุภาพการระเบิดของขีปนาวธุ การไหลของแก๊สที�เป็นพิษต่อ

มนุษยใ์นโรงงานอุตสาหกรรม 

   ประโยชน์ต่าง ๆ ดงัตวัอยา่งขา้งตน้นี� เองทาํใหส้ถาบนัการศึกษาจาํนวนมากบรรจุ

วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์ป็นวิชาที�นิสิตนกัศึกษาในหลายสาขาตอ้งเรียนรู้กนั  ก่อใหเ้กิดความเขา้ใจ

ในทฤษฎีที�ฝังตวัอยู่ในซอฟต์แวร์ เพื�อทาํให้ใชซ้อฟต์แวร์ไดอ้ย่างถูกตอ้งจึงมีความมั�นใจใน

ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�น  



 

 

 

บทที�  2 
 

 

 

การวเิคราะห์วสัดุท่อน 
 

  การวิเคราะห์วสัดุท่อนจดัเป็นพื�นฐานเบื�องตน้ในการศึกษาวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

เพราะมีจาํนวนตวัไม่รู้ค่า (unknown) นอ้ย  ตวัไม่รู้ค่าเหล่านี� คือค่าของการเสียรูป (displace-

ment) ซึ� งมีความหมายทางกายภาพที� ง่ายแก่การทําความเข้าใจ วัสดุท่อน (truss, rod)  

รับแรงดึงหรือแรงกดในแนวแกนไดเ้พียงอย่างเดียว  ทาํให้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถ

นาํไปประยกุตใ์ชก้บัสปริง (spring) ไดโ้ดยตรง 

 

 

2.1 สมการพื�นฐาน 

  2.1.1 สมการเชิงอนุพนัธ ์

   วสัดุท่อนยาวเรียว วางตัวอยู่ในแนวแกน x อาจถูกยึดที�ปลายขา้งหนึ� งและมี 

แรงดึงหรือแรงกดที�ปลายอีกขา้งหนึ� ง  จะเกิดการยืดหรือหดตวัขึ�นจนอยู่ในสภาวะสมดุล 

(equilibrium)  ความสมดุลนี� เกิดขึ�นทุกตาํแหน่งตลอดความยาวของวสัดุท่อนยาวเรียวนั�น  

สมการเชิงอนุพนัธ์ซึ� งแสดงถึงความสมดุลนี�หากไม่คาํนึงถึงแรงจากนํ� าหนกัของตวัวสัดุท่อน 

(body force) เอง คือ 

0x

x





 

โดย x แทนค่าความเคน้ (stress) ที�เกิดขึ�นในท่อนวสัดุยาวเรียวนั�น 
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 2.1.2 สมการที�เกี�ยวขอ้ง 

   เนื�องจากสมการเชิงอนุพนัธ์มีเพียงหนึ�งสมการ  จึงคาดคะเนไดว้่าตวัไม่รู้ค่าตอ้งมี

เพียงหนึ�งตวัเท่านั�น  ค่าความเคน้ขา้งตน้นี�แปรผนัไปกบัค่าความเครียด (strain) ตามกฎของฮูค 

(Hooke’s law) คือ 

x xE   

โดย E แทนค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่น (modulus of elasticity) หรือเรียกกนัทั�วไปว่าเป็น

โมดูลสัของยงั (Young’s modulus) ส่วน x คือค่าความเครียดซึ�งหากการเสียรูปนั�นมีค่านอ้ย 

(small deformation) ค่าความเครียดนี� คือ   

x

u

x






 

โดย u = u(x) แทนค่าการเสียรูปซึ� งแปรผนัไปกับระยะ x ตามแนวแกนของวสัดุท่อนนั�น  

ดงันั�น หากเราทราบผลลพัธ์ของการเสียรูป เราจึงหาค่าความเคน้ไดโ้ดยตรงจาก 

x

u
E

x






 

ซึ� งทาํให้สมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาวสัดุท่อนนี� ในกรณีที�ค่าโมดูลสัความยืดหยุ่นนั�นคงตวั 

(constant) คือ 

2

2
0

u
E

x





 

   ในเชิงของการวิเคราะห์ หากปัญหาประกอบไปด้วยวสัดุเพียงท่อนเดียว เรา

สามารถอินทิเกรต (integrate) สมการเชิงอนุพนัธ์นี� สองครั� ง แล้วจะพบว่าการเสียรูปนั�น 

แปรผนัเชิงเส้นตรง (linear) ไปกบัแกน x ในขณะที�ค่าความเคน้นั�นคงที�ตลอดความยาวของ

วสัดุท่อน  แต่หากปัญหานั�นประกอบไปดว้ยหลายวสัดุท่อนหลายท่อนต่อเขา้ดว้ยกนั  หรือ 

ต่อเข้าอย่างระเกะระกะในสองหรือสามมิติ  การหาผลลัพธ์ในเชิงของการวิเคราะห์นั� น 

ทาํไดย้าก วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตจึ์งเขา้มามีบทบาท  ดงัอธิบายในหวัขอ้ยอ่ยต่อไปนี�   
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 2.2 วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 2.2.1 สมการไฟไนตเ์อลิเมนต ์

   สมการไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถประดิษฐ์ขึ�นไดโ้ดยตรงจากสมการเชิงอนุพนัธ์

ด้วยการใช้วิธีถ่วงนํ� าหนักเศษตกคา้ง (Method of Weighted Residuals, MWR) แนวคิด

ของวิธีนี� คือการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ไปเป็นสมการทางพีชคณิต (algebraic equations) 

อนัประกอบดว้ยการทาํบวก ลบ คูณ และหารตวัเลข เพื�อก่อให้เกิดความผิดพลาด (error) จาก 

ผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) น้อยที�สุด รายละเอียดขั�นตอนของวิธีนี� สามารถศึกษาได้

จากหนงัสือ “ไฟไนต์เอลิเมนต์ในงานวิศวกรรม” ซึ�งแต่งโดยผูเ้ขียนเช่นกนั 

   สมการทางพีชคณิตที�เกิดขึ�นมกัเขียนให้อยู่ในรูปแบบของเมทริกซ์ (matrix)  

เพื�อสะดวกแก่การนาํไปประดิษฐ์ต่อขึ�นเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไดโ้ดยตรง  ในกรณีของ

วสัดุท่อนนี�  สมการไฟไนตเ์อลิเมนตที์�เกิดขึ�น คือ 

    K u F  

โดย  K  เรียกว่าเมทริกซ์ความแข็งเกร็ง (stiffness matrix);  u  เป็นเมทริกซ์แนวตั� ง 

(column matrix) หรือมกัเรียกกนัว่าเป็นเวกเตอร์ (vector) ซึ� งประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อ 

(node); และ  F  เป็นเมทริกซ์แนวตั�งหรือเวกเตอร์ที�บรรจุค่าของแรงที�จุดต่อ  ขนาดและ

รายละเอียดภายในเมทริกซ์เหล่านี� ขึ�นอยู่กับชนิดของเอลิเมนต์ที�เลือกใช้ ดังที�จะอธิบายใน

หวัขอ้ยอ่ยต่อไปนี�  
 

 2.2.2 ชนิดของเอลิเมนต ์

   เอลิเมนตว์สัดุท่อน (truss element) พื�นฐานที�ง่ายแก่การศึกษานั�นวางตวัอยู่ใน

แนวแกน x ประกอบดว้ย 2 จุดต่อที�ปลาย ดงัแสดงในรูป 

 

โดย A แทนพื�นที�หน้าตดั (cross-sectional area) , E แทนค่าโมดูลสัความยืดหยุ่นของวสัดุ

ท่อน, L แทนความยาวของท่อน, 1u  และ 2u  แทนค่าการเคลื�อนตวัที�จุดต่อ 1  และ 2,  1F  และ 

2F  แทนแรงกระทาํที�จุดต่อ 1  และ 2  ตามลาํดบั  

A, E 

L 

2 1 
x 

1u 2u

2F1F
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  ลักษณะการกระจายของการเสียรูปถูกสมมุติให้แปรผนัเชิงเส้นตรงไปใน

แนวแกน x ดงัแสดงในรูป  การแปรผนันี�สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบไดด้งันี�  

( )u x    1 1 2 2( ) ( )N x u N x u       1
1 2

2

( ) ( )
u

N x N x
u

 
    

 
 

                            
(1 2) (2 1)

( )N x u
 

     

 

โดย 1( )N x  และ 2 ( )N x  เรียกว่าฟังก์ชนัการ

ประมาณภายใน (interpolation functions)  

ซึ�งในกรณีนี�  คือ 

     1( )N x  1
x

L
      และ     2 ( )N x 

x

L
 

 

  อนึ� ง เอลิเมนตว์สัดุท่อนอาจมีจาํนวนจุดต่อมากกว่า 2 จุดต่อก็ได ้เช่น เอลิเมนต์

แบบ 3 จุดต่อ ดงัแสดงในรูป ในกรณีนี�  ลกัษณะการกระจายคือ 

   

 

( )u x       1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )N x u N x u N x u    

                
1

1 2 3 2

3

( ) ( ) ( )

u

N x N x N x u

u

 
 

    
 
 

  

                 
(1 3) (3 1)

( )N x u
 

     

 

โดย 1( )N x , 2 ( )N x  และ 3( )N x  แทนฟังกช์นัการประมาณภายใน ซึ�งคือ 

1( )N x 
2

2

3 2
1

x x

L L
       ;     2 ( )N x 

2

2

4 4x x

L L
      ;     3( )N x 

2

2

2x x

L L
   

   ลกัษณะการกระจายของเอลิเมนตแ์บบ 3 จุดต่อซึ� งมีความซับซ้อนมากขึ�นกว่า 

เอลิเมนตแ์บบ 2 จุดต่อ  ช่วยทาํใหผ้ลลพัธ์มีความเที�ยงตรงมากขึ�น แต่จะใชเ้วลาในการคาํนวณ

มากขึ�นตามไปดว้ย  เพราะเอลิเมนตแ์บบ 3 จุดต่อนี� มีจาํนวนตวัไม่รู้ค่าที�มากขึ�น 

   เมื�อเราใชเ้อลิเมนตแ์บบ 2 จุดต่อ สมการไฟไนตเ์อลิเมนตที์�เกิดขึ�น คือ 

1 1

2 2

1 1

1 1

u FAE

u FL

     
         

2 1 

1u

2u( )u x

x
L

3 1 

x 

1u

3u

2u

2 

2

L

2

L

( )u x
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หากปัญหานั�นประกอบไปดว้ยเอลิเมนตแ์บบ 2 จุดต่อนี� รวม 10 เอลิเมนตซึ์�งอาจมีพื�นที�หนา้ตดั 

A, โมดูลสัความยืดหยุ่น E และความยาว L แตกต่างกันไป เราก็ตอ้งสร้างสมการไฟไนต ์

เอลิเมนตข์า้งตน้นี�จาํนวน 10 ชุด  จากนั�นจึงนาํสมการทั�ง 10 ชุดนี�มาประกอบกนัเขา้ใหถู้กตอ้ง

ตามรูปแบบการเรียงตวัของเอลิเมนต์เหล่านี� ในโมเดลของปัญหา  ก่อให้เกิดระบบสมการ

พีชคณิตขนาดใหญ่ แลว้จึงประยกุตเ์งื�อนไขขอบเขตลงในระบบสมการพีชคณิตนี�  ก่อนแกเ้พื�อ

หาค่าการเคลื�อนตวั ณ จุดต่อต่าง ๆ 

   หากเอลิเมนต์เหล่านี� วางตวัต่อกันใน 2 หรือ 3 มิติ สมการไฟไนต์เอลิเมนต์

ขา้งตน้ตอ้งถูกแปลง (transformation) เพราะแต่ละจุดต่อสามารถเคลื�อนตวัไปในแนวแกน y 

และ z ไดด้ว้ย  ทาํให้เมทริกซ์ความแขง็เกร็ง  K  นั�นมีขนาดใหญ่ขึ�น ส่งผลกระทบโดยตรงสู่

ระบบสมการรวมทางพีชคณิตที�ตอ้งมีขนาดใหญ่ขึ�นเช่นกนั ปริมาณหน่วยความจาํและเวลาที�

ใชไ้ปในการคาํนวณกจ็ะมากขึ�นตามไปดว้ย 

   อุปสรรคเหล่านี� สามารถแกไ้ขไดโ้ดยง่ายดว้ยการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิว-

เตอร์ซึ� งสามารถรองรับรูปแบบของปัญหาไดห้ลากหลาย  ในหัวขอ้ถดัไป เราจะศึกษาการใช้

ซอฟต์แวร์แอนซีสเพื�อแกไ้ขปัญหาอย่างง่ายก่อน  เราจะพบว่าซอฟต์แวร์เดียวกนันี� สามารถ

แกปั้ญหารูปร่างซบัซอ้นไดโ้ดยสะดวก ทั�งนี�ก็เพราะว่ากระบวนการภายในวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต์

นี�ดาํเนินไปอยา่งเป็นขั�นเป็นตอน  รูปร่างของปัญหาอาจเปลี�ยนไปไดห้ลากหลาย แต่โปรแกรม

ภายในที�ใชใ้นการคาํนวณยงัคงเหมือนเดิม 

 

 

2.3 ตวัอย่างเพื�อการเรียนรู้ 

 2.3.1 ปัญหาโครงสร้าง 1 มิติ 
 

   โลหะ 2 ท่อนยาว 0.5 และ 1.0 m ยึดต่อกันในแนวแกน x ดังแสดงในรูป มี

พื�นที�หนา้ตดั .002 และ .001 m2 ทาํดว้ยวสัดุซึ�งมีค่าโมดูลสัของยงัเท่ากบั 5107 และ 10107 

N/m2 ตามลาํดบั  ดา้นซา้ยของโมเดลยึดติดกบัผนงั ในขณะที�จุดต่อตรงกลางและดา้นขวาถูก

แรงดึง 300 และ 500 N ไปในแนวแกน x กาํหนดให้ใช้เพียง 2 เอลิเมนต์เพื�อคาํนวณหาค่า

เคลื�อนตวัที�จุดต่อและความเคน้ที�เกิดขึ�นในแต่ละเอลิเมนต ์
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(ก) เปิดโต๊ะช่างแอนซีสและตั�งค่าเบื�องต้น 

 เ ปิ ด  Ansys Workbench แ ล้ว เ ลื อ ก เ ม นู  Units ที� แ ถ บ แ ถ ว บ น เ ป็ น  Metric 
(kg,m,s,C,A,N,V) 

 ในหนา้ต่าง Analysis Systems คลิกสองครั� งที�ปุ่ม Static Structural กล่องเล็ก ๆ 

จะปรากฏขึ�นในหนา้ต่าง Project Schematic 

 พิมพชื์�อโพรเจกต์ว่า 1D Truss Problem แทนชื�อ Static Structural ในกรอบสี

ฟ้า แลว้กดปุ่ม Enter 

 คลิกขวาที�แถบ Engineering Data แลว้เลือก Edit… หนา้ต่าง A2: Engineering 

Data จะปรากฏขึ�น จากนั�นคลิกสองครั� งที� Click here to add a new material 

แลว้พิมพชื์�อวสัดุสาํหรับเอลิเมนตห์มายเลข 1 เช่น Material 1 แลว้กดปุ่ม Enter 

 คลิก Isotropic Elasticity อยู่ใต ้Linear Elastic คา้งไว ้แลว้ลากมาที�  Property 

ในหน้าต่างกลางล่าง กรอกค่า Young’s Modulus เป็น 5e7 แลว้กด Enter  และ

กรอกค่า Poisson’s Ratio เป็น 0.3 แลว้กด Enter   

 

0.5 m 1.0 m 

500 N 

1 2 

3 1 300 N 2 x 

2
1 .002 mA 

7 2
1 5 10 N mE  

2
2 .001 mA 

7 2
2 10 10 N mE  
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