
CALCULUS

ชัยรัตน์ มดนาค

แคลคูลัส 2



สงวนลิิขสิิทธิ์์� ตามพระราชบััญญััติิลิิขสิิทธิ์์� พ.ศ. 2537 โดยสำำ�นัักพิิมพ์์มหาวิิทยาลััยนเรศวร ห้้ามทำำ�ซ้ำำ�� ดััดแปลง เผยแพร่่ต่่อสาธารณชนไม่่ว่่าส่่วนใดส่่วนหนึ่่�ง
ของหนัังสืือเล่่มนี้้� ไม่่ว่่าในรููปแบบใด ๆ นอกจากจะได้้รัับอนุุญาตเป็็นลายลัักษณ์์อัักษรจากสำำ�นักพิิมพ์์มหาวิิทยาลััยนเรศวร เท่่านั้้�น

ข้อมูลทางบรรณานุกรมของหอสมุดแห่งชาต ิ
National Library of Thailand Cataloging in Publication Data

ชััยรััตน์์ มดนาค. 

            	แคลคูลััส 2 = Calculus II.-- พิิษณุุโลก : สำำ�นัักพิิมพ์์มหาวิิทยาลััยนเรศวร, 2567.  

            	432 หน้้า.

	 1. แคลคููลััส  I. ชื่่�อเรื่่�อง. 

515 

ISBN 978-616-426-358-1 

ISBN (e-book) 978-616-426-359-8 

สพน. 138 

ราคา 350 บาท

พิมพ์ครั้งแรก  ตลุาคม พ.ศ. 2567  � 

จัดพิมพ์โดย  	 สำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร
 

วางจำ�หน่ายที	่ 1.	 ศูนย์หนังสือแห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย

		  ถนนพญาไท แขวงวังใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330  โทร. 0 2218 9812 

	 2.	 ศูนย์หนังสือมหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์

		  ถนนงามวงศ์วาน  แขวงลาดยาว  เขตจตุจักร กรุงเทพฯ  10900 โทร. 0 2579 0113 

	 3.	 ศูนย์หนังสือมหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์

		  ถนนพระจันทร์ แขวงพระบรมมหาราชวัง เขตพระนคร กรุงเทพฯ 10200 โทร. 0 2613 3899 

	 4.	 สำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร

		บ  ณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยนเรศวร อาคารมหาธรรมราชา จังหวัดพิษณุโลก 65000 โทร. 0 5596 8833-8836 
 

ประธานกองบรรณาธิการ	รองศาสตราจารย์ ดร.กรองกาญจน์ ชูทิพย์ คณบดีบณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยนเรศวร

กองบรรณาธิการ	 รองศาสตราจารย์ ดร.สุชาติ แย้มเม่น • รองศาสตราจารย์สุทัศน์ เยี่ยมวัฒนา • รองศาสตราจารย์ ดร.ศักดา สมกลุ •

	 รองศาสตราจารย์ ดร.เกตุจันทร์ จำ�ปาไชยศรี • ศาสตราจารย์ ดร. พญ.สธุาทิพย์ พงษ์เจริญ •

	 ศาสตราจารย์  ดร. ภญ.กรกนก อิงคนินันท์ • รองศาสตราจารย์ ดร.นิทรา กิจธีระวุฒิวงษ์ • ศาสตราจารย์ ดร.สุทิสา ถาน้อย •

	 รองศาสตราจารย์ ดร.กิตติมา ชาญวิชัย • รองศาสตราจารย์ ดร.รุจโรจน์ แก้วอุไร • รองศาสตราจารย์ นาวาโท ดร.วัฒนชัย หมั่นยิ่ง •

	 รองศาสตราจารย์ ดร.วัชรพล พุทธรักษา • รองศาสตราจารย์  ดร.พงศ์พันธ์ กิจสนาโยธิน • ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ยุวยงค์ จันทรวิจิตร •

	 ผู้ช่วยศาสตราจารย์จรรยารักษ์ สุวพันธ์ • พัชรี ท้วมใจดี •  นวิพรรณ ตันติพลาผล • สรญา แสงเย็นพันธ์

ประสานงาน	 ภัคคีณี เทิดสิทธิกุล

ฝ่ายขาย/การเงิน	 มลฑา โพธิ์เงิน • วสันต์ มาสวัสดิ์

ออกแบบปก	 สัญญา จันทา 

ออกแบบรูปเล่ม	 สรญา แสงเย็นพันธ ์

พิมพ์ที่	 รัตนสุวรรณการพิมพ์ 3 30-31 ถนนพญาลิไท ตำ�บลในเมือง อำ�เภอเมือง จังหวัดพิษณุโลก 

บัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยนเรศวร 99 หมู่ 9 อาคารมหาธรรมราชา ชั้น 1 มหาวิทยาลัยนเรศวร 
ตำ�บลท่าโพธิ์ อำ�เภอเมือง จังหวัดพิษณุโลก 65000 โทร. 0 5596 8833-8836 E-mail : nuph@nu.ac.th 

      www.nupress.grad.nu.ac.th         สำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร           @nupress

สำ�นักพิมพ์นี้เป็นสมาชิกสมาคมผู้จัดพิมพ ์
และผู้จำ�หน่ายหนังสือแห่งประเทศไทย

กรณีต้องการสั่งซื้อหนังสือปริมาณมาก หรือเข้าชั้นเรียนติดต่อได้ที่ฝ่ายจัดจำ�หน่ายสำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร 
Line : @nupress  Email : nuph@nu.ac.th 

พิมพ์บน

กระดาษคุณภาพ เพื่อผลงานคุณภาพhttps://pubat.or.th

@nupress สำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร



คำำ�นำำ�

	 หนัังสืือแคลคููลััส 2 เป็็นหนัังสืือเล่่มที่่� 2 ของเนื้้�อหาทั้้�งหมดของรายวิิชาแคลคูลััสที่่� 

ประกอบไปด้้วยเรื่่�อง ลำำ�ดัับ อนุุกรม การทดสอบอนุุกรม อนุุกรมกำำ�ลัง อนุุกรมเทย์์เลอร์์ 

เมทริิกซ์์และดีีเทอร์์มิิแนนต์์ ค่่าลำำ�ดัับขั้้�นของเมทริิกซ์์ การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิิงเส้้น 

หลักัเกณฑ์ข์องคราเมอร์ ์ปริภูิูมิเิวกเตอร์ ์ปริภิูมูิยิ่อ่ย ฐานและมิติิ ิการแปลงเชิงิเส้น้ ค่า่ลักัษณะเฉพาะ 

และเวกเตอร์ล์ักัษณะเฉพาะ เนื้้�อหาหลายส่ว่นมีีความสำำ�คัญัในการประยุกุต์ต์่อ่ยอดกับัหลายศาสตร์์  

เช่่น วิิศวกรรมศาสตร์์ และวิิทยาศาสตร์์แขนงต่่าง ๆ สำำ�หรัับเนื้้�อหาในส่่วนของฟัังก์์ชัันมากกว่่า 

สองตััวแปร สำำ�หรัับการหาลิิมิิต ความต่่อเนื่่�องของฟัังก์์ชััน การหาอนุุพัันธ์์และปริิพัันธ์์ จะอยู่่�ใน

หนังัสือืแคลคูลัสั 3 จุดุประสงค์ข์องหนังัสือืเล่ม่นี้้�ก็ค็ือื เพื่่�อให้ผู้้้�อ่านได้้ความรู้้�ในหลักัการทางพีีชคณิติ

เชิิงเส้้นพร้้อมไปด้้วย อัันจะเป็็นประโยชน์์ในการต่่อยอดในงานที่่�เกี่่�ยวข้้องได้้



สารบััญ

ลำำ�ดัับและอนุุกรม................................................................... 1
(Sequence and Series)

ลำำ�ดัับ (Sequence)....................................................................................................... 2

อนุุกรม (Series)..........................................................................................................52

การทดสอบการลู่่�เข้้า (Tests of convergence)........................................................70

อนุุกรมสลัับ (Alternating series)..............................................................................98

อนุุกรมกำำ�ลััง (Power series)...................................................................................110

อนุุกรมเทย์์เลอร์์และอนุุกรมแมคลอริิน (Taylor and Maclaurin series)..............119

พหุุนามเทย์์เลอร์์ (Taylor polynomials)................................................................127

การประยุุกต์์ใช้้อนุุกรมเทย์์เลอร์์ (Applications of Taylor series)........................138

บทสรุุป......................................................................................................................151

แบบฝึึกหััด.................................................................................................................151

ระบบสมการเชิิงเส้้นและการดำำ�เนิินการของเมทริิกซ์์................ 161
(Systems of Linear Equations and Matrices)

เมทริิกซ์์ (Matrix)......................................................................................................162

ผลคููณจุุดและการคููณเมทริิกซ์์ (Dot product and matrix multiplication)........169

ระบบสมการเชิิงเส้้น (System of linear equations).............................................180

การดำำ�เนิินการตามแถวขั้้�นมููลฐาน (Elementary row operations).......................194

การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิิงเส้้นโดยใช้้การดำำ�เนิินการเมทริิกซ์์ (Solving 

	 a system of linear equations using matrix operations).......................202

อิินเวอร์์สของเมทริิกซ์์ (Inverse of a matrix).........................................................217

ดีีเทอร์์มิิแนนต์์ (Determinant)................................................................................226

การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิิงเส้้นโดยใช้้ (Solving system of linear

	 equations using  )........................................................................................249

1

2



กฎของคราเมอร์์ (Cramer’s rule)...........................................................................253

บทสรุุป......................................................................................................................259

แบบฝึึกหััด.................................................................................................................260

ปริิภููมิิเวกเตอร์์................................................................... 271
(Vector Space)

เวกเตอร์์ในปริิภููมิิยููคลิิด (Euclidean space)...........................................................272

ปริิภููมิิเวกเตอร์์บนเซตของจำำ�นวนจริิง (Real vector space)...................................288

ปริิภููมิิย่่อย (Subspace)............................................................................................296

ผลรวมเชิิงเส้้น (Linear combination)....................................................................303

ฐานและมิิติิ (Basis and dimension)......................................................................311

ปริิภููมิิแถวและปริิภููมิิหลััก (Row and column spaces)........................................333

ปริิภููมิิสู่่�ศููนย์์ (Null space).......................................................................................349

การแปลงเชิิงเส้้น (Linear transformation)............................................................362

เมทริิกซ์์มาตรฐาน (Standard matrix)....................................................................371

ค่่าลัักษณะเฉพาะ (Eigenvalues) และ ปริิภููมิิลัักษณะเฉพาะ (Eigenvectors).......383

บทสรุุป......................................................................................................................402

แบบฝึึกหััด.................................................................................................................403

บรรณานุุกรม............................................................................... 409

เฉลยแบบฝึึกหััด
	 เฉลยแบบฝึึกหััด บทที่่� 1........................................................................................... 411

	 เฉลยแบบฝึึกหััด บทที่่� 2........................................................................................... 412

	 เฉลยแบบฝึึกหััด บทที่่� 3........................................................................................... 418

ดััชนี............................................................................................ 422

3





Sequence and Series

01
ลำ�ดับและอนกุรม

	 เนื้้�อหาในบทนี้้�จะกล่่าวถึึงบทนิิยามของลำำ�ดัับและอนุุกรม การทดสอบการลู่่�เข้้า

ของลำำ�ดัับและอนุุกรม และการประยุุกต์์
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1.1 ล ำดับ (Sequence)  
ลำดับ แสดงถึง การเรียงลำดับของสิ่งต่าง ๆ เช่น ลำดับของตัวเลข 1 , 2, 3, 4, 5  

เป็นต้น ลำดับสามารถมีความสัมพันธ์กับเวลาหรือการเกิดขึ ้นตามลำดับที ่กำหนดไว้ เช่น  
การทำงานตามลำดับของขั้นตอนในกระบวนการการผลิต หรือการดำเนินการตามลำดับใน 
การทำอะไรบางอย่าง สังเกตจากตัวอย่างความสัมพันธ์ระหว่างลำดับและปริมาณของสัตว์  
ชนิดหนึ่งดังตารางข้อมูลต่อไปนี้ 

 
ตาราง 1.1 ความสัมพันธ์ระหว่างพ้ืนที่สำรวจกับจำนวนสัตว์ 
พ้ืนที่สำรวจลำดับที่ 1 2 3 4 5 6 
จำนวนสัตว์ 10 22 46 94 190 382 

 
จากตารางจะเห็นว่า อาจใช้ข้อมูลที ่มีสร้างฟังก์ชันของความสัมพันธ์ระหว่างพื ้นที ่สำรวจ 
กับจำนวนของสัตว์ได้ โดยที่เซตของพื้นที่สำรวจ {1,2,3,4,5,6} เรียกว่าโดเมน (domain) และ
เซตของจำนวนสัตว์ {10,22,46,94,190,382}  เรียกว่าเรนจ์ (range) 
 
พิจารณาลำดับ  

1 1 11, , , ,
3 9 27

 
 
 

 

ซึ่งคือลำดับของค่าของฟังก์ชัน 1( )
3nf n =  สำหรับ 0,1,2,3,n =  ดังนั้น ลำดับ คือ ฟังก์ชันที่มี 

โดเมนเป็นเซตย่อยของจำนวนเต็ม ลำดับถูกแบ่งเป็น 2 ประเภท กล่าวคือ ลำดับที่มีโดเมนจำกัด 
เช่น {1,2,3,4, ,n } เรียกว่า ลำดับจำกัด และลำดับที่มีโดเมนไม่จำกัด เช่น {1,2,3,4, }  
เรียกว่า ลำดับอนันต์  

เมื่อเขียนแทนลำดับด้วยฟังก์ชัน ( )f n  เช่น 1( )
3nf n =  พจน์ที่ n  ของลำดับจะ

เขียนแทนด้วย ( )na f n=  และถ้าเป็นลำดับจำกัด จะเขียนแทนด้วย 1 2, , , na a a  สำหรับ
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ลำดับไม่จำกัดจะเขียนแทนด้วย 1 2, , , ,na a a  โดยที่ 1a  เรียกว่าพจน์ที่ 1 ของลำดับ 2a  
เรียกว่าพจน์ที่ 2 ของลำดับ เรื่อยไป  
 
 

ตัวอย่าง 1.1 

กำหนดให้ 1( )
3nf n =  แทนฟังก์ชันของลำดับโดยที่มีโดเมนเป็นจำนวนเต็มบวกจงหาพจน์ที่ 1 

ถึงพจน์ที่ 5 ของลำดับ 

วิธีทำ จาก 1( )
3nf n =  พิจารณาแทน 1,2,3,4,5n =  ได้ 

พจน์ที่ 1 ของลำดับคือ  1 1

1 1(1)
3 3

a f= = =  

พจน์ที่ 2 ของลำดับคือ  2 2

1 1(2)
3 9

a f= = =  

พจน์ที่ 3 ของลำดับคือ  3 3

1 1(3)
3 27

a f= = =  

พจน์ที่ 4 ของลำดับคือ  4 4

1 1(4)
3 81

a f= = =  

พจน์ที่ 5 ของลำดับคือ  5 5

1 1(5)
3 243

a f= = =  

 
 

ตัวอย่าง 1.2 
จงคำนวณหา 2 3 4, ,a a a  สำหรับลำดับที่กำหนดโดย 

  1 1
1

1 31,
3n n

n

a a a
a−

−

 
= = + 

 
 

วิธีทำ โดยใช้การแทนค่า ได้ 

  2 1
1

1 3 1 3 41
3 3 1 3

a a
a

   = + = + =   
  

 

ตััวอย่่าง 1.1

ตััวอย่่าง 1.2
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สรุป 
เนื้อหาในบทนี้ได้นำเสนอลำดับ การตรวจสอบความลู่เข้าของลำดับ โดยลำดับจะลู่เข้า

ต่อเมื่อลิมิตของลำดับ na  มีค่า หรือ ถ้าลำดับมีขอบเขตและเป็นลำดับทางเดียว ก็จะเป็นลำดับลู่
เข้าเช่นกัน เนื้อหาส่วนอื่นประกอบไปด้วย การแนะนำอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 
อนุกรมสลับ และ อนุกรมต่าง ๆ การตรวจสอบการลู่เข้าของอนุกรมนั้นสามารถใช้การหาลิมิต
ของ na  และประยุกต์ให้ Divergence Theorem ถ้าค่าลิมิตมีค่าเป็นศูนย์แสดงว่าอนุกรมลู่เข้า 
แต่ถ้าค่าของลิมิตไม่เป็นศูนย์แสดงว่าอนุกรมลู่ออก การตรวจสอบอนุกรมโดยใช้วิธีอื่น ๆ เช่น  
การหาค่าปริพันธ์ของ na   การเปรียบเทียบกับอนุกรมที่ทราบว่าลู่เข้าหรือลู่ออก การใช้ลิมิตและ
การเปรียบเทียบ การใช้อัตราส่วน หรือการใช้ค่าราก ท้ายสุด การหารัศมีของการลู่เข้าของ
อนุกรมกำลัง และการสร้างอนุกรมเทย์เลอร์และอนุกรมแมคลอรินสำหรับการประมาณค่า 
ของฟังก์ชัน  
 
 

แบบฝึกหัด 
 
1. จงตรวจสอบว่าลำดับต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 
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สรุป 
เนื้อหาในบทนี้ได้นำเสนอลำดับ การตรวจสอบความลู่เข้าของลำดับ โดยลำดับจะลู่เข้า

ต่อเมื่อลิมิตของลำดับ na  มีค่า หรือ ถ้าลำดับมีขอบเขตและเป็นลำดับทางเดียว ก็จะเป็นลำดับลู่
เข้าเช่นกัน เนื้อหาส่วนอื่นประกอบไปด้วย การแนะนำอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 
อนุกรมสลับ และ อนุกรมต่าง ๆ การตรวจสอบการลู่เข้าของอนุกรมนั้นสามารถใช้การหาลิมิต
ของ na  และประยุกต์ให้ Divergence Theorem ถ้าค่าลิมิตมีค่าเป็นศูนย์แสดงว่าอนุกรมลู่เข้า 
แต่ถ้าค่าของลิมิตไม่เป็นศูนย์แสดงว่าอนุกรมลู่ออก การตรวจสอบอนุกรมโดยใช้วิธีอื่น ๆ เช่น  
การหาค่าปริพันธ์ของ na   การเปรียบเทียบกับอนุกรมที่ทราบว่าลู่เข้าหรือลู่ออก การใช้ลิมิตและ
การเปรียบเทียบ การใช้อัตราส่วน หรือการใช้ค่าราก ท้ายสุด การหารัศมีของการลู่เข้าของ
อนุกรมกำลัง และการสร้างอนุกรมเทย์เลอร์และอนุกรมแมคลอรินสำหรับการประมาณค่า 
ของฟังก์ชัน  
 
 

แบบฝึกหัด 
 
1. จงตรวจสอบว่าลำดับต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 
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Systems of Linear Equations 
and Matrices

02
ระบบสมการเชงิเส้นและ

การดำ�เนนิการของเมทรกิซ์

	 เนื้้�อหาในบทนี้้�จะแนะนำำ�บทนิิยามของเมทริิกซ์์ และสมบััติิต่่าง ๆ ของเมทริิกซ์์  

การเขีียนระบบสมการเชิิงเส้้นให้้อยู่่�ในรููปของเมทริิกซ์์ และการแก้้ปััญหาของระบบสมการ

เชิิงเส้้นโดยใช้้กระบวนการทางเมทริิกซ์์
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2.1 เมทริกซ์ (Matrix) 
ในคณิตศาสตร์ เมทริกซ์ คืออาร์เรย์ที ่มีล ักษณะเป็นสี ่เหลี ่ยมผืนผ้าของตัวเลข 

สัญลักษณ์ หรือสูตรที่เรียงลำดับในแนวแถวและคอลัมน์ เมทริกซ์เป็นสิ่งที่สำคัญในการเรียนรู้
คณิตศาสตร์เชิงเส้นและการประยุกต์ใช้ในหลายสาขา รวมถึงฟิสิกส์ วิศวกรรมศาสตร์ วิทยาการ
คอมพิวเตอร์ และเศรษฐศาสตร์ สำหรับบทนี้จะไม่มีการพิสูจน์ทฤษฎีบทต่าง ๆ ผู้ที่สนใจสามารถ
ดูได้จากหนังสืออ้างอิงท้ายเล่ม 
 
บทนิยาม 2.1  เมทริกซ์ คือ ชุดของตัวเลขจัดเรียงติดกันเป็นรูปสี่เหลี่ยม โดยตัวเลขแต่ละตัว
เรียกว่า สมาชิก (element) ของเมทริกซ์  
 
แถว (row - vector) ของเมทริกซ ์ 

คือ สมาชิกแนวนอนของเมทริกซ์ และคอลัมน์ (column - vector) ของเมทริกซ์ คือ 
สมาชิกแนวตั้งของเมทริกซ์ 
 
ขนาดของเมทริกซ ์

คือ จำนวนแถวและจำนวนคอลัมน์ของเมทริกซ์ ถ้าเมทริกซ์มี m  แถว และ n  คอลัมน์ 
จะเขียนขนาดของเมทริกซ์แทนด้วย m n   
 
ตัวอย่าง 2.1 
กำหนดให้เมทริกซ์  

1 0 1
2 1 1
2 0 3

A
 
 = − 
 − 

, 2 1 0
1 1 5

B  
=  − 

, 
2 0
1 1
0 1

C
 
 =  
 − 

, 
1
0
1

D
 
 =  
  

, 

 1 0 2E = , 1 1
2 3

F  
=  
 

 

ตััวอย่่าง 2.1
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จงหาขนาดของเมทริกซ์ 
วิธีทำ  
 เมทริกซ์ A  มี 3 แถว 3 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 3 3  
 เมทริกซ์ B  มี 2 แถว 3 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 2 3  
 เมทริกซ์ C  มี 3 แถว 2 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 3 2  
 เมทริกซ์ D  มี 3 แถว 1 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 3 1  
 เมทริกซ์ E  มี 1 แถว 3 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 1 3  
 เมทริกซ์ F  มี 2 แถว 2 คอลัมน์ ดังนั้นมีขนาดเป็น 2 2  
 
เมทริกซ์เอกลักษณ์ (identity matrices)  

คือ เมทริกซ์จัตุรัส (square matrix) นั่นคือ จำนวนแถวและจำนวนคอลัมน์เท่ากัน 
โดยที่มีสมาชิกในแนวทแยง (diagonal) เป็น 1 ทั้งหมด และเขียนแทนด้วย nI  สำหรับเมทริกซ์
ขนาด n n  เช่น  
 

2

1 0
0 1

I  
=  
 

, 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
 =  
  

 และ 4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

I

 
 
 =
 
 
 

 เป็นต้น 

 
บทนิยาม 2.2   (เมทริกซ์ทั่วไป) ถ้า m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก แล้วเมทริกซ์ขนาด m n  
เขียนแทนด้วย  

   

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n

n

m m m mn m n

a a a a
a a a a
a a a a

a a a a


 
 
 
 
 
 
  
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แบบฝึกหัด 
 
1. จงหาขนาดของเมทริกซ์ต่อไปนี้ 

 a) 
1 2 4
3 1 2
1 1 2

 
 
 
  

 

 b) 1 1 1 0
2 0 1 6

− 
 
 

 

 c)  1 2 0 3 2−  
2. จงพิจารณาว่าเมทริกซ์ต่อไปนี้อยู่ในรูปแบบใด 

 a) 
1 0 0 0
0 1 1 2
0 0 0 0

 
 
 
  

 

 b) 
2 0 1 3
0 1 1 4
0 0 0 1

 
 − 
  

 

 c) 
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 2 0

 
 
 
  

 

3. จงหาผลเฉลยของเมทริกซ์แต่งเติมต่อไปนี้ 

 a) 1 0 0
0 1 2
 
 
 

 

แบบฝึกหัด



Vector Space

03
ปรภิูมเิวกเตอร์

	สำ ำ�หรัับบทนี้้�จะแนะนำำ�กระบวนต่่าง ๆ  ของเวกเตอร์์ โดยจะแนะนำำ�ความรู้้�พื้้�นฐาน

ของเวกเตอร์์และการดำำ�เนิินการที่่�สำำ�คััญของเวกเตอร์์
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ปริภูมิเวกเตอร (vector space) คือแนวคิดที่สําคัญในคณิตศาสตรและคณิตศาสตร์

เชิงเสน เปนเซตของเวกเตอรที่มีการกําหนดสองการดําเนินการ คือ การบวกเวกเตอรและการ

คูณดวยคาคงที่ หรือเรียกวา “สเกลาร” (scalar multiplication) โดยที่การดําเนินการเหลาน้ี

ตองประกอบดวยกฎหรือคุณสมบัติที่เฉพาะเอาไว คุณสมบัติเหลานี้กําหนดวิธีที่สามารถรวม

และปรับขนาดเวกเตอรได เพ่ือม่ันใจใหเซตน้ีเปนปริภูมิเวกเตอร 

ปริภูมิเวกเตอรสามารถเปนแบบมีขนาดจํากัด (finite-dimensional) หรือแบบมี

ขนาดไมจํากัด (infinite-dimensional) ขึ้นอยูกับจํานวนของเวกเตอรที่ตองการในการสราง

ฐาน (basis) สําหรับปริภูมิ ตัวอยางของปริภูมิเวกเตอรที่พบบอย คือ ปริภูมิยูคลิด (Euclidean 

spaces) (เชน  สําหรับจํานวนจริง) ปริภูมิของฟงกชัน และปริภูมิของพหุนาม ปริภูมิ

เวกเตอรเปนสิ ่งสําคัญในคณิตศาสตรเชิงเสน การวิเคราะหฟงกชัน และหลายสาขาของ

คณิตศาสตรและวิทยาศาสตรตาง ๆ โดยใหกรอบในการเขาใจและแกปญหาที่เกี่ยวของกับ

เวกเตอรและการแปลงเชิงเสน สําหรับบทนี้จะไมมีการพิสูจนในหลายทฤษฎีบท โดยผูสนใจ

สามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดจากรายการอางอิงทายเลม 

 

3.1 เวกเตอร์ในปริภูมิยูคลิด (Euclidean space) 

พิจารณานิยามของเวกเตอร ดังน้ี 

บทนิยาม 3.1 เวกเตอร (vector) คือ จํานวนจริง ท่ีถูกจัดเรียงและเขียนอยูในรูป 

     

หรือ  เซตของเวกเตอรท้ังหมดจํานวน  สมาชิกจะกําหนดโดย  

สําหรับ  ในบทนิยาม จะเรียกวา สวนประกอบของเวกเตอร (component) 

เวกเตอรที่เขียนในแนวตั้ง จะเรียกวา เวกเตอรหลัก (column vector) และเวกเตอรที่เขียนใน

แนวนอน จะเรียกวา เวกเตอรแถว (row vector) 

nR

1 2, , , nu u u

1

2

n

u
u

u

u

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ë û





1 2( , , , )nu u u u=  n nR

1 2, , , nu u u
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ระบบพิกัดฉาก (Cartesian coordinate system) 

 
จุด  คือจุด  น่ันคือ  และ  ในบางคร้ังเขียนแทนดวย  

 

 คือเวกเตอรตําแหนง ที่มีจุดเริ่มตนที่จุด  และจุดปลายที่จุด  โดยที่จุด  คือจุด

กําเนิดมีพิกัดเปน  บางคร้ังอาจเขียนแทนดวย  หรือเรียกช่ือใด ๆ เชน  
 

ในการเขียนมิติของปริภูมิจะใช  โดยที่  คือจํานวนมิติ เชน ในปริภูมิสองมิติ จะแทนดวย 

 ซ่ึงจุดแทนดวย  ในปริภูมิสามมิติ จะแทนดวย  และจุดแทนดวย   
 

เวกเตอรคือบางสิ่งบางอยางที่มีขนาดและทิศทาง โดยจะตองมีจุดเริ่มตนและจุดปลาย ในปริภูมิ

สองมิตินั้น สมาชิกของเวกเตอรจะม ี2 ตัว และเขียนแทนเวกเตอรดวยตัวอักษรและลูกศร เชน

เวกเตอร  แทนเวกเตอรท่ีมีจุดเร่ิมตนท่ีจุดกําเนิดและจุดปลายอยูท่ี  

 

บทนิยาม 3.2   ให  และ  เปนเวกเตอรใน  ไดวา 

 และ  เทากันก็ตอเม่ือ 

     

 

บทนิยาม 3.3  ให  และ  เปนเวกเตอรใน  และ

ให  เปนคาคงท่ี  
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แบบฝกหัดยอย 

 

 จงหาคาลักษณะเฉพาะและเวกเตอรลักษณะเฉพาะที่เกี ่ยวกับแตละคาที ่หาไดของ 

เมทริกซตอไปน้ี  

a)  คําตอบ  สําหรับ  ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะ

เปน  และสําหรับ  ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  สําหรับ  

b)  คําตอบ  และ  สําหรับ  

ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  โดยท่ี  สําหรับ  ได

เวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  โดยท่ี  

c)  คําตอบ  เวกเตอรลักษณะเฉพาะคือ  โดยท่ี 

 
 
 

สรุป 

เนื้อหาในบทนี้เปนการใหความรูพื้นฐานของปริภูมิเวกเตอร การตรวจสอบความเปน

ปริภูมิเวกเตอร และการเปนปริภูมิยอยของปริภูมิใด ๆ เนื ้อหาสวนอื่น ๆ ประกอบไปดวย  

การหาฐานและมิติของปริภูมิ การตรวจสอบความเปนเชิงเสน การหาคาลักษณะเฉพาะ และ 

การหาเวกเตอรลักษณะเฉพาะ  
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1. กําหนดให  และ  จงหาเวกเตอร  แตละขอตอไปน้ี 

 a)   b)  c)  

2. จงหา  ถากําหนดให  และ  แตละขอตอไปน้ี 

 a)  b)   

3. จงเขียน  ใหอยูในรูปผลรวมเชิงเสนของ  และ  (ถาสามารถเขียนได) 

 a)  

 b)  

4. จงตรวจสอบวา  และ  เปนจํานวนจริง  และ  เปน

ปริภูมิยอยของ  หรือไม  

5. จงตรวจสอบวาเมทริกซ  ขนาด  ในรูป 

     

เปนปริภูมิยอยของ  หรือไม 

6. จงตรวจสอบวา  และ  เปนจํานวนจริง  เปนปริภูมิยอยของ  

หรือไม 

7. จงตรวจสอบวา  และ  เปนจํานวนจริง  เปนปริภูมิยอยของ  

หรือไม 

8. จงตรวจสอบวา  และ  เปนจํานวนจริง  เปนปริภูมิยอยของ  

หรือไม 

 

( 2,3)u = - ( 3, 2)w = - - v
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 จงหาคาลักษณะเฉพาะและเวกเตอรลักษณะเฉพาะที่เกี ่ยวกับแตละคาที ่หาไดของ 

เมทริกซตอไปน้ี  

a)  คําตอบ  สําหรับ  ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะ

เปน  และสําหรับ  ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  สําหรับ  

b)  คําตอบ  และ  สําหรับ  

ไดเวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  โดยท่ี  สําหรับ  ได

เวกเตอรลักษณะเฉพาะเปน  โดยท่ี  

c)  คําตอบ  เวกเตอรลักษณะเฉพาะคือ  โดยท่ี 

 
 
 

สรุป 

เนื้อหาในบทนี้เปนการใหความรูพื้นฐานของปริภูมิเวกเตอร การตรวจสอบความเปน

ปริภูมิเวกเตอร และการเปนปริภูมิยอยของปริภูมิใด ๆ เนื ้อหาสวนอื่น ๆ ประกอบไปดวย  

การหาฐานและมิติของปริภูมิ การตรวจสอบความเปนเชิงเสน การหาคาลักษณะเฉพาะ และ 

การหาเวกเตอรลักษณะเฉพาะ  
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หนังสือแนะนำ�

	 แคลคููลััส 2 (Calculus II) เป็็นเนื้้�อหาส่่วนที่่�สองของ 

กลุ่่�มแคลคููลััสที่่�มีี การเพิ่่�มเติิมพีีชคณิิตเชิิงเส้้นที่่�เป็็นประโยชน์์กัับ 

บางสาขาของวิิศวกรรมศาสตร์์ ซึ่่�งประกอบไปด้้วยเรื่่�องลำำ�ดัับและ

อนุุกรมและการตรวจสอบความลู่่�เข้้า โดยแบ่่งเนื้้�อหาในส่่วนนี้้�เป็็น 

การหาลิิมิิตของลำำ�ดัับเพื่่�อตรวจสอบการลู่่�เข้้า การพิิจารณาความลู่่�เข้้า 

ของอนุุกรมโดยใช้้เทคนิิคต่่าง ๆ เช่่น การใช้้การเปรีียบเทีียบ ลิิมิิตและ

การเปรีียบเทีียบ การใช้้ปริิพัันธ์์ การใช้้อััตราส่่วน และการใช้้วิิธีีค่่าราก 

สำำ�หรับัเนื้้�อหาในส่ว่นที่่�สองได้แ้นะนำำ�นิยิามของเมทริกิซ์ ์การดำำ�เนินิการ

ของเมทริิกซ์์ และการประยุุกต์์ใช้้เมทริิกซ์์ เช่่น การหาผลเฉลยของ 

ระบบสมการเชิิงเส้้นโดยใช้้เมทริิกซ์์ เป็็นต้้น และเนื้้�อหาส่่วนสุุดท้้าย 

ของหนัังสืือเล่่มน้ี้�เป็็นเรื่่�องปริิภููมิิเวกเตอร์์ ซึ่่�งมีีเนื้้�อหาครอบคลุุม 

การตรวจสอบ ปริิภููมิิย่่อย การหาฐานและมิิติิ และการหาค่่าลัักษณะ

เฉพาะและเวกเตอร์ล์ักัษณะเฉพาะ หนังัสือืเล่ม่นี้้�ได้น้ำำ�เสนอการทดสอบ

ลำำ�ดับและอนุุกรม และหลัักการทางพีีชคณิิตที่่�สำำ�คัญและเป็็นประ- 

โยชน์์ต่่อการต่่อยอดสำำ�หรัับศาสตร์์ที่่�เกี่่�ยวข้้อง เช่่น วิิทยาศาสตร์์ 

วิิศวกรรมศาสตร์์ เศรษฐศาสตร์์ และอื่่�น ๆ อีีกทั้้�งสามารถเป็็นความรู้้�

พื้้�นฐานสำำ�หรัับ การทำำ�วิจิัยัที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับระบบสมการเชิงิเส้้นได้้อีีกด้้วย

	 แคลคูลััสโดยทั่่�วไปแล้้วประกอบด้้วยเนื้้�อหา 3 ส่่วน คืือ 

แคลคููลััส 1 แคลคููลััส 2 และแคลคููลััส สำำ�หรัับหนัังสืือแคลคููลััส 1 

เนื้้�อหาจะประกอบไปด้้วย พื้้�นฐานการพิิสููจน์์ทางคณิิตศาสตร์์ 

โดยใช้้หลัักการอุุปนััย เชิิงคณิิตศาสตร์์ การหาลิิมิิตของฟัังก์์ชััน 

การหาอนุุพัันธ์์ของฟัังก์์ชัันและการประยุุกต์์ การหาปริิพัันธ์์ของ

ฟัังก์์ชัันและการประยุุกต์์ และเทคนิิคในการหาปริิพัันธ์์ เป็็นต้้น 

เนื้้�อหาในหนัังสืือเล่่มน้ี้�เป็็นเนื้้�อหาของแคลคูลััสในส่่วนแรก ซึ่่�งเป็็น

พื้้�นฐานที่่�สำำ�คััญต่่อการต่่อยอด ในแคลคููลััสระดัับสููง ดัังนั้้�น หนัังสืือ

เล่่มน้ี้�จึึงนำำ�เสนอตััวอย่่าง บทนิิยาม และทฤษฎีีบทอย่่างละเอีียด 

และง่่ายต่่อการเข้้าใจในทุุกขั้้�นตอน มีีการแทรกความรู้้�พื้้�นฐาน 

ต่่าง ๆ ทางคณิิตศาสตร์์ที่่�จำำ�เป็็น เพื่่�อทำำ�ให้้การแก้้ปััญหาบรรลุุ 

สู่่�เป้า้หมาย เหมาะสมกัับทุกุคนที่่�ต้อ้งใช้ค้วามรู้้�พื้้�นฐานทางแคลคูลัสั

ในการเรีียนการสอน ประกอบอาชีีพ หรืือเสริิมความรู้้�เพิ่่�มเติิม

	 แคลคูลััส 3 (Calculus III) เป็็นเนื้้�อหาขั้้�นตอนสุุดท้้ายของแคลคูลััส 

หนัังสืือ เล่่มนี้้�แบ่่งเป็็นสองส่่วน ในส่่วนแรกเป็็นการหาผลเฉลยของสมการ 

เชิิงอนุุพัันธ์์เชิิงเส้้นอัันดัับหน่ึ่�งและอัันดัับสููง การใช้้ผลการแปลงลาปลาซและ

ลาปลาซผกผัันสำำ�หรัับการหาผลเฉลย ของสมการเชิิงอนุุพัันธ์์ สำำ�หรัับส่่วนที่่�

สองเป็็นการหาอนุุพัันธ์์และปริิพัันธ์์ของฟัังก์์ชััน หลายตััวแปรและแคลคูลััส

ของเวกเตอร์์ เช่่น ปริิพัันธ์์ตามผิิวและทฤษฎีีบทของเกาส์์และสโตกส์์  

เป็็นต้้น ทฤษฎีีบทและตััวอย่่างในหนัังสืือเล่่มนี้้� มีีความละเอีียดสููงและชััดเจน 

ซึ่่�งเหมาะสมกัับผู้้�ที่่�มีีความสนใจแคลคููลััสในทุุกระดัับ ทุุกอาชีีพ โดยเฉพาะ 

ผู้้�ที่่�ต้อ้งการคำำ�ปรึึกษา ทางด้้านแคลคูลัสัสามารถศึึกษาและเข้้าใจได้้ด้ว้ยตนเอง
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