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วจัิยอยูในองคการอวกาศนาซา ซึง่เกีย่วของกบัการวเิคราะหความแขง็แรงของโครงสราง   

การถายเทความรอน รวมทั้งการไหลแบบความเร็วต่ำและสูงกวาเสียง
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 ในการจดัพิมพค์รั� งที� 7 นี�   ผูเ้ขียนไดป้รับปรุงเพิ�มเติมเนื�อหาในแต่ละบทให้มี

ความสมบูรณ์และทนัสมยัมากยิ�งขึ�น บทที� 1-6 ประกอบด้วยพื�นฐานวิธีไฟไนต์เอลิเมนต ์

ที�สามารถนาํไปใช้ศึกษาในชั�นเรียนระดบัปริญญาตรีหรือศึกษาดว้ยตนเอง เพราะสามารถ 

ทาํความเขา้ใจไดโ้ดยง่ายและประกอบไปดว้ยตวัอย่างพร้อมโปรแกรมคอมพิวเตอร์อีกเป็น

จาํนวนมาก ส่วนบทที� 7-9 เป็นเนื�อหาในระดบัสูงทางดา้นของแขง็และโครงสร้าง การถ่ายเท

ความร้อน และของไหลทั�งแบบไม่มีการไม่อดัตวัและอดัตวัได ้จึงเหมาะสําหรับการเรียนใน

ระดบับณัฑิตศึกษาหรือเพื�อเป็นพื�นฐานการทาํวจิยัและพฒันาในระดบัสูงขึ�นไปอีก 

 ผูเ้ขียนมีความยนิดีและขอขอบคุณคณาจารยต์ามสถาบนัต่าง ๆ ที�ใชห้นงัสือเล่มนี�

ในการเรียนการสอน ผูเ้ขียนมั�นใจวา่พื�นฐานความรู้ในวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� จะถูกแทรกเขา้ไป

ในการเรียนการสอนวิชาต่าง ๆ ทางวิศวกรรมศาสตร์และวิทยาศาสตร์ด้วยเช่นกัน ทั� งนี�

เนื�องจากวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถประยุกตเ์ขา้แกปั้ญหาใด ๆ ที�ถูกครอบคลุมดว้ยสมการ 

เชิงอนุพนัธ์ในรูปแบบที�หลากหลาย สมการเชิงอนุพนัธ์เหล่านี� อธิบายความเป็นจริงตาม

ธรรมชาติของปัญหานั�น ๆ ที�มกัปรากฏในการเรียนวิชาต่าง ๆ อีกทั�งในปัจจุบนัมีโปรแกรม 

ไฟไนตเ์อลิเมนตที์�ใชง้านไดง่้าย มีปุ่มบนหนา้จอคอมพิวเตอร์นอ้ยมาก ทาํให้ผูศึ้กษาเกิดความ

เขา้ใจไปพร้อมกบัทฤษฎี และสามารถดาวน์โหลดซอฟตแ์วร์เหล่านี�มาใชไ้ดโ้ดยไม่เสียค่าใชจ่้าย

ใด ๆ 

ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร พงษ์ขจร ที�จดัพิมพ์เนื�อหาใหม่ทั� งหมด 

และขอขอบคุณสํานกัพิมพจุ์ฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัที�ให้การสนบัสนุนจดัพิมพห์นงัสือเล่มนี�  

ทั�งในภาษาไทยและภาษาองักฤษเพื�อจดัจาํหน่ายในระดบัสากลอยา่งต่อเนื�องโดยตลอดมา 

ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

สาขาวชิาวศิวกรรมอากาศยาน 

คณะวศิวกรรมศาสตร์

จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั

เมษายน  2568
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  ในการจัดพิมพ์ครั� งที�  6 นี�   ผูเ้ขียนได้ปรับปรุงเนื� อหาในแต่ละบทให้มีความ

สมบูรณ์มากยิ�งขึ� น  ความสมบูรณ์นี� ประกอบด้วยเนื� อหาซึ� งอธิบายทฤษฎีของวิธีไฟไนต ์

เอลิเมนต์โดยละเอียดเข้าใจได้ง่าย  ตัวอย่างในแต่ละบทที� เพิ�มมากขึ� นพร้อมแบบฝึกหัด 

ซึ� งมีความหลากหลาย  รวมทั�งซอฟต์แวร์ซึ� งประดิษฐ์ขึ�นดว้ยภาษาแมทแลบ (MATLAB)   

แมทมาทิกา (Mathematica) และฟอร์แทรน (Fortran)  ซอฟต์แวร์เหล่านี� สอดคล้องกับ

ตวัอย่างจึงทาํให้เกิดความเขา้ใจในวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ไดอ้ย่างลึกซึ� งและช่วยแกปั้ญหาที�มี

ขนาดใหญ่ได้โดยสะดวก ไฟล์ต่าง ๆ ที�ปรากฏในหนังสือสามารถคดัลอกไดจ้ากเว็บไซต์ 

(website)  ชื�อ 

https://goo.gl/T8afm1 
 

   ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร พงษ์ขจร ที�จดัพิมพ์เนื�อหาใหม่ทั� งหมด

รวมทั�งนางสาวเบญจาภา ยนตส์กุล นิสิตปริญญาโทผูต้รวจสอบความถูกตอ้งของการพิมพค์รั� ง

นี�   และขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัที�ใหก้ารสนบัสนุนจดัพิมพห์นงัสือ

เล่มนี�อยา่งต่อเนื�องมาโดยตลอด 

 

 
 

        ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

        ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

        คณะวศิวกรรมศาสตร์ 

        จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 
 

        กนัยายน  2560 
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   ในการจดัพิมพ์หนังสือ “ไฟไนต์เอลิเมนต์ในงานวิศวกรรม” ใหม่ครั� งที� 5 นี�   

ผูเ้ขียนไดต้รวจสอบเนื�อหาใหมี้ความสมบูรณ์มากยิ�งขึ�น  นอกจากนั�นยงัไดจ้ดัเตรียมคู่มือเฉลย

ของแบบฝึกหัดทุกขอ้  และไฟล ์PowerPoint สาํหรับการนาํเสนอเนื�อหาของทุกบท  เพื�อให้

หนงัสือเล่มนี�สามารถใชใ้นการเรียนการสอนไดอ้ยา่งครบวงจร 

   สํานักพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัได้ให้ความกรุณาจัดพิมพ์คู่มือเฉลย

แบบฝึกหดัขึ�นเป็นเล่มอยา่งสวยงาม หากท่านคณาจารยต์อ้งการคู่มือเฉลยแบบฝึกหดัเพื�อใชใ้น

การเรียนการสอน โปรดแจง้ความจาํนงมายงัสาํนกัพิมพฯ์ โดยไม่เสียค่าใชจ่้ายใด ๆ  

   ผูเ้ขียนมีความยินดีที�หนังสือเล่มนี� ได้รับการตอบรับจากนิสิต นักศึกษาและ

นกัวิจยัไทยเป็นอยา่งดี ผูเ้ขียนมีความภาคภูมิใจเป็นอยา่งยิ�งที�เนื�อหาในหนงัสือไดช่้วยยกระดบั

ความเขา้ใจในศาสตร์ของระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� ให้แก่สังคมของการศึกษารวมทั�งการ

ออกแบบงานในภาคอุตสาหกรรมของไทย 

 

 
 

        ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

        ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

        คณะวศิวกรรมศาสตร์ 

        จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 
 

        พฤษภาคม  2555 
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   การจดัพิมพค์รั� งที� 4 นี�   ผูเ้ขียนไดป้รับปรุงเนื�อหาให้มีความทนัสมยั รูปภาพให้มี

ความสวยงาม  รวมทั�งคาํอธิบายให้มีความสละสลวย กะทดัรัด ง่ายแก่การทาํความเข้าใจ              

ผูเ้ขียนได้เพิ�มเติมเนื�อหาใหม่ที�เป็นประโยชน์ต่อการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ใน

ปัจจุบนัลงในแต่ละบททั�งทางด้านทฤษฎี รูปภาพ และตวัอย่าง เช่น การโก่งของแผ่นบาง 

พลศาสตร์ของแขง็ การถ่ายเทความร้อนแบบไม่เชิงเส้นเนื�องจากคุณสมบติัของวสัดุนั�นขึ�นอยู่

กบัอุณหภูมิ การแผ่รังสี การไหลแบบหนืด  รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื�อวิเคราะห์

การโก่งของแผ่นบาง ภาคผนวกใหม่ และแบบฝึกหัดเพิ�มเติมในแต่ละบท ที�ทาํให้หนังสือมี

ความสมบูรณ์มากยิ�งขึ�น 

   ผูเ้ขียนมีความภาคภูมิใจที�เนื�อหาในหนงัสือ “ไฟไนตเ์อลิเมนตใ์นงานวิศวกรรม” 

เล่มนี�  ไดน้าํไปใชใ้นการทาํวิจยั วิทยานิพนธ์ และอา้งอิงงานการคาํนวณทางวิศวกรรมและ

วิทยาศาสตร์ที�เกิดขึ�นในประเทศไทย  เนื�อหาทั�งหมดในหนงัสือเล่มนี�   นบัตั�งแต่ขอ้ความทั�ง

ภาษาไทยและภาษาองักฤษ สมการทางคณิตศาสตร์ และรูปภาพต่าง ๆ ไดจ้ดัพิมพขึ์�นใหม่โดย

นางสาวไกรอมัพร  พงษข์จร ผูช่้วยวิจยัของผูเ้ขียนที�มีความมานะอุตสาหะจนเป็นผลสําเร็จ 

ผูเ้ขียนขอขอบคุณนิสิตปริญญาโทและเอกของผูเ้ขียนทั�งที�จบการศึกษาไปแลว้และกาํลงัศึกษา

อยูที่�ช่วยกนัสร้างผลงานและตรวจทานตน้ฉบบัอยา่งละเอียด  นบัตั�งแต่ ดร.วิโรจน์ ลิ�มตระการ  

ดร.นิพนธ์ วรรณโสภาคย ์ ดร.สุทธิศกัดิ�  พงศ์ธนาพาณิช  นายเสฏฐวรรธ สุจริตภวตัสกุล  

นายปริญญา บุญมาเลิศ  นายสุธี ไตรวิวฒันา  นายอธิพงษ ์มาลาทิพย ์ นายพิชเญนทร์ โพธิคุณ  

และนายสุทธิคมน์ พนัธิมากรกิจ  ผูเ้ขียนขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัที�

ใหค้วามสนบัสนุนจดัพิมพห์นงัสือเล่มนี�มาโดยตลอด และทา้ยสุดขอขอบคุณ ยพุา เดชะอาํไพ  

ผูเ้ขา้ใจถึงความตั�งใจของผูเ้ขียน โดยเปิดโอกาสใหผู้เ้ขียนไดอุ้ทิศเวลากบัหนงัสือเล่มนี� ในช่วง

วนัหยดุเสาร์-อาทิตย ์ไดอ้ยา่งเตม็ที� 
 

        ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

        ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

        คณะวศิวกรรมศาสตร์ 

        จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 

       มิถุนายน  2550 



 

คาํนําพมิพ์ครั�งที�  3 
 
 

  ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นที� รู้จักในหมู่วิศวกร นักออกแบบ นิสิต และ       

นกัศึกษากนัมากยิ�งขึ�นในปัจจุบนั เป็นระเบียบวิธีที�เมื�อนาํองคค์วามรู้ต่าง ๆ นบัตั�งแต่ ความรู้ใน

คณิตศาสตร์ ความรู้ในระเบียบวิธีเชิงตวัเลข รวมทั�งความรู้ทางดา้นซอฟตแ์วร์และฮาร์ดแวร์ มา

ประกอบกนัเขา้แลว้ สามารถช่วยทาํนายปรากฏการณ์ต่าง ๆ ไดโ้ดยสะดวก หลีกเลี�ยงการลอง

ผิดลองถูกของการออกแบบที�เคยใชก้นัในอดีต และช่วยลดค่าใชจ่้ายในการทดลองจริงไปได้

เป็นอยา่งมาก 

  หนงัสือ “ไฟไนตเ์อลิเมนตใ์นงานวิศวกรรม” เล่มนี�  ประกอบดว้ยเนื�อหา พื�นฐาน

ที�สามารถช่วยให้เกิดความเขา้ใจในระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดดี้มากยิ�งขึ�น ผูเ้ขียนมีความ

ปีติยินดีเป็นอย่างยิ�งที�เนื�อหาในหนงัสือเล่มนี�  ไดถู้กนาํไปใชอ้า้งอิงในการเขียนบทความทาง

วิชาการและการทาํวิทยานิพนธ์ของนิสิตนกัศึกษาเป็นจาํนวนมาก เป็นความปีติยินดีที�ไดเ้ป็น

ส่วนหนึ�งในการช่วยผลกัดนัการศึกษาทางดา้นการคาํนวณของเมืองไทยเราให้กา้วหนา้ขึ�นไป

ครับ 

 

 

        ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

        ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

        คณะวศิวกรรมศาสตร์ 

        จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 
 

        มีนาคม  2547  

 
 
 
 



 

คาํนําพมิพ์ครั�งที�  2 
 
 

  หลังจากการพิมพ์ครั� งแรกและตาํราเล่มนี� ได้ออกวางจําหน่าย ผูเ้ขียนพบว่า

มากกว่าครึ� งของจาํนวนทั�งหมดจากการพิมพค์รั� งแรก ไดต้กไปอยูใ่นมือของวิศวกร นกัวิทยา-

ศาสตร์ และผูส้นใจอื�น ๆ ในภาคอุตสาหกรรม นอ้ยกว่าครึ� งหนึ� งไดถู้กนาํไปใชป้ระกอบการ

เรียนในมหาวทิยาลยัและสถาบนัต่าง ๆ ขอ้มูลดงักล่าวบ่งถึงความตื�นตวัในภาคอุตสาหกรรมซึ�ง

จาํเป็นตอ้งพึ�งพาเทคโนโลยีการคาํนวณสมยัใหม่เพื�อการแข่งขนักบัต่างประเทศตลอดเวลา

หลงัจากตาํราเล่มนี� ไดอ้อกวางจาํหน่ายจากการพิมพค์รั� งแรก ผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรู้จกักบัผูส้นใจ

ในระเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์ทั�งจากการโทรศพัทพ์ดูคุย การมาพบดว้ยตนเอง หรือการพบปะ

ในการสัมมนาอบรมระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นี�  ทาํให้ผูเ้ขียนได้ตระหนักถึงอุปสรรค

หลาย ๆ ประการสําหรับบุคคลทั�วไปในการทาํความเข้าใจระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

โดยเฉพาะผูที้�ไดจ้บการศึกษาไปนานแลว้ ผูเ้ขียนจึงไดแ้ต่งตาํราวิธีการคาํนวณพื�นฐานชื�อ 

“ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขในงานวิศวกรรม” ขึ�นมาอีกเล่มหนึ�ง ซึ� งเป็นการปูพื�นความรู้ก่อนกา้วขึ�น

ไปทาํความเขา้ใจในระเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตใ์นเล่มนี�  
 

  ผูเ้ขียนมีความยินดีเป็นอยา่งมาก ที�ไดมี้โอกาสเผยแพร่ความรู้ระเบียบวิธีไฟไนต ์ 

เอลิเมนตนี์� ในประเทศไทย และมีความภาคภูมิใจเป็นอยา่งยิ�ง ที�ตาํราเล่มนี� ไดรั้บรางวลัชนะเลิศ

จากการประกวดหนงัสือวิชาการ สาขาวิศวกรรมศาสตร์และอุตสาหกรรมวิจยั ในงานมหกรรม

หนงัสือและสื�ออิเลก็ทรอนิกส์ ปี 2538 เขา้รับพระราชทานโล่รางวลัจากสมเด็จพระเทพรัตน-

ราชสุดาฯ สยามบรมราชกมุารี 

 

 
 

        ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

        ภาควิชาวศิวกรรมเครื�องกล 

        คณะวิศวกรรมศาสตร์ 

        จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 
 

             มกราคม  2542 



 

คาํนําพมิพ์ครั�งที�  1 
 

 

  ตาํราวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตเ์ล่มนี�  ไดแ้ต่งเรียบเรียงขึ�นเนื�องมาจากสาเหตุหลาย

ประการ เริ�มตั�งแต่การไดส้อนวิชานี� ในช่วงระยะเวลากว่าสิบปีที�ผ่านมา ให้แก่นกัศึกษาคณะ

วิศวกรรมศาสตร์ ระดบัปริญญาตรี โท และเอก ของมหาวิทยาลยัยอร์ช วอชิงตนั (George 

Washington University) และมหาวิทยาลยัโอลดโ์ดมิเนียน (Old Dominion University)  

รวมทั�งการที�ไดส้อนวิชาเดียวกนันี� ใหแ้ก่นกัวิทยาศาสตร์และวิศวกรขององคก์ารอวกาศนาซาที�

ศูนยว์ิจยัแลงลีย ์(NASA Langley Research Center) ประกอบกบัการที�ไดใ้ชว้ิธีการไฟไนต์

เอลิเมนตนี์� ในงานวจิยัต่าง ๆ มาอยา่งต่อเนื�อง ในขณะที�รับราชการอยูใ่นองคก์ารอวกาศนาซา 
 

  วิธีการไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นวิธีการคาํนวณที�ค่อนขา้งใหม่ ซึ� งการพฒันาเริ�มมา

จากแรงผลกัดนัของงานวิจยัทางดา้นอวกาศและการบิน ทั�งนี�  เพราะวา่รูปร่างชิ�นงานต่าง ๆ ของ

งานทางด้านนี� ค่อนข้างที�จะสลับซับซ้อน ทําให้การคํานวณออกแบบเป็นไปด้วยความ

ยากลาํบาก ความสามารถของวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตห์ลงัจากที�ไดป้ระยกุตขึ์�นเป็นโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ ไดพ้ิสูจน์ใหเ้ห็นเด่นชดัในการออกแบบชิ�นงานและโครงสร้างที�มีรูปร่างลกัษณะ

ซบัซอ้นไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ  ในปัจจุบนันี�  วิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดเ้ริ�มนาํมาประยกุตก์บั

งานทางดา้นอื�น ๆ โดยมีจุดประสงคห์ลกัคือ เพื�อลดค่าใชจ่้ายที�ปรกติจาํเป็นตอ้งใชไ้ปในการ

ทดลอง หรือเพื�อใชก้บังานที�ไม่สามารถทาํการทดลองอยา่งสมบูรณ์ได ้เช่น การคาํนวณสภาวะ

ของอากาศผา่นลาํตวัรถยนต ์เครื�องบิน และกระสวยอวกาศ  การคาํนวณอุณหภูมิบนเครื�องยนต์

ของรถยนต์ เครื� องบิน และสถานีอวกาศ  จากประสิทธิภาพของวิธีการไฟไนต์เอลิเมนต์ที�

สามารถแกปั้ญหาต่าง ๆ ดงักล่าว ทาํให้วิธีการนี� เริ�มเป็นที�ยอมรับในหมู่วิศวกรนกัออกแบบ

ทั�วไป อย่างไรก็ตาม การใชไ้ฟไนตเ์อลิเมนตโ์ปรแกรมคอมพิวเตอร์จาํเป็นตอ้งใชด้ว้ยความ

รอบคอบและระมดัระวงั ผูใ้ช้ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์จาํเป็นตอ้งมีความรู้

พื�นฐานของวธีิการไฟไนตเ์อลิเมนตอ์ยา่งเพียงพอ 
 

  จากประสบการณ์ของการสอนวิชานี� ในต่างประเทศมาเป็นเวลานาน ผูเ้ขียนได้

พบว่า ตาํราวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตที์�ใชก้นัอยูใ่นต่างประเทศขณะนี�  ก็ยงัเป็นการยากสําหรับ

นักศึกษาในต่างประเทศเองที�จะสามารถศึกษาและทาํความเขา้ใจไดด้ว้ยตนเอง วิธีที�ผูเ้ขียน

พบว่าไดผ้ลมากที�สุดก็คือการไดเ้รียนไดฟั้งจากอาจารยแ์ละการจดจากกระดานดาํในชั�น  ทั�งนี�



 

เนื�องมาจากเหตุผลสาํคญัที�ว่า สิ�งที�จะก่อให้เกิดความเขา้ใจในวิธีการนี� โดยถ่องแทจ้าํเป็นตอ้ง

ประกอบด้วยพื�นฐานที�สําคัญหลายประการ นับตั� งแต่ความเข้าใจในสมการต่าง ๆ ทาง

คณิตศาสตร์รวมทั�งคุณสมบติัทางกายภาพของสมการเหล่านั�น ความเขา้ใจในวิธีการทางเชิงเลข

ในแบบต่าง ๆ ที�จาํเป็นตอ้งนาํมาใชค้วบคู่กนัไป รวมทั�งการมีประสบการณ์จากการที�ไดเ้คยนาํ

วธีิการไฟไนตเ์อลิเมนตนี์�ไปใชก้บังานจริงทางดา้นต่าง ๆ ในทางปฏิบติั 
 

  ในปัจจุบนั ไฟไนตเ์อลิเมนตโ์ปรแกรมคอมพิวเตอร์สําเร็จรูปไดเ้ริ�มนาํมาใชใ้น

การออกแบบงานต่าง ๆ ในประเทศไทย  ผูใ้ชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านี�จาํเป็นตอ้งมีความรู้

ในขั�นตอนของวิธีการนี� ที�พอเพียงเพื�อที�จะเกิดความมั�นใจในผลลพัธ์ที�คาํนวณออกมาได้ 

หลงัจากที�ผูเ้ขียนไดท้าํการสอนวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� ในระดบัอุดมศึกษาและบณัฑิตศึกษา

ในประเทศไทย ผูเ้ขียนไดพ้บว่านกัศึกษาไทยประสบปัญหาในการใชต้าํราวิธีการไฟไนตเ์อลิ-

เมนตข์องต่างประเทศเช่นเดียวกนักบันกัศึกษาในต่างประเทศเอง และยิ�งไปกว่านั�น นกัศึกษา

ไทยยงัประสบปัญหาทางดา้นภาษา เพราะคาํศพัทส่์วนใหญ่ที�ใชใ้นวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� มี

ความหมายเฉพาะในตวัเอง ซึ� งไม่สามารถแปลไดอ้ย่างตรงตวัจากพจนานุกรมภาษาองักฤษ 

เหตุผลดงักล่าวมีส่วนผลกัดนัทาํให้ผูเ้ขียนไดแ้ต่งเรียบเรียงตาํราเล่มนี� ขึ�นโดยใชป้ระสบการณ์

จากการสอนที�ผ่านมา และมั�นใจว่า ลาํดบัขั�นตอนซึ� งไดอ้ธิบายในตาํราเล่มนี�  สามารถทาํให้   

นกัศึกษาเกิดความเขา้ใจในวิธีการนี�ไดโ้ดยง่ายดว้ยตนเอง 
 

  ตาํราวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตภ์าษาไทยเล่มนี�  ผูเ้ขียนไดแ้ต่งเรียบเรียงขึ�นมาจาก

เอกสารประกอบการสอนที�ผูเ้ขียนไดเ้คยสอนและจากผลงานวิจยัที�ไดเ้คยทาํในต่างประเทศ   

เนื�อหาทั�งหมดที�บรรจุในตาํราเล่มนี�   โดยปรกติผูเ้ขียนจะแบ่งสอนออกเป็นสองรายวิชาคือ วิชา

ไฟไนตเ์อลิเมนตพ์ื�นฐานและวิชาไฟไนตเ์อลิเมนตช์ั�นสูง วิชาไฟไนตเ์อลิเมนตพ์ื�นฐานเป็นวิชา

สาํหรับนกัศึกษาระดบัปริญญาตรีชั�นปีที� 4 และระดบัปริญญาโทปีแรก ซึ� งเนื�อหาประกอบดว้ย

พื�นฐานของวิธีการไฟไนต์เอลิเมนต์โดยเริ� มจากบทที� � จนถึงบทที� 5 และการใช้ไฟไนต์              

เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ในบทที� 9   ส่วนวิชาไฟไนต์เอลิเมนต์ชั�นสูงนั�นเป็นวิชา

สาํหรับนกัศึกษาระดบัปริญญาโทและเอก ผูที้�มีพื�นฐานความเขา้ใจในวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนต์

มาแลว้ และตอ้งการที�จะศึกษาลึกลงไปในรายละเอียดเพื�อที�จะประยกุตว์ิธีการนี� เขา้กบังานใน

แขนงต่าง ๆ  เนื�อหาของวิชาไฟไนต์เอลิเมนต์ชั�นสูงบรรจุอยู่ในบทที� 6 จนถึงบทที� 8 และ

การศึกษาโปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยละเอียดในบทที� 9 ซึ� งสามารถนําไปสู่การประดิษฐ์

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ไดด้ว้ยตนเองหากนักศึกษาตอ้งการทาํวิทยานิพนธ์โดยใช้วิธีการนี�  



 

ตวัอย่างต่าง ๆ ในแต่ละบทของวิชาไฟไนต์เอลิเมนต์ชั�นสูงนี�  ไดค้ดัเลือกมาจากงานวิจยัใน

ปัจจุบนัและจากงานวิจยัที�ผ่านมาของผูเ้ขียน รายละเอียดของตวัอยา่งดงักล่าวสามารถคน้ควา้

เพิ�มเติมไดจ้ากบทความทางวิชาการซึ� งแสดงอยูใ่นบรรณานุกรมในตอนทา้ยของบทนั�น ๆ ส่วน

แบบฝึกหัดที�จดัไวใ้ห้ในตอนทา้ยของแต่ละบทนั�น ประกอบดว้ยปัญหาต่าง ๆ ที�จะช่วยเสริม

ความเขา้ใจทั�งทางดา้นทฤษฎีและการนาํวิธีการนี� ไปใช ้รวมไปถึงการช่วยฝึกฝนและสร้าง

แนวทางเพื�อการประดิษฐไ์ฟไนตเ์อลิเมนตโ์ปรแกรมคอมพิวเตอร์ไดด้ว้ยตนเอง 
 

  เนื�อหาทั�งหมดในตาํราเล่มนี�  นับตั�งแต่ขอ้ความทั�งภาษาไทยและภาษาองักฤษ     

สมการทางคณิตศาสตร์ และรูปภาพต่าง ๆ ไดจ้ดัทาํขึ�นบนเครื�องคอมพิวเตอร์เองทั�งหมด โดย

ใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการจดัทาํหลาย ๆ โปรแกรม เพื�อทาํการผสมผสานส่วนประกอบ

ของเนื�อหาต่าง ๆ เขา้ดว้ยกนั เนื�อหาทั�งหมดบรรจุในแผ่นขอ้มูลแบบความหนาแน่นสูงขนาด 

3.5 นิ�วจาํนวนสิบสองแผน่ ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวนฤมล อารมณ์สวะ ผูช่้วยวจิยัของผูเ้ขียน 

ผูซึ้� งเริ�มตน้จากการรู้จกัคอมพิวเตอร์อยา่งผิวเผินและดว้ยความมุมานะ สามารถพิมพข์อ้ความ 

สร้างสมการ และรูปภาพต่าง ๆ ดงัที�ปรากฏในตาํราเล่มนี� ไดภ้ายใน 4 เดือนถดัมา ผูเ้ขียน

ขอขอบพระคุณ ศาสตราจารย ์ดร.มงคล เดชนครินทร์ และศาสตราจารย ์ดร.วริทธิ�  อึ�งภากรณ์ 

ผูที้�ใหค้าํแนะนาํในการแต่งตาํราภาษาไทยและตรวจคาํศพัทบ์ญัญติัต่าง ๆ   รวมทั�งสาํนกัพิมพ์

แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัซึ� งเป็นหน่วยงานที�รับจดัพิมพจ์าํหน่ายหนงัสือเล่มนี�  ผูเ้ขียนขอ

กราบขอบพระคุณบิดามารดาที�ทาํให้ผูเ้ขียนไดมี้โอกาสไปศึกษาและสัมผสักบัความรู้ทาง

วิชาการดา้นนี�  ตลอดจนทั�งอาจารยแ์ละหัวหนา้หน่วยงานในขณะที�ผูเ้ขียนดาํรงตาํแหน่งเป็น

ขา้ราชการประจาํอยูใ่นองคก์ารอวกาศนาซาที�ไดใ้ห้ความรู้และเปิดโอกาสใหผู้เ้ขียนไดท้าํงาน

วิจยัทางดา้นนี�มาโดยตลอด  และทา้ยสุด ขอขอบคุณ ยพุา  เดชะอาํไพ ภรรยาผูเ้ขา้ใจความตั�งใจ

ของผูเ้ขียน โดยให้การสนับสนุนและกาํลงัใจ ตลอดจนคอยดูแลลูก ๆ ทั�งวนัธรรมดาและ

วนัหยดุ ในช่วงระยะเวลาหลายเดือนที�ผา่นมา 
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 1 

 

 

ก้าวแรกสู่ 

วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 
 
 

1.1  บทนํา 

 

  ความสามารถในการแกปั้ญหาทางดา้นวิศวกรรมศาสตร์และวิทยาศาสตร์ มีส่วน

อยา่งมากในการสร้างเสริมปรับปรุงความเป็นอยูข่องมนุษยใ์หดี้ยิ�งขึ�น ปรากฏการณ์ส่วนใหญ่ที�

เกิดขึ�นรอบตวัสามารถอธิบายไดโ้ดยกฎเกณฑท์างฟิสิกส์และทาํการประดิษฐ์ขึ�นในลกัษณะ

ของสมการต่าง ๆ  ซึ� งอาจจะอยูใ่นรูปแบบของสมการเชิงอนุพนัธ์ (differential equations) 

หรือในรูปแบบของสมการอินทิกรัล (integral equations)  ยกตวัอยา่งเช่น การคาํนวณหาการ

กระจายอุณหภูมิในเครื�องยนตข์องรถยนตอ์าจเริ�มจากสมการเชิงอนุพนัธ์ที�อธิบายสถานภาพ

ความสมดุลของการถ่ายเทความร้อน  การคาํนวณออกแบบโครงสร้างปีกเครื�องบินอาจเริ�ม 

มาจากสมการเชิงอนุพนัธ์ที�อธิบายสถานภาพความสมดุลของโครงสร้างนั�นภายใตแ้รงยกของ

อากาศในขณะบิน  รวมไปถึงการทาํนายทิศทางและความเร็วของกระแสลมจากพายไุตฝุ้่ นเพื�อ

ออกข่าวเตือนประชาชนให้อพยพออกจากพื�นที�ก่อนไตฝุ้่ นจะเคลื�อนตวัไปถึง  ก็อาจเริ�มจาก

สมการเชิงอนุพนัธ์ที�อธิบายสถานภาพความสมดุลของการไหล 



2   บทที� 1  ก้าวแรกสู่วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

  สมการเชิงอนุพนัธ์ที�สอดคลอ้งกบัปัญหาต่าง ๆ นั�น สามารถประดิษฐ์ขึ�นไดโ้ดย

ไม่ยาก แต่ผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) ที�ตอ้งการและจาํเป็นตอ้งประดิษฐ์ขึ�นโดยวิธี

วิเคราะห์ (analytical method) นั�นทาํไดย้ากมากหรืออาจจะหาไม่ไดเ้ลยก็เป็นได ้สาเหตุ

ดงักล่าวก่อให้เกิดวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) ขึ�น  วิธีการหา 

ผลเฉลยโดยประมาณนั�นมีหลากหลายวิธี วิธีที�ไดรั้บความนิยมอยา่งกวา้งขวางในอดีตที�ผา่นมา 

คือ วธีิผลต่างสืบเนื�อง (finite difference method)  

  หลกัการที�สาํคญัของวธีิผลต่างสืบเนื�องคือ การหาค่าผลเฉลยโดยประมาณโดยเริ�ม

จากการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ใหอ้ยูใ่นรูปแบบของระบบสมการผลต่างสืบเนื�อง (system of 

difference equations) ที�ประกอบดว้ย การทาํบวก ลบ คูณ และหาร ขอ้ดีของวิธีผลต่าง

สืบเนื�องคือ เป็นวิธีการที�ง่ายแก่การศึกษาและการทาํความเขา้ใจ รวมไปถึงความสะดวกในการ

ประดิษฐขึ์�นเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื�อใชใ้นการคาํนวณ  ส่วนขอ้เสียของการใชว้ิธีผลต่าง

สืบเนื�องนี�กมี็หลายประการ  เช่น ความไม่สะดวกในการกาํหนดเงื�อนไขขอบเขต (application 

of boundary conditions) และที�สําคญัที�สุดคือ ความยากลาํบากในการประยุกต์วิธีนี� เพื�อ

วิเคราะห์ปัญหาที�มีรูปร่างลกัษณะซับซ้อน ซึ� งการออกแบบผลิตภณัฑ์ให้มีรูปร่างลกัษณะ

ซับซ้อนมากยิ�งขึ�นได้กลายเป็นสิ�งจาํเป็นเพื�อการพฒันาปรับปรุงคุณภาพผลิตภณัฑ์นั�น ๆ  

ในปัจจุบนั 

  รูป 1.1 (ก) แสดงลกัษณะแผ่นโลหะอะลูมิเนียมรูปแบบหนึ� งซึ� งใชเ้สริมความ

แข็งแรงของโครงสร้างภายในปีกของเครื�องบิน แผ่นโลหะนี� ประกอบดว้ยขอบรอบนอกที� 
 
 

 

รูป 1.1 (ก)  แผน่อะลูมิเนียม 

    ที�ประกอบดว้ยขอบโคง้และ 

    ขอบตรง รวมทั�งรูกลมสอง 

    ขนาดอยูภ่ายใน 

เป็นทั� งขอบตรงและขอบโคง้ โดยภายในมีรูกลมสอง

ขนาดในตาํแหน่งที�ต่างกนั การวิเคราะห์หาการกระจาย

ของความเคน้ (stress distribution) บนแผน่อะลูมิเนียม

นี� ภายใต้แรงกระทาํที�กาํหนดให้ด้วยการใช้วิธีผลต่าง

สืบเนื�อง เริ�มจากการแบ่งแผ่นอะลูมิเนียมออกเป็นช่อง

ตารางสี�เหลี�ยมดงัเช่นแสดงในรูป 1.1 (ข) ตารางสี�เหลี�ยม

เหล่านี� ต่อกันที� จุดต่อ (grid points) ตามหัวมุมของ

สี�เหลี�ยมต่าง ๆ ซึ� งขนาดของปัญหาหรือจาํนวนตวัไม่รู้ค่า 

(number of unknowns) นั�นขึ�นอยูก่บัจาํนวนของจุดต่อ

นี� เอง 
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รูป 1.1 (ข)  การวิเคราะห์หา 

ผลเฉลยบนแผน่อะลูมิเนียม 

 ดว้ยการใชว้ธีิผลต่างสืบเนื�อง 

รูป 1.1 (ข) แสดงใหเ้ห็นว่า ตารางสี� เหลี�ยมที�ใช้

ในวิธีผลต่างสืบเนื�องไม่สามารถจาํลองรูปร่างลกัษณะ

ดั� งเดิมที�แท้จริงของแผ่นอะลูมิเนียมดังกล่าวได้อย่าง

เที�ยงตรง หากสร้างตารางสี� เหลี�ยมให้มีขนาดเล็กลง 

ซึ� งหมายถึงตอ้งเพิ�มจาํนวนตารางสี� เหลี�ยมให้มากขึ�น 

จึงสามารถจําลองรูปร่างลักษณะดั� งเดิมที�แท้จริงได้

ใกลเ้คียงมากยิ�งขึ�น แต่ในขณะเดียวกนั จาํนวนจุดต่อที�

เพิ�มมากขึ� นนั� นทําให้จํานวนสมการผลต่างสืบเนื�อง 

มากขึ� นตามไปด้วย อีกทั� งกระบวนการแก้ปัญหา

จําเป็นต้องใช้หน่วยความจําบนเครื� องคอมพิวเตอร์

เพิ�มขึ�น รวมถึงเวลาที�ใชใ้นการคาํนวณก็จะสูงมากขึ�น

ตามไปดว้ยเช่นกนั 

  อุปสรรคและความไม่สะดวกดงักล่าว ก่อใหเ้กิดวธีิหาผลเฉลยโดยประมาณขึ�นอีก

วิธีหนึ� งที�เรียกว่า วิธีไฟไนตเ์อลิเมนต์ (finite element method) ซึ� งนิยมใชค้าํย่อว่า FEM 
 

 
 

รูป 1.1 (ค)  การวิเคราะห์หา 

ผลเฉลยบนแผน่อะลูมิเนียม 

     ดว้ยการใชว้ธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นี� สามารถนาํมาใช้กับปัญหาที�มี

รูปร่างลกัษณะซับซ้อนไดเ้ป็นอย่างดี สามารถจาํลอง

รูปร่างลกัษณะดั�งเดิมที�แทจ้ริงไดใ้กลเ้คียงเที�ยงตรงกวา่ 

หลักการของวิ ธี นี� ในขั� นต้นก็คล้ายกับวิ ธีผลต่าง

สืบเนื�อง กล่าวคือ เริ� มจากการแบ่งรูปร่างของปัญหา

ออกเป็นชิ�น ๆ ที� เรียกว่าเอลิเมนต์ เช่น ในตัวอย่าง

อะลูมิเนียมเดิมนี�สามารถแบ่งแผน่อะลูมิเนียมออกเป็น

ชิ�นของเอลิเมนต์ที� มีขนาดต่างกัน ในรูปแบบของ

สามเหลี�ยมและสี� เหลี�ยมดา้นไม่เท่าก็ได ้ดงัเช่นแสดง

ในรูป 1.1 (ค) 

  ขอ้ดีประการแรกที�เห็นไดอ้ยา่งชดัเจนจากรูป 1.1 (ค)  เมื�อเปรียบเทียบกบัการใช้

วิธีผลต่างสืบเนื�องในรูป 1.1 (ข) กคื็อ วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตป์ระกอบดว้ยเอลิเมนตข์นาดแตกต่าง

กนัที�สามารถจาํลองรูปร่างลกัษณะดั�งเดิมของแผ่นอะลูมิเนียมไดดี้กว่า ซึ� งหมายถึงว่าปัญหานี�

จะถูกแกเ้พื�อหาผลเฉลยโดยประมาณจากแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ (mathematical model) 
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ที�มีรูปร่างลกัษณะใกลเ้คียงกบัของจริงมากกวา่ ดงันั�น ค่าผลเฉลยโดยประมาณที�คาํนวณออกมา

ไดจึ้งควรมีค่าความเที�ยงตรงและแม่นยาํสูงขึ�น 
 

 

1.2  วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์คืออะไร 
 

  ในการวิเคราะห์ปัญหาใดปัญหาหนึ� ง ปัญหานั� นมักประกอบด้วยสมการเชิง

อนุพนัธ์และเงื�อนไขขอบเขตที�กาํหนดมาให ้ ผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) ที�ประดิษฐ์

ขึ�นมาไดจึ้งประกอบดว้ยค่าของตวัแปรตามตาํแหน่งต่าง ๆ กนับนรูปร่างลกัษณะของปัญหานั�น 

หรือกล่าวอีกนัยหนึ� งก็คือ ผลเฉลยแม่นตรงประกอบดว้ยค่าต่าง ๆ ทั�งหมดนับเป็นจาํนวน

อนนัตค่์า แทนที�เราจะทาํการหาผลเฉลยแม่นตรงที�ประกอบดว้ยค่าต่าง ๆ จาํนวนมากมายเช่นนี�

ซึ� งสาํหรับปัญหาในทางปฏิบติันั�นเป็นไปไม่ได ้ หลกัการก็คือทาํการลดค่าทั�งหมดที�มีจาํนวน

อนนัตค่์านั�นมาเป็นค่าโดยประมาณในจาํนวนที�นบัได ้(finite) ดว้ยการแทนรูปร่างลกัษณะ

ของปัญหาดว้ยเอลิเมนต ์(elements) ซึ� งมีขนาดแตกต่างกนั  ดงัเช่นแสดงในตวัอยา่งของแผ่น

อะลูมิเนียมในรูป 1.1 (ค) 

  วธีิไฟไนตเ์อลิเมนตนี์� ยงับ่งชี� เป็นนยัวา่ ผลเฉลยของแต่ละเอลิเมนตน์ั�น จาํเป็นตอ้ง

สอดคลอ้ง (satisfy) กบัสมการเชิงอนุพนัธ์และเงื�อนไขขอบเขตที�กาํหนดมาใหส้าํหรับปัญหา

นั�น ๆ  ซึ� งหมายความว่า หลกัการของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จึงตอ้งเริ� มต้นจากการพิจารณา 

เอลิเมนตที์ละเอลิเมนต ์ โดยทาํการสร้างสมการสาํหรับแต่ละเอลิเมนตใ์หส้อดคลอ้งกบัสมการ

เชิงอนุพนัธ์ของปัญหาที�พิจารณาอยู่นั�น จากนั�นจึงนาํสมการของแต่ละเอลิเมนต์ที�สร้างขึ�น

ไดม้าประกอบกนัเขา้ก่อใหเ้กิดระบบสมการรวม  ซึ� งในความหมายทางกายภาพก็คลา้ยกบัการ

นาํทุกเอลิเมนตม์าประกอบรวมเขา้ดว้ยกนัก่อให้เกิดเป็นรูปร่างลกัษณะทั�งหมดที�ถูกตอ้งของ

ปัญหาที�แทจ้ริง  แลว้จึงประยกุตเ์งื�อนไขขอบเขตที�กาํหนดมาให้ลงไปในระบบสมการรวมนี�

ก่อนทาํการแกท้ั�งระบบสมการดงักล่าว เพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณที�ตอ้งการตามตาํแหน่ง

ต่าง ๆ ของปัญหานั�น 

  จากคาํอธิบายนี� จึงเห็นไดว้่า ความแม่นยาํของผลเฉลยโดยประมาณที�คาํนวณ 

ได้นั� นขึ� นอยู่กับขนาดและจาํนวนของเอลิเมนต์ที�ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหา นอกจากนั� น  

ความแม่นยาํของผลเฉลยซึ� งเราจะศึกษาโดยละเอียดในบทต่อ ๆ ไป  ยงัขึ�นอยู่กบัการสมมุติ

รูปแบบของฟังก์ชันการประมาณภายใน (interpolation functions) ที�ใช้สําหรับแต่ละ 

เอลิเมนตก์ล่าวคือ ฟังก์ชนัการประมาณภายในที�ใชมี้ความใกลเ้คียงกบัผลเฉลยแม่นตรงของ 
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ปัญหานั�นมากนอ้ยเพียงใด  ลกัษณะการกระจายของฟังกช์นัการประมาณภายในของเอลิเมนต์

อาจสมมุติให้อยูใ่นหลายรูปแบบ เช่น รูปแบบของการกระจายเชิงเส้น (linear distribution) 

ส่วนขนาด (magnitude) ของฟังก์ชนัการประมาณภายในนั�นขึ�นอยู่กบัค่าที�จุดต่อ (nodes) 

ของเอลิเมนต์  ยกตวัอย่างเช่น หากค่าอุณหภูมิของจุดต่อที�อยู่ปลายมุมทั�งสามของเอลิเมนต ์

รูปสามเหลี�ยมมีค่าเท่ากับ 30, 40 และ 50 องศาเซลเซียส ตามลาํดับ และหากเอลิเมนต ์

รูปสามเหลี�ยมนี� ใชฟั้งก์ชนัการประมาณภายในที�อยู่ในรูปแบบของลกัษณะการกระจายแบบ 

เชิงเส้นตรงแลว้ อุณหภูมิ ณ ตาํแหน่งต่าง ๆ ในเอลิเมนต์รูปสามเหลี�ยมนี� จะแปรผนัเป็นรูป 

เชิงเสน้ตรงคลา้ยแผน่เรียบโดยมีการกระจายของอุณหภูมิระหวา่ง 30 ถึง 50 องศาเซลเซียส 

  คาํอธิบายขา้งตน้เป็นคาํอธิบายในลกัษณะกวา้ง ๆ เพื�อให้เห็นภาพของการใชว้ิธี

ไฟไนตเ์อลิเมนต ์รายละเอียดปลีกย่อยของวิธีนี� จะอธิบายอย่างเป็นขั�นเป็นตอนพร้อมกบัการ

ยกตวัอยา่งประกอบโดยเริ�มตั�งแต่บทที� 2 เป็นตน้ไป  เนื�องจากวิธีผลต่างสืบเนื�อง  เป็นวิธีหาค่า

ผลเฉลยโดยประมาณวิธีหนึ� งในทาํนองเดียวกนักบัวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์แต่เป็นวิธีที�ง่ายแก่การ

ทาํความเขา้ใจ  รวมทั�งมีลกัษณะบางอย่างที�คลา้ยคลึงกบัวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตที์�จะไดศึ้กษาใน

รายละเอียดต่อไป ดงันั�น ในหวัขอ้ต่อไปนี�  เราจะมาศึกษาวิธีผลต่างสืบเนื�องก่อนโดยใชต้วัอยา่ง

ที�ง่ายแก่การทาํความเขา้ใจ  ลกัษณะบางอยา่งที�เราจะไดพ้บเห็นซึ� งเกิดขึ�นในวิธีนี�  จะช่วยเสริม

ความเขา้ใจเมื�อเราเริ�มทาํการศึกษาวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตโ์ดยละเอียดในบทต่อ ๆ ไป 
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  แนวทางที�จะทําให้เกิดความเข้าใจในลําดับขั�นตอนของการหาค่าผลเฉลย

โดยประมาณดว้ยวิธีผลต่างสืบเนื�องสามารถทาํไดโ้ดยง่ายดว้ยการใชต้วัอย่าง มีหลายปัญหา 

ในงานวิศวกรรมซึ� งสมการเชิงอนุพนัธ์นั�นอยู่ในรูปแบบของสมการลาปลาซ (Laplace's 

equation)  เช่น สมการความสมดุลของของแขง็ สมการความสมดุลของการถ่ายเทความร้อน 

รวมไปถึงสมการความสมดุลของการไหลบางชนิด สมการลาปลาซสําหรับปัญหาใน 2 มิติ 

บนระนาบ x-y สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยทั�วไปได ้คือ 
 

2 0   

โดย 
2 2

2
2 2x y

 
  

 
 แทนสญัลกัษณ์ของตวัดาํเนินการ (operator notation),  =  (x,y)  
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รูป 1.2  รูปร่างลกัษณะทั�วไปและขอบเขต 

                 ของปัญหาที�กาํหนดมาให ้

เ ป็นตัวแปรที�ไม่ทราบค่าซึ� งต้องการหา

ภายในขอบเขตของ Ω (เช่น  อาจแทนการ

กระจายของอุณหภูมิที�ตาํแหน่ง x, y  ใด ๆ) 

และ  = f (x, y) ตลอดขอบนอก Γ (เช่น  

ตลอดรอบขอบนอกอาจเป็นอุณหภูมิที�

กาํหนดมาใหเ้ท่ากบั 30oC) จุดประสงคข์อง

การวิเคราะห์ปัญหานี� ก็คือตอ้งการหาค่าผล

เฉลยโดยประมาณ  (x, y) ภายในขอบเขต Ω 

ดว้ยการใชว้ธีิผลต่างสืบเนื�อง 
 

  การใชว้ิธีผลต่างสืบเนื�องเพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณของปัญหาเช่นนี�ประกอบดว้ย 

4 ขั�นตอน ดงัต่อไปนี�  
 

ขั�นตอนที� 1 ทาํการสร้างตารางสี� เหลี�ยมลงในรูปร่างลกัษณะของปัญหาที�กาํหนดมาให ้สมมุติ

ว่ารูปร่างลกัษณะของปัญหาเป็นรูปสี� เหลี�ยมผืนผา้ซึ� งอยู่ในระนาบ x-y  ดงัแสดงในรูป 1.3 

สี� เหลี�ยมเล็ก ๆ ทั�งหลายที�สร้างขึ�นมานี� มีขนาด x และ y ในแนวแกน x และ y ตามลาํดบั 

และต่อกนัที�จุดต่อ (grid points) ตามตาํแหน่งต่าง ๆ เช่น จุดต่อ ณ ตาํแหน่ง i, j ดงัแสดง 

ในรูป 1.3 นี� บ่งถึงจุดต่อที� x = i และ y = j ซึ� งจุดต่อเหล่านี� เองเป็นตาํแหน่งที�เราจะหาค่าของ 

ผลเฉลยโดยประมาณ  นั�นคือเป็นตาํแหน่งของตวัไม่รู้ค่า (unknowns)  เช่น สมมุติวา่เรากาํลงั

แก้ปัญหาเกี�ยวกบัการถ่ายเทความร้อน ตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อเหล่านี� ก็คือ ค่าของอุณหภูมิที�เรา

ตอ้งการ 

 

ขั�นตอนที� 2 ทาํการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยใหอ้ยูใ่นรูปแบบของตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อต่าง ๆ  

ในตวัอยา่งนี�สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยของเราคือสมการลาปลาซ 

          0
2

2

2

2











yx

                         (1.1) 

สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยนี� สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อไดด้ว้ยการใช้

อนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor series)  เช่น  ค่าอุณหภูมิที�จุดต่อ i + 1 สามารถเขียนให้อยู่ใน

รูปแบบของอุณหภูมิที�จุดต่อ  i  ได ้คือ 

ขอบนอก    

ขอบเขตภายใน     
y

x
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รูป 1.3  การแบ่งรูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นตารางสี�เหลี�ยม 

        เพื�อใชใ้นวธีิผลต่างสืบเนื�อง 
 

2 3
2 3

1 2 3

1 1
 +     ( )  +  ( )

2! 3!
i i

i i i

x x x
x x x

  
 

  
    

  
     

                    
4

4
4

1
 ( )   

4!
i

x
x


  


                                     (1.2) 

ในทาํนองเดียวกนั ค่าอุณหภูมิที�จุดต่อ i  1 ก็สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของอุณหภูมิที� 

จุดต่อ i ไดเ้ช่นเดียวกนั คือ 

 
2 3

2 3
1 2 3

1 1
      ( )    ( )

2! 3!
i i

i i i

x x x
x x x

  
 

  
      

  
     

                    
4

4
4

1
 ( )   

4!
i

x
x


  


                                    (1.3) 

หากเรานาํสมการ (1.2) และ (1.3) นี�มารวมกนั จะได ้

           
2

2 4
1 1 2

42 2
2 ( ) ( )

42! 4!
i i i

i i

x x
x x

 
   

 
      

 
    (1.4) 

  เนื�องจากเราตอ้งการพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสอง (second-order term) ซึ� งคือ พจน์   
2 2/ x   เพื�อที�จะแทนลงในสมการของลาปลาซ (1.1) เราจึงตดัพจน์อนุพนัธ์ที�มีอนัดับ

สูงขึ�นไปในสมการ (1.4) ทิ�ง ก่อใหเ้กิดค่าของพจนอ์นุพนัธ์อนัดบัสองโดยประมาณ คือ 

     
2

1 1
2 2

  2   

( )
i i i

x x

     


 
                       (1.5) 

จุดต่อ 

x

y

y

1j 

j

1j 

1i 1i  i
x

,i j
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ในทาํนองเดียวกนั หากเราดาํเนินการเช่นเดียวกนัในทางแกน  y  เราจะได ้

     
2

1 1

2 2

  2   

( )

j j j

y y

     


 
           (1.6) 

หลงัจากแทนค่าโดยประมาณของพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสองจากสมการ (1.5) และ (1.6) ลงใน    

สมการลาปลาซ (1.1) และหากใช ้x เท่ากบั y เราจะได ้

        1 1 1 1   +     4 0i+ i j+ j i                                (1.7) 

ซึ� งสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบของแผนภาพ

สมการ (stencil form) เพื�อสะดวกในการ

ประยกุตใ์ชไ้ดด้งัแสดงในสมการ (1.8) 

   ในการแกปั้ญหาที�กาํหนดมาให้

เพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณ เราจะประยุกต์

รูปแบบของแผนภาพสมการ (1.8) นี�ลงในทุก ๆ จุดต่อที�อยูภ่ายในขอบเขตของปัญหา ดงัแสดง

ในรูป 1.4 

  

รูป 1.4  การประยกุตใ์ชรู้ปแบบของแผนภาพสมการ (1.8)   

ลงบนทุกจุดต่อภายในขอบเขตของปัญหา 

 

ขั�นตอนที� 3 ทาํการประยุกต์รูปแบบของแผนภาพสมการ (1.8) ลงในทุก ๆ จุดต่อที�อยู่ใน

ขอบเขตภายในของปัญหานั�น ก่อให้เกิดระบบสมการรวม (a set of simultaneous equa-

tions) ขึ�น โดยมีตวัที�ไม่รู้ค่า เช่น 1,  i i    ฯลฯ ตามจุดต่อต่าง ๆ ภายในขอบเขตของปัญหานั�น 

  ภายในไม่รู้ค่า 
  ที�ขอบรู้ค่า 

11

1

1

= 04 (1.8)
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ขั�นตอนที� 4 ทาํการแกร้ะบบสมการรวมที�เกิดขึ�นมานั�น เพื�อหาค่าโดยประมาณของตวัไม่รู้ค่า 

(unknowns) ตามจุดต่อต่าง ๆ 

  เพื�อให้เกิดความเขา้ใจในการใช้วิธีผลต่างสืบเนื�องโดยใช้ 4 ขั�นตอนดังที�ได้

อธิบายมานี� ไดดี้ยิ�งขึ�น  เราจะมาศึกษาตวัอยา่งของการถ่ายเทความร้อนเพื�อหาอุณหภูมิตามจุด

ต่าง ๆ ภายในแผ่นระนาบ จากตวัอย่างนี� เองเราจะพบลกัษณะพิเศษของสมการหลายชนิดที�

เกิดขึ�นจากวิธีผลต่างสืบเนื�อง  ซึ� งสามารถทาํความเขา้ใจไดง่้ายและเป็นประโยชน์เพื�อการ 

ทาํความเขา้ใจวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตต่์อไป 
 

ตวัอย่าง 1.1 แผ่นโลหะมีขนาดยาว 40 cm กวา้ง 20 cm ดงัแสดงในรูป 1.5 เกิดการถ่ายเท

ความร้อนภายใต้สถานะอยู่ตวั (steady-state heat transfer) ซึ� งอธิบายได้ด้วยสมการ 

เชิงอนุพนัธ์ยอ่ยในรูปแบบของสมการลาปลาซ คือ    

                    
2 2

2
2 2

0
T T

T
x y

 
   

 
                           (1.9) 

 

รูป 1.5  แผน่โลหะที�ตอ้งการหาลกัษณะการกระจายของอุณหภูมิ 

           โดยวธีิผลต่างสืบเนื�อง 
 

หากกาํหนดอุณหภูมิที�ขอบรอบนอกทั�งสี�ของแผน่โลหะใหมี้ค่าเท่ากบั 30 C   ใหค้าํนวณหาค่า

การกระจายของอุณหภูมิภายในแผน่โลหะดว้ยการใชว้ิธีผลต่างสืบเนื�อง 

วธีิทาํ    เราจะดาํเนินการ 4  ขั�นตอนดงัที�ไดอ้ธิบายมาขา้งตน้ ดงันี�  

ขั�นตอนที� 1  สร้างตารางสี� เหลี�ยมดงัแสดงในรูป 1.6 โดยแต่ละสี� เหลี�ยมมีขนาด 1010 cm  

นั�นคือ x = y  = 10 cm สี� เหลี�ยมเหล่านี� ต่อกนัที�จุดต่อ  ซึ� งเป็นตาํแหน่งที�เราจะหาค่าของ

อุณหภูมิ ก่อใหเ้กิดจุดต่อรวมกนัทั�งสิ�นจาํนวน 15 จุดต่อ  แต่เนื�องจากขอบนอกของแผน่โลหะนี�

20 cm

40 cm

30 C
y

x
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ถูกกาํหนดใหมี้อุณหภูมิ 0 30 CT    นั�นหมายถึงวา่ อุณหภูมิที�จุดต่อทุกจุดในรูปนี�ลว้นทราบค่า 

ยกเวน้ที�จุดต่อหมายเลข 5, 8 และ 11  ดงันั�น ตวัไม่รู้ค่าของปัญหานี�ก็คือ อุณหภูมิ 5 8,  T T  และ 

11T  ซึ� งมีเพยีง 3 ค่าเท่านั�น 

 

รูป 1.6  การแบ่งแผน่โลหะออกเป็นตารางสี�เหลี�ยมโดยวธีิผลต่างสืบเนื�อง 

 

ขั�นตอนที� 2 ทาํการประยุกตรู์ปแบบของแผนภาพสมการ (1.8) ลงบนจุดต่อที�ไม่รู้ค่าเหล่านี�  

เช่น หากเราประยกุตแ์ผนภาพนี�ลงบนจุดต่อหมายเลข 5  ก่อใหเ้กิด 

    2 6 8 4 5        4T T T T T         0 

แต่  2 6 4T T T    ซึ� งเท่ากบั 0T  ดงันั�น สมการนี� จึงลดรูปเป็น 

                              5 84   T T  03T           (1.10) 

เช่นเดียวกนั เราประยกุตแ์ผนภาพในสมการ (1.8) ลงบนจุดต่อหมายเลข 8 จะได ้

                               5 9 11 7 8        4T T T T T     0  

แต่   9 7 0T T T    สมการนี� จึงลดรูปเป็น 

                5 8 11    4   T T T    02T            (1.11) 

และทาํนองเดียวกนั เราประยกุตแ์ผนภาพในสมการ (1.8) ลงบนจุดต่อหมายเลข 11 จะได ้

   8 12 14 10 11        4T T T T T     0  

แต่   12 14 10 0T T T T     สมการนี� จึงกลายเป็น 

     8  T  114T  03T  (1.12) 

ขั�นตอนที� 3 สมการทั� งสามซึ� งก็คือสมการ (1.10)-(1.12)  สามารถนํามาเขียนรวมกัน 

ก่อใหเ้กิดระบบสมการรวมไดด้งันี�  

3 6 129 15

0T

x

y

x

y

2 5 8 11 14

1310741
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5 8 0

5 8 11 0

8 11 0

4 3

4 2

4 3

T T T

T T T T

T T T

 

   

  

 

หรือเขียนใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ได ้คือ 

 
5

8

11

4 1 0

1 4 1   

0 1 4

T

T

T

   
     

      

 =   
0

0

0

3

2

3

T

T

T

 
 
 
  

                              (1.13) 

ซึ� งเขียนใหก้ระชบัสั�นลงไปอีก ไดเ้ป็น 

  
(3 3)

K


  
(3 1)

 T


 =    
(3 1)

 Q


           (1.14) 

ในที�นี�  ปัญหาที�วิเคราะห์อยู่เป็นปัญหาการถ่ายเทความร้อน ดงันั�น  K  จึงเรียกว่า เมทริกซ์ 

การนาํ (conduction matrix);  T  เรียกวา่ เวกเตอร์ของตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อ (vector of nodal 

unknowns)  และ  Q  เรียกวา่ โหลดเวกเตอร์ (load vector) 
 

ขั�นตอนที� 4 ระบบสมการ (1.13) สามารถแกเ้พื�อหาผลเฉลย ซึ� งก็คืออุณหภูมิที�จุดต่อ 5, 8 

และ 11  ไดด้งันี�  

5 8 11 0T T T T     30 C  

นั�นคือ ไดอุ้ณหภูมิภายในแผ่นโลหะเท่ากบัอุณหภูมิของขอบรอบนอกที� 30 C   ลกัษณะการ

กระจายของอุณหภูมิมีลกัษณะเป็นค่าคงที�แบบแผน่เรียบดงัแสดงในรูป  1.7  

  

รูป 1.7  ลกัษณะการกระจายของอุณหภูมิบนแผน่โลหะ 

        คาํนวณไดจ้ากการใชว้ิธีผลต่างสืบเนื�อง 

  จากรูป 1.7 เราพบว่าอุณหภูมิที�คาํนวณได้โดยวิธีผลต่างสืบเนื�องนี�  ให้ค่าเป็น

ผลลพัธ์แม่นตรงที�ทุกจุดต่อ หากเรายอ้นกลบัไปพิจารณาสมการ (1.5) เราไดต้ดัพจน์อนุพนัธ์

ลกัษณะอุณหภูมิที�คาํนวณได ้

x
5 8 11

11T8T5T
( , )T x y

y
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อนัดบัสูง ๆ ทิ�งไปแลว้และไดท้าํการเขียนพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสองโดยประมาณขึ�นมา เหตุใด

จึงไดผ้ลเป็นค่าแม่นตรงสําหรับปัญหานี� อีก สาเหตุก็คือพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสูง ๆ เหล่านั�น 

บงัเอิญมีค่าเท่ากบัศูนยเ์ฉพาะสําหรับปัญหานี�  เนื�องมาจากอุณหภูมิรอบขอบนอกแผ่นโลหะ 

ถูกกาํหนดมาใหมี้ค่าสมํ�าเสมอโดยตลอด หากขอบนอกของแผน่โลหะมีอุณภูมิที�ไม่สมํ�าเสมอ 

ดงัเช่นแสดงในรูป 1.8  ผลลพัธ์ของอุณหภูมิตามตาํแหน่งจุดต่อ 5, 8 และ 11 ที�คาํนวณไดจ้ะ

ไม่เป็นผลลพัธ์แม่นตรง ค่าความคลาดเคลื�อน (error) ที�เกิดขึ�นจะมากหรือนอ้ยขึ�นอยูก่บัขนาด

ของตารางสี� เหลี�ยมและจาํนวนจุดต่อทั� งหมดที�ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหานี�  อย่างไรก็ตาม 

กระบวนการวเิคราะห์ปัญหากย็งัคงดาํเนินไปตามขั�นตอนทั�ง 4 ขั�นตอนนี� เช่นเดิม  

 

รูป 1.8  ตวัอยา่งแผน่โลหะที�มีอุณหภูมิที�ขอบรอบนอกไม่สมํ�าเสมอ 
 

  สิ�งที�น่าสนใจเกิดขึ�นจากการศึกษา

ตวัอย่างนี� และจะเกิดขึ�นคลา้ยกันเมื�อเราเริ� ม

ศึกษาวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์คือ ลกัษณะพิเศษ

ของเมทริกซ์การนาํความร้อน  K  ดงัแสดง

ในสมการ (1.13)-(1.14) เมื�อเราพิจารณา 

เมทริกซ์  K   หรือวิเคราะห์ปัญหาที�มีจาํนวน

สี� เหลี�ยมและจุดต่อเป็นจํานวนมาก เราจะ

พบว่า เมทริกซ์   K  นี�  มัก มี รูปแบบการ

กระจายของสมัประสิทธิ�  ดงัแสดงในรูป 1.9  นั�นคือ  

 ก. ค่าที�อยูใ่นแนวทแยงมุมกลางของเมทริกซ์มีค่าสูง (diagonal terms dominated) 

 ข. ค่าที�อยูใ่นแนวทแยงมุมกลางของเมทริกซ์มีค่าเป็นบวก 

 ค. เมทริกซ์  K  ขา้งตน้มีความเป็นสมมาตร กล่าวคือ   K  =  T
K  

 ง. การจบักลุ่มกนัของค่าที�ไม่เท่ากบัศูนยน์ั�นอยู่รวมกนัเป็นแถบ (banded) ดงัแสดง

ดว้ยกรอบเอียงในรูป 1.9 

 0( , ) sinT x b T x ay

x

b

a

 0( , ) sinT a y T y b

x 
x

x
x x 

x x x 
x x 0 

0 

x  =  ค่าที�ไม่เท่ากบัศูนย ์ 

รูป 1.9  ลกัษณะของเมทริกซ์  K  สาํหรับ 

               ปัญหาทั�วไป 
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   คุณสมบติัของขอ้ ค. และ ง. ของเมทริกซ์  K  นี� เองก่อใหเ้กิดประโยชนเ์ป็นอยา่ง

มากในการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์  โดยเฉพาะอย่างยิ�งในทางปฏิบติัที�จาํเป็นตอ้งใช้

จาํนวนสี� เหลี�ยมและจุดต่อเป็นจาํนวนมากเพื�อให้เกิดผลเฉลยที�แม่นยาํ ทาํให้เมทริกซ์  K  
 

 
 

รูป 1.10  การเกบ็ค่าที�ไม่เท่ากบัศูนยข์อง 

                เมทริกซ์  K ระหวา่งการ 

                คาํนวณในโปรแกรม 

                คอมพิวเตอร์ 

ต้องมีขนาดใหญ่ แต่เนื�องจาก  K  เป็น 

เมทริกซ์สมมาตร ประกอบกบัสมัประสิทธิ�

ที�ไม่เท่ากับศูนย์นั� นจับกลุ่มกันเป็นแถบ 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที�ประดิษฐ์ขึ� นจึง

สามารถเก็บเฉพาะค่าที�ไม่เท่ากบัศูนย ์โดย

เก็บเพียงครึ� งหนึ� งของแถบดงัแสดงในรูป 

1.10 ไวใ้นหน่วยความจาํเพื�อการคาํนวณ 

ทาํให้หน่วยความจําที�จ ําเป็นต้องใช้นั� น

ลดลงไปไดอี้ก 
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  จากตวัอยา่งของการใชว้ธีิผลต่างสืบเนื�องดงัที�ไดอ้ธิบายในหวัขอ้ 1.3 เราพบวา่วธีิ

ผลต่างสืบเนื�อง เป็นการใชว้ิธีเชิงตวัเลข (numerical method) เพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณ

ของปัญหาที�กาํหนดมาให ้หลกัการของวิธีนี� คือการแทนค่าอนุพนัธ์ (derivatives) ที�ปรากฏอยู่

ในสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ยสมการโดยประมาณทางพีชคณิต (algebraic approximation) ซึ� ง

อยูใ่นรูปแบบของตวัแปรตาม (dependent variables) ตามจุดต่อต่าง ๆ (grid points) ภายใน

ขอบเขตรูปร่างของปัญหานั�น 

  ส่วนวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ เป็นการใชว้ิธีเชิงตวัเลขเพื�อหาผลลพัธ์โดยประมาณของ

ปัญหาที�กาํหนดมาให้เช่นกัน  โดยเริ� มจากการแบ่งรูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นชิ�น

ส่วนย่อย ๆ เรียกว่า เอลิเมนต์ (elements)  เอลิเมนต์เหล่านี� เชื�อมต่อกันที�จุดต่อ (nodes)  

ซึ� งเป็นตาํแหน่งที�จะคาํนวณหาค่าตวัแปรที�ไม่รู้ค่า สมการทางพีชคณิตที�เกิดขึ�นจากวิธีไฟไนต ์

เอลิเมนตส์ามารถประดิษฐ์ขึ�นจากสมการเชิงอนุพนัธ์ ดงันั�น กระบวนการโดยรวมจึงมีความ

ซบัซอ้นมากกวา่วธีิผลต่างสืบเนื�องขึ�นไปอีกระดบัหนึ�ง 

  หากเราต้องใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพื�อวิเคราะห์หาการกระจายของอุณหภูมิ 

ในแผ่นโลหะของตวัอย่างเดิมในรูป 1.5  สิ�งแรกที�เราจาํเป็นตอ้งทาํก็คือการแบ่งแผ่นโลหะนี�

x x
x x

x  =  ค่าที�ไม่เท่ากบัศูนย ์
x x 

x 

0 
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ออกเป็นชิ�นส่วนย่อย ๆ ดงัเช่นแสดงในรูป 1.11 โดยชิ�นส่วนย่อย ๆ อาจเป็นเอลิเมนต์ที�เป็น

รูปทรงสี�เหลี�ยมหรือสามเหลี�ยมขนาดใด ๆ กไ็ด ้

   

      รูป 1.11  การใชว้ธีิไฟไนตเ์อลิเมนตแ์บ่งแผน่โลหะออกเป็น 

                   เอลิเมนตที์�มีรูปร่างแตกต่างกนั 

 
 
1.5   ขั�นตอนทั�วไปของวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 

  วธีิไฟไนตเ์อลิเมนตป์ระกอบดว้ย 6 ขั�นตอนหลกั ดงัต่อไปนี�  

  

รูป 1.12  การแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนตย์อ่ย ๆ 

 
ขั�นตอนที� 1 การแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนตย์่อย ๆ ดงัแสดงในรูป 1.12 รูปร่าง

ดงักล่าวอาจเป็นรูปร่างใด ๆ ของปัญหาที�แตกต่างกนั เช่น ปัญหาความยืดหยุ่นในของแข็ง 

(elasticity problem) ปัญหาที�เกี�ยวกบัอุณหภูมิและความร้อน (thermal problem) รวมทั�ง

ปัญหาของการไหล (fluid problem)  

เอลิเมนตสี์�เหลี�ยม เอลิเมนตส์ามเหลี�ยม 

จุดต่อ 

จุดต่อ 

เอลิเมนต ์

y

x
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ขั�นตอนที� 2 การเลือกฟังกช์นัประมาณภายในเอลิเมนต ์ (element interpolation functions) 

เช่น หากเราเลือกใชเ้อลิเมนต์สามเหลี�ยมซึ� งประกอบดว้ย 3 จุดต่อที�มีหมายเลข 1, 2 และ 3   

ดงัแสดงในรูป 1.13  โดยที�จุดต่อเป็นตาํแหน่งของตวัไม่รู้ค่า (nodal unknowns) ซึ� งคือ 1,  
 

 
รูป 1.13  เอลิเมนตส์ามเหลี�ยมซึ�ง 

                         ประกอบดว้ยสามจุดต่อ  

                         โดยมีตวัไม่รู้ค่าอยู ่ ณ  

                       ตาํแหน่งที�จุดต่อ 

2 และ 3 ตามลาํดบั ตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่ออาจ

เป็นค่าของการเสียรูป (displacement) หาก

เราวิเคราะห์ปัญหาความยืดหยุน่ในของแข็ง 

ห รื อ อ า จ เ ป็ น ค่ า ข อ ง อุ ณ ห ภู มิ ห า ก เ ร า

แกปั้ญหาเกี�ยวกบัการถ่ายเทความร้อน หรือ

อาจเป็นความเร็วของของไหลหากเรา

วิเคราะห์ปัญหาเกี�ยวกบัการไหล  ลกัษณะ

การกระจายของตัวไม่รู้ค่าบนเอลิเมนต์นี�

สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของฟังก์ชนั

การประมาณภายในและตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อ

ได ้คือ 
 

  1 1 2 2 3 3( , ) ( , )    ( , )    ( , )  x y N x y N x y N x y             (1.15) 

โดย ( ,  )iN x y ,  1, 2, 3i   แทนฟังกช์นัการประมาณภายในเอลิเมนต ์

  สมการ (1.15) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบของเมทริกซ์ได ้คือ 

    ,x y      1 2 3N N N  

1

2

3







 
 
 
  

      
(1 3)

N

    

(3 1)

 


           (1.16) 

โดย N    แทนเมทริกซ์ฟังกช์นัการประมาณภายในเอลิเมนต ์และ    แทนเวกเตอร์เมทริกซ์

ที�ประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อของเอลิเมนต์นั�น ในตาํราเล่มนี�  สัญลกัษณ์       แสดงถึง     

เมทริกซ์แถวนอน (row matrix)  และ     แสดงถึงเมทริกซ์แถวตั�ง (column matrix) ที�

เรียกกนัวา่ เวกเตอร์ (vector) รายละเอียดของเมทริกซ์และการใชไ้ดอ้ธิบายในภาคผนวก ก   
 

ขั�นตอนที� 3 การสร้างสมการของเอลิเมนต ์(element equations)  ยกตวัอยา่งเช่น สมการของ   

เอลิเมนตส์ามเหลี�ยมดงัแสดงในรูป 1.13 นั�นอยูใ่นรูปแบบดงันี�  

y

x

1

3

2

3

1

2
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11 12 13

21 22 23

31 32 33 e

k k k

k k k

k k k

 
 
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 

 
1

2

3 e







 
 
 
  

     
1

2

3 e

F

F

F

 
 
 
  

                      (1.17) 

ซึ� งเขียนยอ่ไดเ้ป็น 

                e
K   e        eF                         (1.18) 

ขั�นตอนที� 3 นี�  ถือว่าเป็นหัวใจสําคญัของการศึกษาวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์การสร้างสมการของ 

เอลิเมนตซึ์�งอยูใ่นรูปแบบของสมการ (1.17) สามารถทาํไดโ้ดย 

 ก. วธีิการโดยตรง (direct approach) ซึ� งอธิบายในบทที� 2 

 ข. วธีิการแปรผนั (variational approach) ซึ� งอธิบายในบทที� 3 

 ค. วิธีการถ่วงนํ� าหนักเศษตกคา้ง (method of weighted residuals)  ซึ� งอธิบาย 

ในบทที� 4 

 

ขั�นตอนที� 4 การนาํสมการของแต่ละเอลิเมนต์ที�ไดม้าประกอบรวมกนัเขา้ ก่อให้เกิดระบบ

สมการรวม (system of simultaneous equations) ในรูปแบบดงันี�  

                  element equations              syssysK        sysF                (1.19) 

 

ขั�นตอนที� 5 ทาํการประยุกตเ์งื�อนไขขอบเขต (boundary conditions) ลงในระบบสมการ

รวม (1.19) แลว้จึงแกร้ะบบสมการรวมนี� เพื�อหา  sys  อนัประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่าที�จุดต่อ  

(nodal unknowns) ซึ� งอาจเป็นค่าของการเคลื�อนตวัตามจุดต่อต่าง ๆ ของโครงสร้าง หรือเป็น

ค่าของอุณหภูมิที�จุดต่อหากเป็นปัญหาเกี�ยวกับการถ่ายเทความร้อน  หรืออาจเป็นค่าของ

ความเร็วของของไหลตามจุดต่อหากเป็นปัญหาเกี�ยวกบัการไหล  
 

ขั�นตอนที� 6 เมื�อคาํนวณค่าต่าง ๆ ที�จุดต่อออกมาไดแ้ลว้ก็สามารถนาํมาใชเ้พื�อหาค่าอื�น ๆ ที�

ตอ้งการต่อไปไดอี้ก เช่น เมื�อรู้ค่าการเสียรูป (displacement)  ตามจุดต่อต่าง ๆ ของโครงสร้าง

ก็สามารถนาํไปใชห้าค่าความเครียด (strain) และความเคน้ (stress) ไดต้ามลาํดบั  หรือเมื�อรู้

ค่าอุณหภูมิที�จุดต่อก็สามารถคาํนวณหาปริมาณการถ่ายเทความร้อนได ้ หรือเมื�อรู้ค่าความเร็ว

ของของไหลที�จุดต่อกส็ามารถนาํไปคาํนวณหาอตัราการไหลได ้

  จากขั�นตอนทั�ง 6 ขั�นตอนนี�   จะเห็นไดว้่า วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์ป็นวิธีที�มีระเบียบ

แบบแผนอยา่งเป็นขั�นเป็นตอน โดยมีหวัใจสาํคญัอยูที่�การสร้างสมการของเอลิเมนตใ์นขั�นตอน



1.6  การประยกุต์วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  17 

ที� 3 ซึ� งโดยทั�วไปทาํได ้3 วิธี วิธีเหล่านี� ไดอ้ธิบายโดยละเอียดในบทที� 2, 3 และ 4 ตามลาํดบั  

ในแต่ละบทจะแสดงตวัอย่างต่าง ๆ เพื�อก่อให้เกิดความเขา้ใจในวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดอ้ย่าง

ชดัเจน 

 

 

1.6 การประยุกต์วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 

  เนื�องจากรูปแบบผลิตภณัฑง์านทางวศิวกรรมทั�วไปมกัมีรูปร่างซบัซอ้น วธีิไฟไนต์

เอลิเมนตจึ์งมีบทบาทเป็นอย่างมากในการนาํมาประยุกตใ์ชว้ิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ ในปัจจุบนั 

เช่น ปัญหาค่าความเคน้ที�เกิดขึ�นในของแข็ง การถ่ายเทความร้อนในวตัถุ ตลอดจนการไหล-

ของของไหลซึ�งเราจะไดท้าํการศึกษาวิธีการโดยละเอียดในบทต่อ ๆ ไป ความเขา้ใจของเนื�อหา

ในบทต่าง ๆ นี� เองจะช่วยทาํให้มองเห็นภาพรวมและประสิทธิภาพของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตที์�

สามารถนาํไปประยุกตใ์ชว้ิเคราะห์งานต่างชนิดกนัไดเ้ป็นอย่างดี การใชว้ิธีไฟไนตเ์อลิเมนต์

ควบคู่ไปกบัวิวฒันาการและประสิทธิภาพของเครื�องคอมพิวเตอร์ทาํให้สามารถคาํนวณหา

ปรากฏการณ์ที�เกิดขึ�นไดโ้ดยสะดวกและในขณะเดียวกนัช่วยลดค่าใชจ่้ายที�เคยตอ้งใชไ้ปใน

การทดลอง ในหัวขอ้ย่อยนี� เราจะศึกษาบางตวัอย่างซึ� งวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถนําไป

ประยกุตใ์ชว้เิคราะห์งานที�แตกต่างกนัไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ 

  การวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในยุคแรกเริ� มจากงานทางด้าน

กลศาสตร์ของแข็ง (solid mechanics) และโครงสร้าง (structure) เป็นส่วนใหญ่ เนื�องจาก

ปรากฏการณ์ที�เกิดขึ�นในงานทางดา้นนี� สามารถทาํความเขา้ใจไดโ้ดยไม่ยากนัก วิวฒันาการ

ของวิธีไฟไนต์เอลิเมนตท์างดา้นของแข็งในปัจจุบนันี� สามารถนาํไปใชอ้อกแบบชิ�นงานที�มี

รูปร่างซบัซ้อน เช่น ชิ�นส่วนโครงสร้างของเครื�องบินดงัแสดงในรูป 1.14  รูปภาพนี�แสดงถึง

รูปร่างของชิ�นส่วนที�ค่อนข้างมีความซับซ้อน รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ และผลลพัธ์ของ 

ความเคน้ที�เกิดขึ�นซึ� งพล็อตบนรูปร่างของชิ�นส่วนที�เสียรูปไปแลว้อนัเนื�องมาจากแรงกระทาํ

จากภายนอก ผลลพัธ์ในลกัษณะเช่นนี�ทาํใหผู้อ้อกแบบเกิดความเขา้ใจในปรากฏการณ์ที�เกิดขึ�น 

เพื�อหลีกเลี�ยงความเคน้ที�อาจมีค่าสูงจนเกินไปทาํให้ชิ�นช่วยเสียหายได ้และในขณะเดียวกนั  

ใชป้ริมาณโลหะให้น้อยที�สุดเพื�อลดนํ� าหนกัของชิ�นส่วน รูปภาพนี� ยงัแสดงถึงการใชไ้ฟไนต ์

เอลิเมนต์ที�มีขนาดแตกต่างกันประกอบกันขึ�นเพื�อให้จาํลองรูปแบบของชิ�นส่วนที�มีความ

ซบัซอ้นไดอ้ยา่งเที�ยงตรง 



18   บทที� 1  ก้าวแรกสู่วธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 

 

 

รูป 1.14   ชิ�นส่วนโครงสร้างของเครื�องบิน รูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนต ์

และค่าความเคน้บนพลอ็ตบนการเสียรูปที�เกิดขึ�น 

 

  วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถนาํมาใชว้ิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์ของโครงสร้าง 

(structural dynamics) ได้อย่างมีประสิทธิภาพในปัจจุบนั รูป 1.15 แสดงรูปแบบจาํลอง 

ไฟไนต์เอลิเมนต์ของโครงสร้างรถยนต์ส่วนบุคคล และลกัษณะของรูปร่างโหมด (mode 

shape) ผลลพัธ์ในลกัษณะเช่นนี� ช่วยทาํให้ผูอ้อกแบบเกิดความเขา้ใจในการสั�นสะเทือนของ

โครงสร้างที�มีรูปร่างซับซ้อน ผูอ้อกแบบสามารถดดัแปลงรูปร่างของโครงสร้างเพื�อลดการ

สั�นสะเทือน ใหไ้ดผ้ลลพัธ์ใหม่ที�ดีกวา่ภายในเวลาอนัสั�น 
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รูป 1.15   รูปร่างของโหมด (mode shape) บนโครงสร้างรถยนตส่์วนบุคคล 

 

   มีหลายปัญหาทางวิศวกรรมในปัจจุบนัซึ� งตอ้งใชก้ารวิเคราะห์ที�ตั�งอยู่ฐานของ

ความรู้มากกว่า 1 อยา่ง ยกตวัอยา่งเช่น ปัญหาความเคน้อนัเนื�องมาจากความร้อน ผูว้ิเคราะห์

ตอ้งหาผลลพัธ์ลกัษณะการกระจายของอุณหภูมิบนชิ�นส่วนหรืออุปกรณ์นั�น ๆ ให้ได้ก่อน 

อุณหภูมิในระดบัแตกต่างกนั  ก่อให้เกิดความเคน้อนัเนื�องมาจากความร้อนบนชิ�นส่วนนั�น ๆ  

รูป 1.16 แสดงรูปแบบจาํลองไฟไนตเ์อลิเมนต ์และความเคน้ที�เกิดขึ�นจากอุณหภูมิที�สูงขึ�นบน

ลูกสูบรถยนต ์เนื�องจากวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนและ

ปัญหาความเคน้ในของแข็งไดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ การวิเคราะห์ศาสตร์ทั�งสองไปพร้อมกนั

ดว้ยวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พียงวิธีเดียวจึงก่อใหเ้กิดความสะดวกเป็นอยา่งมาก แนวคิดเดียวกนันี�

จึงถูกนํามาใช้วิเคราะห์ปัญหาที�มีปฏิสัมพนัธ์กัน (interdisciplinary problems) อื�น ๆ อีก 

ในปัจจุบนั 
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รูป 1.16   รูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนตแ์ละความเคน้จากอุณหภูมิบนลูกสูบรถยนต ์

 

  การวิเคราะห์เพื�อหาปรากฏการณ์ของการไหล (fluid flow) ที�มีความซับซ้อน

เป็นสิ�งที�ทาํไดย้าก ทั�งนี� เนื�องมาจากปรากฏการณ์ของการไหลนั�นถูกครอบคลุมดว้ยระบบ

สมการเชิงอนุพนัธ์นาเวียร์-สโตกส์ (Navier-Stokes equations) เป็นระบบสมการแบบ 

ไม่เชิงเส้น (nonl-linear) ประกอบไปดว้ยสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยหลายสมการซึ� งตอ้งถูกแก้

เพื�อหาผลลพัธ์ของความเร็ว ความดนั ฯลฯ ของของไหลไปพร้อมกนั การประดิษฐ์โปรแกรม

คอมพิวเตอร์จึงมีความซับซ้อน ตอ้งการปริมาณหน่วยความจาํและเวลาในการคาํนวณเป็น

จาํนวนมาก 

  รูป 1.17 แสดงระบบท่อส่งนํ� าจากท่อซึ� งมีเส้นผา่ศูนยก์ลางขนาดใหญ่ ผา่นถงัพกั 

สู่ท่อเส้นผ่าศูนยก์ลางขนาดเล็กลง ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นแสดงความเร็วและความดนัของการไหล  

ทาํใหผู้ว้ิเคราะห์เกิดความเขา้ใจในปรากฏการณ์ของการไหลภายในท่อไดอ้ยา่งชดัเจน สามารถ

ปรับปรุงการออกแบบขนาดท่อ เพื�อเพิ�มหรือลดความเร็วของการไหลและความดนัตามที�

ตอ้งการภายในระยะเวลาอนัสั�น
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                                    Velocity                                     Pressure 
 

รูป 1.17   ความเร็วและความดนัของนํ� าในระบบท่อส่งนํ�า 

 

  วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตย์งัไดถู้กพฒันาเพื�อใชว้ิเคราะห์การไหลความเร็วสูงกว่าเสียง 

(supersonic flow) สภาวะของการไหลชนิดนี� มกัประกอบไปดว้ยคลื�นช็อค (shock wave)  

ที�คุณสมบติัของการไหลนั�นเปลี�ยนแปลงโดยฉับพลนั การวิเคราะห์ปัญหาจึงตอ้งสร้างเอลิ

เมนตข์นาดเลก็เป็นจาํนวนมากใหก้ระจุกตวัอยูใ่นแนวคลื�นช็อคเพื�อก่อใหเ้กิดผลลพัธ์ที�มีความ

เที�ยงตรง รูป 1.18 แสดงโดเมนของการไหล รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ทั�วไปและรูปแบบ 

ไฟไนต์ที�เอลิเมนต์ขนาดเล็กถูกสร้างขึ�นโดยอตัมติัให้วางตวัอยู่ตามแนวคลื�นช็อค การใช ้

เอลิเมนตจ์าํนวนมากในแนวคลื�นช็อคที�ของไหลเกิดการเปลี�ยนแปลงโดยกระทนัหนั ก่อใหเ้กิด

ผลลพัธ์ของความเร็ว ความดนั และอุณหภูมิที�มีความถูกตอ้งแม่นยาํสูงตามมา ในขณะเดียวกนั 

เอลิเมนตข์นาดใหญ่ไดถู้กสร้างขึ�นในบริเวณอื�นที�ของไหลไม่เกิดการเปลี�ยนมากนกั จึงช่วยทาํ

ใหล้ดเวลาในการคาํนวณและหน่วยความจาํบนเครื�องคอมพิวเตอร์ลงไปไดเ้ป็นอยา่งมาก 
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                              Velocity                   Pressure               Temperature 
 

รูป 1.18   โดเมนการวเิคราะห์ รูปแบบไฟไนตเ์อลิมนต ์ผลลพัธ์ของความเร็ว ความดนั 

        และอุณหภูมิสภาวะอากาศหนา้กระสวยอวกาศที�ความเร็วกวา่เสียง 3 เท่า 
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  ในปัจจุบนั การพฒันาวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตย์งัคงรุดหนา้ไปอยา่งต่อเนื�อง  เนื�องจาก

วิธีนี� สามารถนาํไปประยุกตใ์ชว้ิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ กนัไดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ วิธีไฟไนต ์

เอลิเมนตไ์ดถู้กนาํไปใชป้ระยกุตก์บังานในหลายแขนง  โดยเฉพาะแขนงต่าง ๆ ที�สร้างผลกระทบ

ซึ� งกนัและกนั (interdisciplinary problem)  เช่น ในการออกแบบเครื�องยนตข์องยานอวกาศ

ขา้มทวีปที�บินเร็วกวา่เสียงเกินสิบเท่าขึ�นไป วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดถู้กนาํไปใชใ้นการคาํนวณหา

สภาวะอากาศที�เกิดขึ�นหน้าเครื� องยนต์  ความร้อนบนเครื� องยนต์อนัเกิดจากการเสียดสีใน 

ชั�นบรรยากาศ อุณหภูมิของเครื�องยนตที์�เพิ�มสูงมากขึ�นไป การเสียรูปและความเคน้ของเครื�องยนต์

ที� เกิดขึ� นตามมา รวมทั� งผลกระทบซึ� งมีต่อกันและกัน เช่น การเสียรูปไปจากรูปเดิมของ

เครื�องยนตห์ลงัจากที�เครื�องยนตมี์อุณหภูมิสูงขึ�นยงัส่งผลยอ้นกลบัทาํใหส้ภาวะการแปรปรวน

ของอากาศรอบเครื�องยนคเ์ปลี�ยนแปลงไปจากเดิม เป็นตน้ 

 
 

1.7  บทสรุป 
 

  ในบทนี�  เราทาํความรู้จกักบัวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตใ์นภาพรวมกวา้ง ๆ โดยเริ�มจาก

การทาํความเขา้ใจว่าวิธีนี� คืออะไร มีลกัษณะและคุณสมบติัในตวัเองอย่างไร  เพื�อทาํให้เกิด

ความเขา้ใจในวิธีนี� ไดง่้ายและรวดเร็วขึ�น เราไดศึ้กษาวิธีผลต่างสืบเนื�องก่อนโดยใชต้วัอยา่งที�

ง่าย ๆ  วิธีผลต่างสืบเนื�องนั�นประกอบดว้ยขั�นตอนในกระบวนการแกปั้ญหาที�คลา้ยคลึงกบัวิธี

ไฟไนตเ์อลิเมนต ์หลงัจากที�เราไดท้าํความเขา้ใจวิธีผลต่างสืบเนื�องเป็นอย่างดีแลว้ เราจึงเริ�ม

ศึกษาวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยอธิบายขอ้ที�คลา้ยคลึงกนัและขอ้ที�แตกต่างกนั จากการศึกษา

ขั�นตอนวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์ราไดพ้บว่า  ศกัยภาพที�เด่นชดัของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตอ์ยา่งหนึ� ง

ซึ� งไดเ้ปรียบกว่าวิธีผลต่างสืบเนื�องก็คือ วิธีไฟไนตเ์อลิเมนตน์ั�นสามารถทาํการจาํลองรูปแบบ

ของปัญหาที�ซับซ้อนไดโ้ดยง่ายอย่างแม่นยาํ  จุดเด่นดงักล่าวเป็นสาเหตุที�ทาํให้วิธีไฟไนต ์

เอลิเมนตไ์ดรั้บความนิยมมากในปัจจุบนั 

  เพื�อให้เห็นภาพรวมของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์เราไดศึ้กษาขั�นตอนโดยทั�วไปของ

วิธีนี� ซึ� งนาํไปประยกุตใ์ชว้ิเคราะห์ปัญหาในหลาย ๆ แขนง  โดยเริ�มตั�งแต่การแบ่งรูปร่างของ

ปัญหาที�ต้องการวิเคราะห์ออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ  การสร้างสมการสําหรับเอลิเมนต์ที�

สอดคลอ้งกบัปัญหานั�น และขั�นตอนอื�น ๆ อีกหลายขั�นตอน ไปจนถึงกระบวนการแกร้ะบบ
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สมการรวมทา้ยสุดเพื�อหาผลลพัธ์ที�ตอ้งการ  และก่อนจบบทนี�  เราไดเ้ห็นประสิทธิภาพของวิธี

ไฟไนตเ์อลิเมนตซึ์� งนาํไปประยกุตใ์ชว้ิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ นบัตั�งแต่ปัญหาทางดา้นของแข็ง

เช่น การคาํนวณความแข็งแรงของชิ�นส่วนในโครงสร้างเครื�องบิน การวิเคราะห์รูปร่างของ

โหมดในขณะที�โครงสร้างรถยนตเ์กิดการสั�น ความเคน้อนัเกิดจากอุณหภูมิที�สูงขึ�นในลูกสูบ

รถยนต์ขณะใชง้าน พฤติกรรมการไหลของนํ� าในระบบท่อส่งนํ� า รวมทั�งสภาวะอากาศหน้า 

ยานกระสวยอวกาศขณะร่อนกลบัสู่พื�นโลกดว้ยความเร็วกว่าเสียง 3 เท่า ถึงแมว้่าเมื�อเรามอง

จากภายนอกแลว้จะรู้สึกว่าปัญหาเหล่านี� ค่อนขา้งซบัซอ้น แต่หลงัจากที�เราเขา้ใจในวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์โดยถ่องแท้ เราจะพบว่าขั� นตอนในการคํานวณเพื�อวิ เคราะห์ปัญหาเหล่านี�  

ไม่ยากลาํบากนกั เราจะเริ�มทาํความเขา้ใจวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตที์ละขั�นตอนโดยเริ�มจากพื�นฐานที�

ง่าย ๆ ตั�งแต่บทที� 2 เป็นตน้ไป  ความสามารถในการทาํความเขา้ใจในวิธีนี� ไดโ้ดยถ่องแท้

ประกอบกับความเขา้ใจในความหมายของผลลพัธ์ที�เกิดขึ�น จะช่วยยกระดับศกัยภาพของ 

การออกแบบงานทางวศิวกรรมไดเ้ป็นอยา่งดี 



 

 

 

               บทที� 

 2 

 

 

การสร้างสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ 

ด้วยวธีิการโดยตรง 

 
 

2.1  บทนํา 
 

  ดงัที�ไดอ้ธิบายในหวัขอ้ 1.5 ของบทที� 1 ขั�นตอนแรกของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตคื์อ

การแบ่งรูปร่างลกัษณะของปัญหาที�จะทาํการวิเคราะห์ออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ  จากนั�นจึง

สร้างสมการขึ�นมาสาํหรับแต่ละเอลิเมนต ์ซึ� งขึ�นอยูก่บัลกัษณะของปัญหาที�จะทาํการวิเคราะห์ 

เช่น ปัญหาทางดา้นของแข็ง การถ่ายเทความร้อน หรือปัญหาของการไหล  เมื�อไดส้มการ

สาํหรับแต่ละเอลิเมนตแ์ลว้ จึงนาํสมการของเอลิเมนตเ์หล่านี�มาประกอบกนัเขา้ก่อใหเ้กิดระบบ

สมการรวม  จากนั�นจึงประยุกต์เงื�อนไขขอบเขตก่อนแกร้ะบบสมการรวมนั�นเพื�อผลลพัธ์ที�

ตอ้งการ 

  จากลาํดับขั�นตอนดังกล่าวข้างต้นจะเห็นได้ว่า หัวใจที�สําคัญของวิธีไฟไนต ์

เอลิเมนต์คือ การสร้างสมการเอลิเมนต์ขึ�นเพื�อให้สามารถจาํลองแบบหรือปัญหาได้อย่าง

ถูกตอ้ง  การสร้างสมการเอลิเมนต์สามารถทาํได้หลายวิธี แต่ละวิธีอาจมีขอ้ดีและขอ้ด้อย

แตกต่างกนัไป วธีิที�ง่ายที�สุดโดยเฉพาะสาํหรับการเริ�มตน้ศึกษาวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตก์คื็อ วธีิการ

สร้างสมการของเอลิเมนตจ์ากความเขา้ใจที�ง่าย ๆ โดยตรง  ดงัจะอธิบายโดยละเอียดในบทนี�  
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2.2  การสร้างสมการของเอลเิมนต์ในหนึ�งมติ ิ
 

 2.2.1  การยืดหยุ่นในวสัดุท่อน 
 

  ปัญหาพื�นฐานทางโครงสร้าง (truss problems) ดงัแสดงโดยตวัอยา่งในรูป 2.1 

สามารถนาํไปสู่ความเขา้ใจในการสร้างสมการของเอลิเมนตไ์ดเ้ป็นอยา่งดี  

 
รูป  2.1   ตวัอยา่งปัญหาทางโครงสร้างแบบง่าย 

 

โครงสร้างในรูป 2.1 นี�   ประกอบดว้ยวสัดุท่อน (rod)  ทั�งหมด 7 ท่อน ซึ� งจาํลองแบบดว้ย 

เอลิเมนตท์ั�งหมด 7 เอลิเมนต ์เอลิเมนตเ์หล่านี� วางตวัอยู่ในระบบแกนรวมใหญ่ X-Y (global 

coordinate system)  หากพิจารณาลงไปในแต่ละเอลิเมนต ์เช่น เอลิเมนตห์มายเลข 3 จะพบวา่

เอลิเมนตนี์� วางอยูใ่นแนวแกน x ซึ� งอยูใ่นระบบแกนยอ่ย -x y  (local coodinate system) 

เมื�อโครงสร้างในรูป 2.1 นี�ถูกแรงภายนอกมากระทาํ  สามารถคาํนวณหาการเคลื�อนตวัตาม

จุดต่อต่าง ๆ ได้โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  

แต่ขั�นตอนแรกที�จาํเป็นตอ้งทาํคือ การสร้าง

สมการของแต่ละเอลิเมนตขึ์�นมาก่อน วิธีการ

ก็คือเราเริ� มจากการพิจารณาเอลิเมนต์ใด 

เอลิเมนต์หนึ� ง เช่น เอลิเมนต์หมายเลข 3 นี�   

ดงัแสดงในรูป 2.2 

 
 

  เอลิเมนตแ์บบอยา่งในรูป 2.2 นี�   ประกอบดว้ย 2 จุดต่อหมายเลข 1 และ 2 ที�ปลาย

ทั�งสองขา้ง ทาํจากวสัดุที�มีค่าโมดูลสัของความยดืหยุน่ (modulus of elasticity) เท่ากบั E  มี

1

2

3 5

6

7

4y

Y

X

เอลิเมนต ์

จุดต่อ x

A, E

L

21
x

1u 2u

2F1F

รูป 2.2  ลกัษณะเอลิเมนตแ์บบอยา่ง 

                     สาํหรับโครงสร้าง 
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พื�นที�หนา้ตดั (cross-sectional area) เท่ากบั A  และมีความยาวเท่ากบั L  มีแรง 1F  และ 2F  

กระทาํในแนวแกน x ที�จุดต่อ 1 และ 2 ตามลาํดบั  เมื�อโครงสร้างโดยรวมอยู่ภายใตส้ภาวะ

ความสมดุล ทําให้จุดต่อ 1 และ 2 เคลื�อนตัวไปในแนวแกน x  มีค่าเท่ากับ 1u  และ 2u  

ตามลาํดบั 

  เราเริ� มตน้จากสมการความสัมพนัธ์ของความเคน้ (stress)  และความเครียด 

(strain) ที�รู้จกักนัวา่ กฎของฮูค (Hooke's law)  นั�นคือ 

                    E               (2.1) 

โดย   แทนความเคน้และ   แทนความเครียด  หากให้ N  แทนแรงที�เกิดขึ�นในแนวแกน 

(axial force) ในทิศทางบวก x  ของเอลิเมนต ์ ดงันั�น   

 N   A E A    

หรือ N      2 1
 

 u u
E A

L

      (2.2) 

ดงันั�น  จากรูป 2.2 จึงไดว้า่  

  2F      1F        N    2 1   
AE

u u
L

              (2.3) 

ซึ� งนาํมาสู่ 2 สมการยอ่ย ดงันี�  

                 1 2    
AE

u u
L

      1 F  

                  1 2   
AE

u u
L

         2F  

และเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของเมทริกซ์ได ้คือ 

 

AE AE

L L

AE AE

L L
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         (2.4) 

หรือเขียนยอ่ไดเ้ป็น     K u       F   (2.5) 

โดย      K   เรียกวา่  เอลิเมนตเ์มทริกซ์ของความแขง็เกร็ง (element stiffness matrix) 

        u   เรียกวา่  เวกเตอร์ของการเคลื�อนตวัที�จุดต่อ (vector of nodal displacements) 

และ     F  เรียกวา่   เวกเตอร์ของแรงกระทาํที�จุดต่อ (vector of nodal forces) 
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  รูปแบบของสมการของเอลิเมนตด์งัแสดงโดยสมการ (2.4) สามารถนาํไปใชก้บั

 

               รูป 2.3   สปริงเอลิเมนต ์
 

สปริง ดังแสดงในรูป 2.3 ได้โดยตรง

โดย k  แทน ค่าความแขง็เกร็งของสปริง 

(spring stiffness) ซึ� งมีหน่วยเป็นแรง

ต่อความยาวที�ยดืออกหรือหดสั�นลง เช่น 

นิวตนัต่อเซนติเมตร สมการของสปริง 

เอลิเมนต ์ดงัแสดงในรูป 2.3 นี�  คือ 

       1

2

1 1
   

1 1

u
k

u

   
     

       1

2

F

F

 
 
 

                                      (2.6) 

 

 2.2.2  การนําความร้อน  
 

  การนาํความร้อนภายใตส้ถานะอยูต่วั (steady-state heat transfer)  ในหนึ�งมิติ

ซึ� งเกิดขึ�นจากระดบัของอุณหภูมิที�แตกต่างกนั เป็นปัญหาอีกปัญหาหนึ� งที�จะช่วยทาํให้เกิด

ความเขา้ใจในการสร้างสมการไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดดี้ยิ�งขึ�น รูป 2.4 แสดงลกัษณะของปัญหา 

ซึ� งประกอบดว้ยวสัดุ 3 ชนิด โดยความร้อนเกิดการถ่ายเทในแนวแกน x จากผิวขอบนอก

ดา้นซ้ายที�มีอุณหภูมิสูงไปสู่ผิวขอบนอกดา้นขวาที�มีอุณหภูมิตํ�า ในการประยุกต์วิธีไฟไนต ์

เอลิเมนต ์สามารถจาํลองปัญหานี�ดว้ย 3 เอลิเมนตด์งัแสดงในรูป 2.4   
 

 

รูป  2.4   การถ่ายเทความร้อนผา่นวสัดุหลายชนิด

ความแขง็เกร็งของสปริง = k 
1 2 

1u 2u

2F1F

อุณหภูมิตํ�า อุณหภูมิสูง 

วสัดุชนิด 

ที� 1 

วสัดุชนิด 

ที� 2 

วสัดุชนิด 

ที� 3 

เอลิเมนตแ์บบอยา่ง จุดต่อ 

321
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  จากนั�นจึงสร้างสมการของ

แต่ละเอลิเมนต์ขึ� น ซึ� งทําได้โดยนํา 

เอลิเมนตแ์บบอยา่งเอลิเมนตใ์ดเอลิเมนต์

หนึ� งมาพิจารณาดังแสดงในรูป 2.5  

อนัประกอบดว้ยจุดต่อหมายเลข 1 และ 2 

ที�ปลายทั� งสองข้าง เอลิ เมนต์นี� มี ค่ า

สมัประสิทธิ� การนาํความร้อน (thermal 

conductivity) เท่ากบั k  มีพื�นที�หน้า 

ตดั (cross-sectional area)  เพื�อการนาํ

ความร้อนเท่ากบั A  มีความยาวของเอลิเมนตใ์นแนวแกน x  เท่ากบั L   และมีอุณหภูมิที�จุดต่อ 

1 และ 2 เท่ากบั 1T  และ 2T  ซึ� งก่อใหเ้กิดการถ่ายเทความร้อนเท่ากบั 1Q  และ 2Q  ตามลาํดบั 

  จากกฎของฟูริเยร์ (Fourier's law) ที�วา่ปริมาณความร้อน Q  ซึ� งไหลผา่นภายใน  

เอลิเมนตใ์นทิศบวก x  นั�นขึ�นอยูก่บัค่าสัมประสิทธิ� การนาํความร้อน พื�นที�หนา้ตดั และความ

ชนัของอุณหภูมิ คือ 

 Q         T
kA

x





                 (2.7) 

โดยเครื�องหมายลบในสมการ (2.7) กาํกบัวา่ปริมาณความร้อน Q   ตอ้งไหลจากซา้ยไปขวาเมื�อ

ความชนัของอุณหภูมิมีค่าเป็นบวก  ดงันั�น จากรูป 2.5 เราจึงไดว้า่ 

2 1
1 2

T T
Q Q Q kA 

L


      

ซึ� งนาํมาสู่ 2 สมการยอ่ย ดงันี�  
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L
       2Q   (2.9) 

และเขียนใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 
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               (2.10) 

หรือเขียนยอ่ไดเ้ป็น 

      K  T         Q                                     (2.11) 

k, A

L

T(x)
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รูป  2.5   เอลิเมนตแ์บบอยา่งสาํหรับ 

     การถ่ายเทความร้อน 
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โดย   K  เรียกวา่   เอลิเมนตเ์มทริกซ์ของการนาํความร้อน (element conduction matrix) 

         T  เรียกวา่   เวกเตอร์ของอุณหภูมิที�จุดต่อ (vector of nodal temperatures) 

และ    Q  เรียกวา่   เวกเตอร์ของปริมาณความร้อนที�จุดต่อ (vector of nodal heat loads) 

 
 2.2.3  การไหลในท่อ 
 

  อตัราการไหลของของไหลในระบบท่อภายใตส้ถานะอยู่ตวั อาจคาํนวณดว้ยวิธี

ไฟไนตเ์อลิเมนตไ์ดเ้ช่นกนั รูป 2.6 แสดงตวัอยา่งของระบบท่อ ซึ� งประกอบดว้ย 5 เอลิเมนต ์

 
      รูป  2.6   การไหลในระบบท่อ 

  อตัราการไหลของของไหลในท่อกลมภายใตส้ภาวะอยู่ตวั (steady-state) และ

สมมุติฐานของการไหลแบบราบเรียบ (laminar flow) โดยของไหลมีความหนาแน่นคงที� 

(incompressible) อาจเขียนใหอ้ยูใ่นรูปความชนัของความดนัไดด้งันี�  

     Q        
4

128

D P
x







               (2.12) 

โดย Q  คือ อตัราการไหลในทิศบวก x, D คือ เส้นผ่านศูนยก์ลางของท่อ,  คือ ค่าความหนืด 

(viscosity) ของของไหล  และ P คือ ค่าความดนั (pressure)  

  ในการสร้างสมการเอลิเมนต ์ เราเริ�มจากการพิจารณาเอลิเมนตแ์บบอยา่งเอลิเมนต์

ใดเอลิเมนตห์นึ� งดงัแสดงในรูป 2.7  ซึ� งเป็นท่อมีเส้นผ่านศูนยก์ลางเท่ากบั D ความยาวเท่ากบั 

L วางตวัในทิศแกน x โดยที�ปลายท่อทั� งสองประกอบด้วยจุดต่อหมายเลข 1 และ 2  ซึ� งมี 

ความดนั 1P  และ  2P   ก่อใหเ้กิดอตัราการไหล  1Q  และ  2Q  ตามลาํดบั 
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  จากคาํนิยามของอตัราการ

ไหล Q ในทิศทางบวก x ของท่อใน

สมการ (2.12) และจากทิศทางอัตรา

การไหล 1Q  และ 2Q  ในรูป 2.7  เราจึง

ไดว้า่     
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ซึ� งนาํมาสู่ 2 สมการยอ่ย  ดงันี�  
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ซึ� งเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของเมทริกซ์ได ้คือ 
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                 (2.15) 

หรือเขียนยอ่ไดเ้ป็น 

                 K  P         Q                                     (2.16) 

โดย  K  เรียกวา่  เอลิเมนตเ์มทริกซ์ของการไหล (element fluidity matrix) 

   P   เรียกวา่ เวกเตอร์ของค่าความดนัที�จุดต่อ (vector of nodal pressures) 

และ    Q  เรียกวา่  เวกเตอร์ของอตัราการไหลที�จุดต่อ (vector of nodal flow rates) 
 

  จากตวัอยา่งทั�งสามขา้งตน้นี�  อนัประกอบดว้ยปัญหาดา้นโครงสร้าง ปัญหาดา้น

ความร้อน และปัญหาดา้นการไหล จะเห็นไดว้่าสมการของเอลิเมนต์ที�สอดคลอ้งกบัปัญหา

ต่าง ๆ เหล่านี�  สามารถสร้างขึ�นมาจากความรู้พื�นฐานทางวิศวกรรมไดโ้ดยตรง สมการเอลิเมนต์

ของปัญหาตามสมการ (2.5), (2.11) และ (2.16)  ลว้นอยูใ่นรูปแบบเดียวกนั คือ 

      K  u         F                                   (2.17) 

โดย  K  เรียกวา่  เอลิเมนตเ์มทริกซ์ที�ขึ�นอยูก่บัชนิดของปัญหานั�น ๆ  (element matrix) 

  u  เรียกวา่  เวกเตอร์ของตวัที�ไม่รู้ค่าที�จุดต่อ (vector of nodal unknowns) 

และ  F  เรียกวา่  เวกเตอร์ของโหลดที�จุดต่อ (vector of nodal loads) 

P(x)

x
L

1 2
D 2Q

1P
2P

1Q

      รูป 2.7  เอลิเมนตแ์บบอยา่งของการไหล 

                   ในท่อกลม 
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2.3   การสร้างระบบสมการรวมจากสมการย่อยของเอลเิมนต์ 

 

  หลังจากที� เราสร้างสมการของแต่ละเอลิเมนต์ขึ� นมาได้แล้ว ดังเช่นสมการ

แบบอย่างของสปริงในสมการ (2.6) เราจาํเป็นตอ้งนาํสมการของแต่ละเอลิเมนต์เหล่านี� มา

ประกอบรวมกันเข้าก่อให้เกิดระบบสมการรวม ซึ� งก็เปรียบเสมือนกับว่าเรานําเอาสปริง            

เอลิเมนตต่์าง ๆ มาประกอบต่อกนัขึ�นเป็นรูปร่างรวมสุดทา้ยที�ตอ้งการ การนาํสมการยอ่ยของ

แต่ละเอลิเมนต์มาประกอบรวมกันเขา้จาํเป็นตอ้งมีหลกัการ ซึ� งสามารถทาํความเขา้ใจได้

โดยง่ายดว้ยการใชต้วัอยา่งในรูป 2.8 

 

    รูป 2.8   ตวัอยา่งระบบสปริงในหนึ�งมิติ 
 

  รูป 2.8 แสดงระบบสปริงที� มีการเสียรูปได้เพียงทิศทางเดียวในหนึ� งมิติ 

โดยประกอบดว้ยสปริงเอลิเมนตท์ั�งหมด 4 เอลิเมนต ์ ซึ� งมีค่าความแข็งเกร็งของสปริงเท่ากบั 

1,k  2 ,k  3k  และ 4k  ตามลาํดบั  มีการเคลื�อนตวัที�จุดต่อทั�ง 4 จุด  คือ 1,u  2 ,u  3,u  4u  และ

แรงลพัธ์ (resultant force) เท่ากบั 1,f  2,f  3,f  4f  ตามลาํดบั ดงัแสดงในรูป ซึ�งหมายถึงวา่

ระบบสมการรวมทา้ยสุดจะตอ้งอยูใ่นรูปแบบดงันี�  

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44
(4 4)
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 
 
 
 
 
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    

1

2

3

4
(4 1)

f

f

f

f


 
 
 
 
 
 
 

                                     (2.18) 

หรือเขียนยอ่ไดว้า่ 

  sysK  sysu       sysF                           (2.19) 

โดยดชันีล่าง (subscript)  sys  แทนคาํวา่  system  ซึ� งหมายถึงระบบสมการรวม 

2 

1 4 4 

3 

1 
2 

1u
2u 3u 4u

4k

2k

1k

1f 4f
2f

3 

3k 3f
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 2.3.1   การประกอบเมทริกซ์ของเอลเิมนต์ขึ�นเป็นเมทริกซ์ระบบรวม 
 

   สมการ (2.19) แสดงใหเ้ห็นวา่ เราจาํเป็นตอ้งรู้ค่าของเมทริกซ์ระบบรวม  sysK

ก่อนจึงสามารถคาํนวณหาการเคลื�อนตวัที�จุดต่อต่าง ๆ ได ้เมทริกซ์ระบบรวมนี�ประกอบขึ�นมา

จากเมทริกซ์ของแต่ละเอลิเมนต์ย่อย เช่น หาก

พิจารณาเอลิเมนตห์มายเลข  1  ในรูป 2.8 โดยแยก

แสดงออกมาดงัในรูป 2.9  และใชส้มการแบบอยา่ง

ตามสมการ (2.6)  เราจะพบว่า สมการของเอลิ

เมนต ์ 1  นี�  คือ 

 

    1 1

1 1

  
k k

k k

 
  
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 
 
 

        
1

1

1
2

F

F

  
 
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                             (2.20) 

ซึ� งมีเพียง 2 สมการ และสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของระบบสมการรวมซึ� งมีทั�งหมด 4        

สมการในลกัษณะเช่นเดียวกนักบัสมการ  (2.18)  ได ้คือ 
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                         (2.21) 

 

ในทํานองเดียวกัน หากพิจารณาสปริงเอลิเมนต์

หมายเลข  2  ในรูป 2.8 ซึ� งแยกแสดงในรูป 2.10 

สมการของสปริงเอลิเมนต ์ 2   นี�  คือ 
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          (2.22) 

ซึ� งเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบของระบบสมการรวมที�มีทั�งหมด 4 สมการได ้คือ 

                  2 2
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                   (2.23) 

รูป 2.10  สปริงเอลิเมนตที์�  2   

                จากรูป 2.8 

รูป  2.9  สปริงเอลิเมนตที์�  1     

              จากรูป 2.8 

1 2
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1u 2u
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และเ ช่นเ ดียวกัน  เ มื� อพิจารณาสปริง เอ ลิ เมนต์

หมายเลข  3  ในรูป 2.8 ซึ� งแยกแสดงในรูป 2.11 

สมการของสปริงเอลิเมนต ์ 3  นี�  คือ 

   3 3
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           (2.24) 

 

ซึ� งเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบของระบบสมการรวมที�มีทั�งหมด 4 สมการไดเ้ช่นกนั คือ 

                 3 3

3 3

0 0 0 0

0 0
  
0 0

0 0 0 0

k k

k k

 
  
 
 
  

 

1

2

3

4

u

u

u

u

 
 
 
 
 
  

      
3

2

3
3

0

0

F

F

 
 
 
 
 
 
 

     (2.25) 

 

และสุดทา้ย หากพิจารณาสปริงเอลิเมนตห์มายเลข  4  

ซึ� งเป็นเอลิเมนต์ทา้ยในรูป 2.8  สามารถแยกแสดง

ลกัษณะของสปริงเอลิเมนตนี์� ไดใ้นรูป 2.12 สมการ

ของสปริงเอลิเมนต ์ 4  นี�  คือ 
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         (2.26) 

ซึ� งเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบของระบบสมการรวมที�มีทั�งหมด 4 สมการ ไดคื้อ 
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                   (2.27) 

 

  การนาํสมการที�ไดจ้ากแต่ละเอลิเมนต์ซึ� งคือ สมการ (2.21) จากเอลิเมนต์  1 ,       

สมการ  (2.23)  จากเอลิเมนต ์ 2 , สมการ (2.25) จากเอลิเมนต ์ 3 ,  และสมการ (2.27)  จาก 

เอลิเมนต์  4  มาประกอบรวมกนัเขา้ ก็เปรียบเสมือนเรานาํสปริงเอลิเมนต์ย่อยทั�งสี�  จากรูป  

2.9-2.12 มาต่อเขา้ดว้ยกนั ก่อใหเ้กิดระบบสปริงดงัแสดงในรูป 2.8  นั�นคือ 

รูป 2.11  สปริงเอลิเมนตที์�  3    

                จากรูป 2.8 

รูป 2.12   สปริงเอลิเมนตที์�  4   

                 จากรูป 2.8 
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1
11 1 1

1 2 3
1 1 2 3 2 3 2 2 2 2

2 3 4
2 3 2 3 4 4 3 3 3 3

44 4 4
4

  

Fk k u

k k k k k k u F F F

k k k k k k u F F F

k k u F

    
                              

          

 (2.28) 

   หลงัจากนาํสปริงเอลิเมนตม์าต่อรวมกนัเขา้ดงัแสดงในรูป 2.8  ผลลพัธ์รวมของ

แรง (resultant force) ที�จุดต่อ 2 และ 3 ตอ้งมีค่าเป็น 2f   และ 3f  นั�นคือ 

     1 2 3
22 2 2F F F f    

และ     2 3 4
33 3 3F F F f    

ในขณะที�    1
11F f       และ      4

44F f  

แรง f  เหล่านี� จึงเปรียบเสมือนเป็นแรงเพิ�มเติมจากภายนอก (external force) ซึ� งมากระทาํที�

จุดต่อนั�น หรืออาจเป็นแรงปฏิกิริยา (reaction force)  หากจุดต่อนั�นถูกตรึงไวก้บัที� 

   เมทริกซ์ความแขง็เกร็งรวมของระบบดงัแสดงทางดา้นซา้ยของสมการ (2.28) นี�

คือ 
              sys

K         eK  

              (1)    (2)                   (3)                    (4) 

       
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4 4
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     
 
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           (2.29) 

โดยตวัเลข 1, 2, 3, 4  ที�อยูใ่นวงเลบ็ตามขอบดา้นบนและดา้นขวาของเมทริกซ์ระบบรวมของ

สปริงนั�นสอดคลอ้งกบัสมการลาํดบัที� 1, 2, 3 และ 4  ตามลาํดบั 

 

  การประกอบกนัเขา้ของสมการเอลิเมนตย์อ่ยขึ�นเป็นเมทริกซ์ระบบรวม ดงัแสดง

ในสมการ (2.29) นี�สามารถทาํไดง่้าย ๆ โดยไม่จาํเป็นตอ้งเขียนขึ�นเป็นสมการ (2.21), (2.23), 

(2.25) และ (2.27) ออกมาโดยละเอียด  วิธีการที�ง่ายนี� คือ การเขียนสมการของเอลิเมนตเ์หล่านี�

ด้วยการกํากับหมายเลขของแถวนอนและแถวตั� งให้ถูกต้อง เช่น สปริงเอลิเมนต์  1  

ประกอบดว้ยจุดต่อหมายเลข  1  และ  2  เราก็กาํกบัตวัเลขไปบนเมทริกซ์ความแข็งเกร็งของ    

เอลิเมนตนี์� เป็น  
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                        (2.30) 

ในทาํนองเดียวกนั สาํหรับสปริงเอลิเมนต ์ 2   ซึ� งประกอบดว้ยจุดต่อ 2 และ 3  

        2element
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                     (2.31) 

สาํหรับสปริงเอลิเมนต ์ 3   ซึ� งประกอบดว้ยจุดต่อ 2 และ 3 เช่นเดียวกบัเอลิเมนต ์ 2 
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                      (2.32) 

และสุดทา้ยสาํหรับสปริงเอลิเมนต ์ 4    ซึ� งประกอบดว้ยจุดต่อ 3 และ 4 

            4element
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                      (2.33) 

เมื�อเรามีหมายเลขกาํกบัทั�งทางแถวนอนและแถวตั�งซึ� งกาํกบัสมัประสิทธิ� ทุกตวัในเมทริกซ์ของ

ทุกเอลิเมนตแ์ลว้ เราก็สามารถนาํสัมประสิทธิ� ต่าง ๆ เหล่านี� มาใส่ลงในเมทริกซ์ระบบรวมให้

สอดคลอ้งกบัหมายเลขแถวนอนและแถวตั�งเช่นกนัได ้ดงันี�  

             
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           (2.34) 

เช่น ค่าสมัประสิทธิ�  1k  ซึ� งอยูใ่นแถวนอนที� 1 แถวตั�งที� 2 ของเมทริกซ์เอลิเมนตย์อ่ยหมายเลข  

1   จะไปใส่ในตาํแหน่งของแถวนอนที� 1 แถวตั�งที� 2 ของเมทริกซ์ระบบรวมดงัแสดงในสมการ 

(2.34)  อนึ�ง หลกัการประกอบเมทริกซ์ยอ่ยขึ�นมาเป็นเมทริกซ์ระบบรวมดงัอธิบายโดยสมการ 

(2.30)-(2.34) ไดน้าํไปใช้ในการประดิษฐ์คอมพิวเตอร์โปรแกรมเช่นเดียวกนั เพราะเป็น

หลกัการที�ง่าย ๆ และสามารถทาํไดโ้ดยสะดวก  วิธีการดงักล่าวอาจดูเป็นสิ�งง่ายโดยเฉพาะใน

ตวัอยา่งนี�  แต่ในทางปฏิบติัแลว้ทั�งเอลิเมนตแ์ละจุดต่อมีจาํนวนมากโดยตวัเลขอาจเป็นอะไรก็ได ้

ดงัตวัอย่างเช่น เอลิเมนต์หมายเลข  76  อาจประกอบด้วยจุดต่อหมายเลข 1024 และ 582  

หลกัการดงัอธิบายมานี�กย็งัคงใชไ้ดเ้ช่นเดียวกนั 
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 2.3.2  คุณลกัษณะของเมทริกซ์ระบบรวม 
 

  หากเราสังเกตลกัษณะของเมทริกซ์ระบบรวมในสมการ (2.34)  เราจะเห็นไดว้่า

เมทริกซ์ระบบรวมนี� ประกอบดว้ย สัมประสิทธิ� ที�มีค่าไม่เท่ากบัศูนยใ์นบริเวณแนวทแยงมุม

ของเมทริกซ์ ซึ� งสามารถแสดงไดด้งัในรูป 2.13 อีกทั�งสําหรับปัญหาของเรื�องสปริงนี� เรายงั

พบว่า เมทริกซ์ระบบรวมยงัเป็นเมทริกซ์ที�มีความสมมาตร ซึ� งหมายถึงว่า ในการประดิษฐ์

คอมพิวเตอร์โปรแกรมเราสามารถเก็บเพียงค่าต่าง ๆ ตั�งแต่แนวทแยงมุมของเมทริกซ์ขึ�นไป 

ก็เพียงพอเพื�อใชใ้นการคาํนวณ เช่น หากเราตอ้งการแกปั้ญหาที�มี 1,000 จุดต่อ เมทริกซ์ระบบ

รวมจะประกอบดว้ยสัมประสิทธิ� ทั�งหมด 1,0001,000 1,000,000 ค่า  ซึ� งก็หมายถึงว่าเรา

สามารถเกบ็ค่าประมาณ 5  แสนค่ากเ็พยีงพอเพื�อใชใ้นการคาํนวณแลว้  

 
     รูป 2.13  ลกัษณะของเมทริกซ์ระบบรวม 

                             และครึ� งของความกวา้งแถบ 

 
 

         x      ค่าที�ไม่เท่ากบัศูนย ์

   BW      ความกวา้งแถบ 

                  (bandwidth) 

HBW     ครึ� งของความกวา้งแถบ 

                  (half-bandwidth) 

  ลกัษณะของเมทริกซ์ระบบรวมในรูป 2.13 ยงัแสดงให้เห็นว่า ค่าที�ไม่เท่ากับ 

ศูนยน์ั�นอยู่ภายในกรอบขอบเขต  ซึ� งมีความกวา้งเท่ากบัความกวา้งแถบ BW (bandwidth)  

โดยค่านอกกรอบออกไปลว้นเป็นศูนย ์ซึ� งไม่มีความจาํเป็นตอ้งเก็บไวใ้นหน่วยความจาํของ

เครื�องคอมพิวเตอร์ นั�นหมายความว่า สามารถเก็บค่าสัมประสิทธิ� เพียงแค่ครึ� งหนึ� งในกรอบ

ขอบเขตดงัแสดงในรูป 2.13 กล่าวคือ ครึ� งหนึ�งของความกวา้งแถบ (half-bandwidth) คูณกบั

จาํนวนสมการก็เพียงพอเพื�อใชใ้นการคาํนวณ ยกตวัอย่างเช่น หากครึ� งของความกวา้งแถบ

เท่ากบั 2 และเรามีจาํนวนจุดต่อทั�งหมด 1,000 จุดต่อ เราก็สามารถเก็บค่าเพียง 21,000   

2,000 ค่า ไวใ้นหน่วยความจาํของเครื�องคอมพิวเตอร์กเ็พียงพอเพื�อใชใ้นการคาํนวณ 

  จากรูป 2.13 และคาํอธิบายขา้งตน้นี�  จะเห็นไดว้า่ ค่าครึ� งของความกวา้งของแถบ 

(HBW) นั�นมีบทบาทต่อการคาํนวณและการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เป็นอย่างมาก            

ค่าครึ� งความกวา้งของแถบนี� ขึ�นตรงอยู่กบัการกาํหนดหมายเลขของจุดต่อ  ซึ� งอาจคาํนวณได้

จากสมการ 
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                    HBW        1 NDIF NDOF    

โดย HBW แทนครึ� งความกวา้งแถบ (half-bandwidth), NDIF แทนค่าแตกต่างระหว่าง

หมายเลขของจุดต่อ ซึ� งเป็นค่าที�สูงสุดจากทุก ๆ เอลิเมนต ์และ NDOF แทนจาํนวนระดบัขั�น

ความเสรี (degree of freedom) ของแต่ละจุดต่อนั�น  โดยสาํหรับปัญหาใน 1 มิติ ค่า NDOF 

เท่ากบั 1 เป็นตน้  จากรูป 2.8 เราสามารถคาํนวณหาครึ� งความกวา้งของแถบได ้คือ 

HBW        1 1 1 2    

ซึ� งกส็อดคลอ้งกบัที�พบในสมการ (2.34) และแสดงในรูป 2.13 

  หากทาํการสลบัหมายเลขของจุดต่อระหว่างหมายเลข 2 และหมายเลข 4 ในรูป 

2.8 นี�  จะพบวา่  NDIF     4  1     3   เกิดขึ�นที�เอลิเมนตห์มายเลข  1   ดงันั�น 

HBW         1 3 1 4    

และลกัษณะของเมทริกซ์ระบบรวมดงัแสดงในรูป 2.13  จะกลายเป็น 

     

คราวนี�กรอบขอบเขตของแถบนั�นขยายเพิ�มขึ�น  ซึ� งหมายถึงว่า จาํเป็นตอ้งเก็บค่าสัมประสิทธิ�

ในหน่วยความจาํบนเครื�องคอมพิวเตอร์เพิ�มมากขึ�นตามไปดว้ย 

  ตัวอย่างนี� แสดงให้เห็นว่า การกาํหนดหมายเลขจุดต่อให้แก่รูปแบบไฟไนต ์

เอลิเมนตน์ั�น ถึงแมจ้ะไม่มีผลต่อผลลพัธ์ แต่ส่งผลต่อประสิทธิภาพในการคาํนวณ เช่น อาจทาํ

ให้ตอ้งใชห้น่วยความจาํและเวลาในการคาํนวณมากขึ�น  ขอ้ที�ควรตระหนกัไวต้ลอดเวลาก็คือ 

ความแตกต่างระหวา่งหมายเลขจุดต่อของเอลิเมนตต่์าง ๆ (NDIF) ควรใหมี้ค่าตํ�าที�สุด อยา่งไร

ก็ตาม ในทางปฏิบติัเมื�อรูปร่างลกัษณะของชิ�นงานนั�นซับซ้อนและมีจาํนวนเอลิเมนตร์วมทั�ง 

จุดต่อเป็นจาํนวนมากนั�นเป็นการยากมากที�พยายามให้ค่า NDIF นี� มีค่าตํ�าที�สุด ในปัจจุบนัมี

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ขนาดเลก็หลายโปรแกรมที�ช่วยเปลี�ยนหมายเลขของจุดต่อซึ� งช่วยทาํให้

ค่าความกวา้งของแถบที�เกิดขึ�นนั�นตํ�าสุด (bandwidth optimization programs) อนัเป็นผล

ต่อเนื�องให้ใชห้น่วยความจาํบนเครื�องคอมพิวเตอร์ลดลง รวมทั�งเวลาที�ใชใ้นการคาํนวณก็

ลดลงตามไปดว้ย 
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 2.3.3  ตวัอย่างการแก้ปัญหาหนึ�งมติิ 
 

  หลงัจากที�ไดเ้รียนรู้ลกัษณะของสมการเอลิเมนต์ เช่น เอลิเมนต์วสัดุท่อนของ

ปัญหาทางโครงสร้างหนึ� งมิติ ดงัที�ไดอ้ธิบายในหัวขอ้ 2.2.1 และการประกอบสมการจาก 

เอลิเมนต์ย่อยขึ�นเป็นสมการระบบรวมดงัอธิบายในหัวขอ้ 2.3.1 เราสามารถนาํความรู้นี� มา

แกปั้ญหาที�วางตวัในหนึ�งมิติได ้ดงัแสดงในตวัอยา่งต่อไปนี�  
  

ตวัอย่าง 2.1  แท่งโลหะสองชนิดมีค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่น 75 10 และ 710 10 2N/m    

ยาว 0.5  m  และ 1 m   มีพื�นที�หน้าตัด 220 cm  และ 210 cm  ตามลาํดับ ต่อกันที� จุดต่อ

หมายเลข 2  โดยที�จุดต่อหมายเลข 1 ถูกยึดติดกบัฝาผนงั และมีแรงกระทาํที�จุดต่อหมายเลข 2 

และ 3 เท่ากบั 300 N และ 500 N ตามลาํดบั  ดงัแสดงในรูป 2.14  ใหค้าํนวณหาค่าเคลื�อนตวั

ของจุดต่อหมายเลข 2 และ 3 รวมทั�งค่าความเคน้และแรงที�เกิดขึ�นภายในแท่งโลหะทั�งสองนี�  

 

รูป 2.14  แท่งโลหะ 2 ชนิด จาํลองดว้ยสองเอลิเมนตแ์ละสามจุดต่อ 
 

วธีิทาํ จากรูป 2.14 ที�กาํหนดมาให้ เราสามารถนาํมาเขียนเป็นแบบจาํลองไฟไนต์เอลิเมนต์ 

(finite element model) ซึ� งประกอบดว้ยสองเอลิเมนตแ์ละสามจุดต่อได ้ดงัแสดงในรูป 2.15 

        
รูป 2.15  แบบจาํลองไฟไนตเ์อลิเมนตส์าํหรับแท่งโลหะ 2 ชนิด 

 

โดยที�จุดต่อหมายเลข 1, 2 และ 3  มีค่าเคลื�อนตวัเท่ากบั 1 2 3, ,u u u  ตามลาํดบั และมีแรงกระทาํ 

ซึ� งอาจหมายถึงแรงจากภายนอก (external force)  หรือแรงปฏิกิริยา (reaction force)  

เท่ากบั 1 2,f f  และ 3f  ตามลาํดบัเช่นกนั 

  จากสมการของเอลิเมนต ์(2.4) ในหวัขอ้ยอ่ย 2.2.1 เราไดส้ร้างเมทริกซ์ของความ

แข็งเกร็งของเอลิเมนตที์�มีพื�นที�หน้าตดัเท่ากบั A  ค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่นเท่ากบั E  และ

ความยาวเท่ากบั L  ไวแ้ลว้  คือ 
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