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คาํนําพมิพ์ครั�งที� 4 
 

   ในการจดัพิมพ์เป็นครั� งที� 4 นี�   ผูเ้ขียนไดเ้พิ�มการไหลแบบปั�นป่วน (Turbulent 

Flows) ลงเป็นบทสุดทา้ยของหนงัสือ ไดอ้ธิบายเนื�อหาเฉพาะที�สาํคญัและจาํเป็นอยา่งกระชบั 

เป็นการอธิบายขั�นตอนการแกปั้ญหาการไหลแบบปั�นป่วนเพื�อให้เกิดความเขา้ใจไดโ้ดยง่าย 

เมื�อเกิดความเขา้ใจอย่างชัดเจนแลว้ ผูอ่้านสามารถนําไปใช้เป็นพื�นฐานเพื�อใช้ซอฟต์แวร์ 

เชิงพาณิชยใ์นภาคอุตสาหกรรมไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 

   ผูเ้ขียนมีความภาคภูมิใจเป็นอย่างยิ�งที�องคค์วามรู้ในหนงัสือพลศาสตร์ของไหล

ดว้ยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์วอลุมเล่มนี�  ไดถู้กนาํไปใชเ้ป็นหนังสือในชั�นเรียนและ 

ในการทาํวิทยานิพนธ์สําหรับนิสิตนกัศึกษาตามสถาบนัต่าง ๆ อีกทั�งหนงัสือฉบบัภาษาไทย 

ในการพิมพ์ครั� งก่อนหน้านี� ยงัได้รับการอา้งอิงจากผูอ่้านและนักวิจยัในระดบัสากล ทาํให้

ผูเ้ขียนตอ้งแปลขึ�นเป็นเวอร์ชนัภาษาองักฤษดว้ยเช่นกนั 

  ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร  พงษ์ขจร ที�จดัพิมพ์เนื�อหาซึ� งปรับปรุง

ขึ�นมาใหม่นี� ไดอ้ยา่งมีมาตรฐาน  และขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัที�ให้

การสนบัสนุนจดัพิมพต์าํราเล่มนี�ทั�งในเวอร์ชนัภาษาไทยและองักฤษ 
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คาํนําพมิพ์ครั�งที� 3 
 

   ในการจดัพิมพค์รั� งที� 3 นี�   ผูเ้ขียนไดเ้พิ�มโปรแกรมคอมพิวเตอร์ลงในภาคผนวก 

เพื�อช่วยให้การศึกษาพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณนี� มีความสะดวกมากยิ�งขึ�น  นอกจากนั�น 

ยงัได้แทรกการใช้ซอฟต์แวร์ทั� งแมทแลบ (MATLAB) และแมทมาทิกา (Mathematica)  

ที�เกี�ยวขอ้งกบัระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ ซอฟตแ์วร์เหล่านี� บ่งบอกถึงเทคโนโลยีการคาํนวณ

ซึ�งเริ�มกลายเป็นเครื�องมือที�ใชก้นัโดยแพร่หลาย  ผูที้�ไดศึ้กษาและเกิดความเขา้ใจในคณิตศาสตร์

และการคาํนวณโดยเฉพาะทางดา้นการไหลที�ทั�งสองศาสตร์นี� ต่างมีความซบัซอ้น  จึงนบัไดว้่า

เป็นผูมี้ความรู้ลึกซึ� ง  สามารถนาํพาเยาวชนไทยไปสู่ทิศทางอนัเป็นประโยชน์มากในอนาคต 

   โปรแกรมคอมพิวเตอร์และไฟลต่์าง ๆ ที�ปรากฏในหนงัสือเล่มนี� สามารถดาวน์

โหลด (download)  ไดจ้ากเวบไซต ์(website) ชื�อ 

     https://goo.gl/57hUHE 

   ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร  พงษ์ขจร ที�จดัพิมพ์เนื�อหาซึ� งปรับปรุง

ขึ�นมาใม่นี� ไดอ้ย่างมีมาตรฐาน  และขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัที�ให้

การสนบัสนุนจดัพิมพต์าํราเล่มนี�  ซึ� งมีเนื�อหาในระดบัสูงมาอยา่งต่อเนื�อง 
 
 
 

         ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

         ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

         คณะวศิวกรรมศาสตร์ 
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คาํนําพมิพ์ครั�งที� 2 
 

   ผูแ้ต่งมีความยินดีเป็นอย่างยิ�งที�เนื�อหาในตาํราเล่มนี� ไดถู้กนาํไปใชใ้นการเรียน

การสอน การทาํวิทยานิพนธ์ และการอา้งอิงในบทความของงานวิจยัเป็นจาํนวนมาก ในการ

จดัพิมพค์รั� งที� 2 นี�  ผูแ้ต่งไดป้รับปรุงเนื�อหาในตาํราใหมี้ความสมบูรณ์มากยิ�งขึ�น โดยเฉพาะได้

เพิ�มเนื�อหาของระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุม (Finite volume method) ลงในบทที� 11 ถึง 13 

ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุมเป็นระเบียบวิธีที�สามารถทาํความเข้าใจได้ง่ายและฝังตัวอยู่ใน

ซอฟตแ์วร์ที�ใชก้นัโดยแพร่หลายในปัจจุบนั 
 

   ผูแ้ต่งขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร พงษ์ขจร ที�จดัพิมพ์เนื�อหาในตาํราเล่มนี�

ขึ�นมาใหม่ให้มีรูปแบบในระดบัสากล  ขอขอบคุณ ดร.ชชัธานนท ์โพธิคุณ ผูต้รวจสอบความ

ถูกตอ้งของการพิมพ ์และ ดร.ยศกร ประทุมวลัย ์ผูจ้ดัหาผลลพัธ์ของสองตวัอยา่งในทา้ยบทที� 

12  รวมทั� ง ดร.อธิพงษ์ มาลาทิพย์ ที�ออกแบบหน้าปกได้อย่างสวยงาม และขอขอบคุณ

สาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยัที�ใหก้ารสนบัสนุนจดัพิมพต์าํราเล่มนี�มาอยา่งต่อเนื�อง 
 
 
 

         ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ 

         ภาควชิาวศิวกรรมเครื�องกล 

         คณะวศิวกรรมศาสตร์ 

         จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 

         ธนัวาคม  2553 

 



คาํนําพมิพ์ครั�งที� 1 
 

  ตาํราระเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พื�อการคาํนวณพลศาสตร์ของไหลเล่มนี�  ไดแ้ต่ง

เรียบเรียงขึ�นมาจากสาเหตุหลายประการ เริ�มตั�งแต่การไดท้าํงานวิจยัทางดา้นนี� เพื�อออกแบบ

ยานอวกาศความเร็วสูงขา้มทวีปในขณะดาํรงตาํแหน่งเป็นวิศวกรอวกาศขององคก์ารอวกาศ   

นาซาที�ศูนยว์ิจยัแลงลีย ์(NASA Langley Research Center) การไดท้าํงานวิจยัอยา่งต่อเนื�อง

หลงัจากกลบัเขา้รับราชการในประเทศไทยโดยรับทุนสนบัสนุนจากองคก์รหลายแห่ง การได้

สอนวิชานี� ในชั�นเรียนในช่วงเวลาหลายปีที�ผ่านมา รวมทั�งการไดน้าํเสนอผลงานทางดา้นนี�

ให้แก่นิสิตนักศึกษา วิศวกร และผูส้นใจในประเทศไทยเมื�อได้รับเชิญไปบรรยายในวาระ 

ต่าง ๆ กนั ไดพ้บปะผูใ้ฝ่รู้ที�ตอ้งการทราบถึงพื�นฐานที�มาของผลลพัธ์สภาวะการไหลผ่าน

รูปทรงซับซ้อนต่าง ๆ กนัที�เป็นประโยชน์ต่อการออกแบบงานทางวิศวกรรม ก่อให้เกิดแรง

บนัดาลใจใหเ้ขียนตาํราเล่มนี� ขึ�น โดยมีจุดประสงคห์ลกัเพื�อเป็นประโยชน์ต่อการศึกษาและเพื�อ

แสดงศกัยภาพของการวเิคราะห์ปัญหาการไหลดว้ยการคาํนวณ 
 

  ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพื�อการวิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์ของไหลผ่าน

รูปทรงซับซ้อนใด ๆ จดัไดว้่าค่อนขา้งเป็นของใหม่เมื�อเปรียบเทียบกบัระเบียบวิธีไฟไนต์         

เอลิเมนตเ์ดียวกนันี� ที�ใชแ้กปั้ญหาอื�น ๆ ทั�งนี�  เนื�องจากปัญหาพลศาสตร์ของไหลถูกครอบคลุม

ดว้ยระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยที�อยู่ในรูปแบบไม่เชิงเส้น ซึ� งส่งผลทาํให้ระเบียบวิธีการ

คาํนวณต่อเนื�องมีความซบัซ้อนตามไปดว้ย อยา่งไรก็ตาม หากสามารถหาผลลพัธ์ของสภาวะ

การไหลไดอ้ยา่งถูกตอ้งแลว้ ผูว้ิเคราะห์จะพบกบัความหลากหลายของผลลพัธ์ซึ� งจะก่อให้เกิด

ความเขา้ใจ ความประทับใจ และความกระตือรือร้นอยากแก้ปัญหาที�มีความซับซ้อนมาก

ยิ�งขึ�นไปอีก 

 

  ตาํราเล่มนี� ได้แบ่งออกเป็นสี� ส่วนใหญ่ ๆ ส่วนแรกประกอบด้วยบทที� 1 ถึง 3   

ซึ� งอธิบายภาพรวมของการแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหลด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

รายละเอียดและที�มาของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยนาเวยีร์-สโตกส์ และพื�นฐานของระเบียบ

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์รวมทั� งระเบียบวิธีเชิงตวัเลขที�จาํเป็นตอ้งนํามาใช้ร่วมกัน ส่วนที�สอง



ประกอบดว้ยบทที� 4 และ 5 ซึ� งอธิบายระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์าํหรับใชแ้กปั้ญหาการไหล

เบื�องตน้ในหนึ�งและสองมิติ ตามลาํดบั ส่วนที�สามประกอบดว้ยบทที� 6 ถึง 9 ซึ� งอธิบายระเบียบ

วธีิไฟไนตเ์อลิเมนตส์าํหรับการไหลแบบไม่อดัตวั โดยเริ�มจากการไหลแบบหนืดที�ไม่รวมความ

เฉื�อย ไปจนถึงการไหลแบบหนืดที�รวมทั�งความเฉื�อยและการเปลี�ยนแปลงของอุณหภูมิ ส่วนที�

สี�สุดทา้ยประกอบดว้ยบทที� 10 และ 11 ซึ� งอธิบายระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์าํหรับการไหล

ความเร็วสูงแบบอดัตวัไดอ้นัประกอบดว้ยคลื�นช็อกและปริมาณความร้อนที�เกิดขึ�นจากการ

เสียดสีของของไหล ในแต่ละบทไดแ้สดงขั�นตอนการประดิษฐ์สมการไฟไนตเ์อลิเมนตอ์ยา่ง

ละเอียด รวมทั�งตวัอย่างต่าง ๆ ที�จะช่วยให้เกิดความเขา้ใจได้โดยชัดเจน อีกทั� งโปรแกรม

คอมพิวเตอร์หลายโปรแกรมในภาคผนวกต่าง ๆ ได้ประดิษฐ์ขึ� นให้สอดคล้องกับสมการ 

ไฟไนตเ์อลิเมนตเ์หล่านี�  โปรแกรมคอมพิวเตอร์นาํไปดดัแปลงเพื�อใชแ้กปั้ญหาการไหลแบบ

อื�น ๆ หรือเพื�อใชเ้ป็นตน้แบบสาํหรับการทาํวทิยานิพนธ์และงานวจิยัในระดบัสูงไดอี้กต่อไป 

  เนื�อหาทั�งหมดในตาํราเล่มนี�  นับตั�งแต่ขอ้ความทั�งภาษาไทยและภาษาองักฤษ 

สมการทางคณิตศาสตร์ และรูปภาพต่าง ๆ ได้จัดทาํขึ� นบนเครื� องคอมพิวเตอร์เองทั� งหมด 

ตวัอยา่งส่วนใหญ่เป็นผลจากงานวิจยัและวิทยานิพนธ์ระดบัปริญญาโทและเอกของนิสิตของ 

ผูเ้ขียน  ซึ� งผูเ้ขียนไดรั้บทุนเมธีวิจยัอาวุโสจากสํานักงานกองทุนสนับสนุนการวิจยั (สกว.)  

จึงขอขอบคุณ สกว. เป็นอย่างสูงมา ณ ที�นี�   ผูเ้ขียนขอขอบคุณนางสาวไกรอมัพร พงษ์ขจร 

ผูช่้วยวิจัยของผูเ้ขียนที�มีความมานะและตั� งใจพิมพ์ตาํราเล่มนี� ขึ� นจนเป็นผลสําเร็จ ผูเ้ขียน

ขอขอบคุณนิสิตปริญญาโทและเอกของผูเ้ขียนทั�งที�จบการศึกษาไปแลว้และกาํลงัศึกษาอยู่ที�

ช่วยกนัสร้างผลงานและตรวจทานตน้ฉบบัอยา่งละเอียด นบัตั�งแต่ อาจารยว์ิโรจน์ ลิ�มตระการ, 

อาจารยนิ์พนธ์ วรรณโสภาคย,์ อาจารยจิ์ตติน ตรีพทุธรัตน,์ อาจารยว์รสิทธิ�  กาญจนกิจเกษม, นาย

สุทธิศกัดิ�  พงศธ์นาพาณิช, นายสุพฒันพงศ ์สิกขาบณัฑิต, นายปัญญา จนัทร์ไพแสง, นายชยัฤทธิ�  

อู่พิชิต, นายเสฏฐวรรธ สุจริตภวตัสกุล, นายอาชว ์ปวีณวฒัน์, นายสมบูรณ์ โอตรวรรณะ และ

นิสิตอีกหลายคนที�ใหค้วามช่วยเหลืออยา่งเตม็ใจ  ผูเ้ขียนขอขอบคุณสาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์

มหาวิทยาลัยที� ให้ความสนับสนุนรับจัดพิมพ์จําหน่ายหนังสือเล่มนี�  ผู ้เ ขียนขอกราบ

ขอบพระคุณบิดามารดาที�ทาํให้ผูเ้ขียนไดมี้โอกาสไปศึกษาและสัมผสักบัความรู้ทางวิชาการ

ดา้นนี�  ตลอดจนทั�งอาจารยแ์ละหวัหนา้หน่วยงานในขณะที�ผูเ้ขียนดาํรงตาํแหน่งเป็นขา้ราชการ

ประจาํอยู่ในองค์การอวกาศนาซา ที�ได้ให้ความรู้และเปิดโอกาสให้ผูเ้ขียนได้ทาํงานวิจัย



ทางดา้นการคาํนวณนี�มาโดยตลอด และทา้ยสุดขอขอบคุณ ยพุา เดชะอาํไพ ภรรยา  ผูเ้ขา้ใจถึง

ความตั�งใจของผูเ้ขียน โดยให้การสนบัสนุนและกาํลงัใจ รวมทั�งเปิดโอกาสให้ผูเ้ขียนไดอุ้ทิศ

เวลาใหก้บัตาํราเล่มนี� ในวนัเสาร์-อาทิตยไ์ดอ้ยา่งเตม็ที� ตลอดช่วงระยะเวลาปีกวา่ที�ผา่นมา 
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  ส่วนที� I 
 

 ระเบยีบวธีิเชิงคาํนวณ 

 และสมการพื�นฐานของการไหล 
 
 





 
 

               บทที� 

 1 
 

 

การแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหล 

เชิงคาํนวณ 
 
 
 

1.1 บทนํา 
 

   การวิเคราะห์ปัญหาการไหลเพื�อหาความเร็ว ความดนั อุณหภูมิ ฯลฯ  สาํหรับใช้

ในการออกแบบงานทางวิศวกรรมหรือการศึกษางานทางวิทยาศาสตร์ดว้ยพลศาสตร์ของไหล

เชิงคาํนวณ (Computational Fluid Dynamics ซึ� งเรียกยอ่กนัโดยทั�วไปวา่ CFD) ไดเ้ขา้มามี

บทบาทและก่อให้เกิดประโยชน์เป็นอย่างมากในปัจจุบัน พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณ

ผสมผสานกับความรู้ทางด้านระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical methods) โดยใช้เครื� อง

คอมพิวเตอร์ (computers) เพื�อแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (partial differential equations) 

ซึ� งเป็นสมการที�แสดงความสมดุลของการไหลนั�น ก่อให้เกิดผลลพัธ์ที�สามารถแสดงไดด้ว้ย

กราฟิกสี (color graphics) ทาํให้นกัวิเคราะห์สามารถเขา้ใจในปรากฏการณ์ของการไหลได้

เป็นอยา่งดี เป็นผลใหส้ามารถปรับปรุง ดดัแปลงรูปแบบของการออกแบบ จนไดผ้ลลพัธ์เป็นที�

น่าพอใจบนหนา้จอคอมพิวเตอร์ ก่อนนาํไปสร้างจริงหรือทาํการทดลองอีกต่อหนึ� งเพื�อให้เกิด

ความมั�นใจในการออกแบบนั�น 

 



4   บทที� 1  การแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณ 

  กระบวนการออกแบบด้วยพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณดังกล่าว ช่วยลด

ค่าใชจ่้ายและเวลาลงไปเป็นอยา่งมากเมื�อเปรียบเทียบกบัวิธีการทดลองแต่เพียงอยา่งเดียวที�เคย

ทาํกันมาในอดีต  ยกตัวอย่างเช่น ในการออกแบบเครื� องบินโบอิ�งรุ่นแรก ๆ ที�ใช้บินใน 

เชิงพาณิชยข์า้มทวีป  วิศวกรตอ้งสร้างรูปแบบเครื� องบินที�แทจ้ริงขึ�นด้วยไม ้แลว้จึงนําไป

ทดลองในอุโมงคล์มเพื�อวดัสภาวะการไหลผา่นส่วนต่าง ๆ ของเครื�องบิน  รวมทั�งแรงยก (lift) 

ที�ปีกและบริเวณใตท้อ้งเครื�องบิน กระบวนการดงักล่าวเสียค่าใชจ่้ายอนัเนื�องมาจากกาํลงัคน

และอุปกรณ์ในการทดลองเป็นจาํนวนมาก รวมทั�งระยะเวลาจากการเริ� มสร้างและทาํการ

ทดลองนั�นนานนบัเป็นปี ๆ  นอกจากนั�นหากวิศวกรพบจากการทดลองว่า  การออกแบบส่วน

นั�นไม่เหมาะสม เช่น ปีกกวา้งหรือยาวนอ้ยไป การแกไ้ขนั�นทาํไดล้าํบาก จาํเป็นตอ้งใชเ้วลาใน

การดดัแปลงและทดลองมากขึ�นไปอีก ซึ� งส่วนใหญ่ไดน้าํไปสู่การปรับปรุงที�ดีขึ�น แต่ในบาง

กรณีกไ็ม่สามารถก่อใหเ้กิดการปรับปรุงดงัที�คาดหวงัไว ้

  เวลาที�ใชใ้นการออกแบบและค่าใชจ่้ายสาํหรับทาํการทดลองสามารถลดลงไปได้

เป็นอย่างมากดว้ยการใชพ้ลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณ วิศวกรที�มีความรู้และประสบการณ์

ทางดา้นนี� ในปัจจุบนั สามารถสร้างรูปแบบจาํลองของเครื�องบินโบอิ�ง และทาํการคาํนวณหา

สภาวะการไหลไดโ้ดยสะดวกดงัเช่นแสดงในรูป 1.1 ขอ้ดีที�เกิดขึ�นก็คือหากตอ้งการแกไ้ข

ขนาดของปีกหรือส่วนอื�นใด ๆ ก็สามารถทาํได้ในเวลาอนัสั� น รวมทั�งหากต้องการทราบ

รายละเอียดของสภาวะการไหล (detailed flow field) ในบริเวณใดบริเวณหนึ�ง ก็สามารถทาํ

ไดอ้ยา่งรวดเร็วอีกเช่นกนั ซึ� งในกรณีหลงันี�  อาจทาํไดย้ากมากหรือใชเ้วลาดดัแปลงแกไ้ขนาน

หากยงัใชก้ารทดลอง ยิ�งไปกวา่นั�นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที�ไดป้ระดิษฐขึ์�นเพื�อวเิคราะห์สภาวะ

ของการไหลรอบเครื� องบินโบอิ�งนี�   ยงัสามารถนําไปใช้วิเคราะห์ปัญหาของการไหลผ่าน

รูปทรงที�มีลกัษณะซับซ้อนแบบอื�น ๆ อีกไดเ้ช่นกนั เช่น การคาํนวณสภาวะของอากาศผ่าน

เครื�องบินขบัไล่ ดงัแสดงในรูป 1.2 เป็นตน้ รูปดงักล่าวแสดงใหเ้ห็นประโยชน์ของพลศาสตร์

ของไหลเชิงคาํนวณโดยเด่นชดั ซึ� งสามารถบ่งบอกถึงรายละเอียดของความดนัที�เกิดขึ�นใน

บริเวณต่าง ๆ ของเครื� องบิน นับตั� งแต่ที�บริเวณส่วนหน้า บริเวณปีก และบริเวณรอบผิว 

ลูกระเบิดใตปี้ก เป็นตน้ 



1.1 บทนาํ 5 

 
 

รูป 1.1  เสน้ชั�นแสดงลกัษณะการกระจายของความดนัของอากาศบนผวิ 

            ของเครื�องบินโบอิ�ง  

 

 
 

รูป 1.2  เสน้ชั�นแสดงลกัษณะการกระจายของความดนัของอากาศบนผวิ 

            และบริเวณรอบเครื�องบินขบัไล่ 
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  การออกแบบปัญหาสมยัใหม่หลายปัญหาในปัจจุบนัยงัไม่สามารถทาํการทดลองได ้

หรือหากทาํได้ก็จาํเป็นต้องใช้ค่าใช้จ่ายสูงมาก  ยกตวัอย่างเช่น การออกแบบยานอวกาศ

ความเร็วสูงขา้มทวีป (aerospace plane)  ดงัแสดงในรูป 1.3 ให้สามารถบินครึ� งรอบโลกได้

ภายในเวลาเพียง 2 ชั�วโมง โดยบินดว้ยความเร็วสูงสุดถึง 25 เท่าของความเร็วเสียง ที�ความเร็ว

สูงมากเช่นนี�  ปริมาณความร้อนที�เกิดขึ�นจากการเสียดสีกบับรรยากาศนั�นมีค่าสูงสุดถึง 70,000 

Btu/ft2-sec ซึ� งเมื�อเปรียบเทียบกบัปริมาณความร้อนที�ตกกระทบตวัเราในขณะยืนตากแดด 

ในวนัที�มีแดดจดันั�นมีค่าเพียง 0.12 Btu/ft2-sec เท่านั�น ปริมาณความร้อนจากการเสียดสีกบั

บรรยากาศที�สูงมากเช่นนี�  สามารถหลอมละลายผิวยานภายนอกได ้การทดลองบนพื�นโลกทาํ

ต่อเนื�องไดน้านที�สุดเพียง 2 นาที ดว้ยความเร็วสูงสุดเพียง 8 เท่าของความเร็วเสียงในอุโมงคล์ม

ของอาคารองคก์ารอวกาศนาซา (NASA) ที�ผูเ้ขียนเคยนั�งทาํงานอยู ่ในการทดลองแต่ละครั� ง

จาํเป็นตอ้งใชพ้ลงังานมหาศาลเพื�อขบัเคลื�อนแก๊สร้อนให้เกิดความเร็วสูงผ่านชิ�นส่วนของยาน

ที�ตอ้งการทาํการทดลอง ทาํให้ทั�งอาคารเกิดการสั�นสะเทือนเป็นอย่างมากจนตอ้งหยุดทาํงาน

อื�น ๆ ในช่วงเวลาของการทดลอง 2 นาทีนั�น รวมทั�งเสียค่าใชจ่้ายค่าอุปกรณ์และกาํลงัคนเฉลี�ย

เกือบหนึ�งหมื�นเหรียญดอลลาร์สหรัฐสาํหรับการทดลองในแต่ละครั� ง 

 
 

 
 

รูป 1.3  เสน้ชั�นแสดงลกัษณะการกระจายของความดนัของอากาศรอบยานอวกาศ 

                      ความเร็วสูงขา้มทวปี  
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  นอกเหนือจากปัญหาที�เห็นได้โดยชัดเจนดังตัวอย่างอธิบายมาข้างต้นนี� แล้ว 

พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณไดถู้กประยุกตเ์ขา้แกปั้ญหาอื�น ๆ ที�ช่วยยกระดบัคุณภาพความ

เป็นอยู่ในปัจจุบนั เช่น การศึกษาประสิทธิภาพของการระบายอากาศภายในอาคารประหยดั

พลงังาน  ซึ� งไดท้าํการทดลองภายใตส้ภาวะของการเปิดหนา้ต่างเพื�อระบายอากาศในลกัษณะ

ต่าง ๆ กนั  รูป 1.4 แสดงสภาวะของอากาศที�ไดม้าจากการคาํนวณ  โดยอากาศไหลมาปะทะ

ทางดา้นซา้ยของตวัอาคาร ส่วนหนึ�งของอากาศนั�นไหลผา่นขา้มหลงัคา ในขณะที�อีกส่วนหนึ�ง

ไหลผา่นเขา้ประตูระเบียงดา้นซา้ยของชั�นสองซึ� งเปิดไว ้ผา่นภายในอาคารแลว้จึงไหลออกขึ�น

เพดานผ่านหน้าต่างที�เปิดไวท้างด้านขวาของหลงัคา ในขณะที�การไหลของอากาศในห้อง

อื�น ๆ ของตวัอาคารนั�นค่อนขา้งหยุดนิ�ง  ส่วนรูป 1.5 แสดงการเปิดประตูหนา้ต่างของอาคาร

เช่นเดียวกบัในกรณีแรกแต่ไดเ้ปิดประตูชั�นล่างทางดา้นขวาเพิ�มขึ�นอีกบานหนึ� งเพื�อให้การ

ถ่ายเทอากาศดีขึ�น ผลลพัธ์ของสภาวะการไหลในรูป 1.4 และ 1.5 นี�  ไดม้าโดยการใชพ้ลศาสตร์

ของไหลเชิงคาํนวณ  ซึ� งสามารถทาํการคาํนวณไดภ้ายในระยะเวลาอนัสั�นเพื�อหาสภาวะของ

การไหลจากการปิดเปิดหนา้ต่างแบบต่าง ๆ กนั 

 
 
 

 
 

รูป 1.4  เวกเตอร์แสดงขนาดและทิศทางความเร็วของอากาศถ่ายเทผา่นบา้น 

       เมื�อเปิดหนา้ต่างชั�นบนบานเดียว 



8   บทที� 1  การแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณ 

 

 
 

รูป 1.5  เวกเตอร์แสดงขนาดและทิศทางความเร็วของอากาศถ่ายเทผา่นบา้น 

       เมื�อเปิดหนา้ต่างชั�นบนและชั�นล่างพร้อมกนั 

 

  พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณไดน้าํมาประยุกต์เขา้กบังานทางวิศวกรรมเป็น

จาํนวนมาก ทั� งในระดับวิจัยและพฒันาเพื�อเพิ�มประสิทธิภาพของงานในทางปฏิบัติ เช่น 

การศึกษาสภาวะการไหลผา่นใบพดัในปั�มนํ� าเพื�อปรับปรุงรูปทรงของใบพดัก่อใหเ้กิดกาํลงัส่ง

สูงสุด การศึกษาการกระจายของนํ� ามนัเพื�อการจุดระเบิดที�สมํ�าเสมออยา่งสมบูรณ์ในหอ้งเสื�อสูบ 

การศึกษาออกแบบรูปร่างของทอ้งเรือเพื�อลดความตา้นทานจากนํ� าในขณะแล่น การศึกษา 

การแพร่กระจายของนํ� าเสียขณะไหลในแม่นํ� า การศึกษาการระบายอากาศผ่านไมโครชิป 

ในอุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์เพื�อควบคุมไม่ให้เกิดอุณหภูมิที�สูงมากเกินไป การทาํนายสภาวะ

อากาศของกรมอุตุนิยมวิทยาบนพื�นที�กวา้งหลายหมื�นตารางกิโลเมตร หรือการทาํนายสภาวะ

อากาศเพียงแค่ในหอ้งปรับอากาศเลก็ ๆ ในที�ทาํงานเป็นตน้  รูป 1.6 แสดงลกัษณะการไหลของ

อากาศที�ไดจ้ากการคาํนวณในห้องปรับอากาศยาว 5 เมตร กวา้ง 4 เมตร และสูง 3 เมตร มีตูสู้ง 

1.5 เมตร วางขวางอยูก่ลางห้อง ผนงัของห้องไดรั้บปริมาณความร้อนที�ต่างกนั โดยใตเ้พดาน

มุมหนึ�งของหอ้งไดติ้ดเครื�องปรับอากาศซึ�งจ่ายอากาศที�อุณหภูมิ 10C 
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รูป 1.6  เสน้ทางเดินของอนุภาค (particle tracing) ในหอ้งปรับอากาศที�มีตู ้

      วางขวางอยูก่ลางหอ้ง 
 

   รูป 1.7 แสดงลักษณะการกระจายของอุณหภูมิผ่านพื�นที�หน้าตัดกลางห้อง 

ผลลัพธ์สภาวะของการไหลดังแสดงในรูปเหล่านี� สามารถทาํการคาํนวณได้โดยง่ายด้วย

พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณ  นอกจากนั�น พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณยงัไดน้าํไปประยกุต์

เขา้กบังานทางวิศวกรรมศาสตร์และวิทยาศาสตร์อื�น ๆ ในอีกหลายแขนงที�ไม่สามารถทาํการ

ทดลองไดห้รืออาจเป็นอนัตรายหากทาํการทดลอง เช่น การจาํลองการไหลในเส้นเลือดและ

หวัใจ หรือการไหลผสมกนัระหวา่งสารเคมีซึ� งมีอนัตราย เป็นตน้ 

  จากตวัอยา่งของปัญหาต่าง ๆ ที�ไดอ้ธิบายมาขา้งตน้นี�  แสดงใหเ้ห็นว่า พลศาสตร์

ของไหลเชิงคาํนวณก่อใหเ้กิดประโยชน์ในการวิเคราะห์งานต่าง ๆ ที�เกี�ยวขอ้งกบัการไหลเป็น

จาํนวนมาก นับตั�งแต่ช่วยลดเวลาและค่าใช้จ่ายเป็นอย่างมากในการออกแบบ ช่วยในการ

วิเคราะห์และลดขั�นตอนที�จาํเป็นตอ้งใชใ้นการทดลองหรือในกรณีที�ไม่สามารถทาํการทดลองได ้

รวมทั�งสามารถวิเคราะห์ลงไปในรายละเอียดของการไหลในบางบริเวณเพื�อหาผลลพัธ์และ 

3 m

5 m
4 m

Cabinet

Air Conditioner

40  W/m2

10  W/m2
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รูป 1.7  การกระจายของอุณหภูมิในหอ้งปรับอากาศที�มีตูว้างขวางกลางหอ้ง 

 

ขอ้มูลที�ตอ้งการความสมบูรณ์ และที�สาํคญัที�สุด ตวัอยา่งต่าง ๆ นี�  ยงัแสดงใหเ้ห็นวา่พลศาสตร์

ของไหลเชิงคาํนวณ ยงัเปิดโอกาสเพื�อการวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบอื�น ๆ ไดอี้กเป็นจาํนวน

มากทั�งทางดา้นการประยกุตใ์ชห้รือทางดา้นการวจิยัและพฒันา 

 
 
 

1.2  กระบวนการแก้ปัญหา 
 

   การวิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ ทางวิศวกรรม ไม่ว่าจะเป็นปัญหาทางดา้นกลศาสตร์

ของแข็ง (solid mechanics) เช่น การหาค่าความเคน้ในโครงสร้างและชิ�นงานกลใด ๆ หรือ

ปัญหาทางดา้นการถ่ายเทความร้อน เช่น การหาการกระจายของอุณหภูมิในครีบระบายความ

ร้อนของหมอ้แปลงและมอเตอร์ไฟฟ้า หรือปัญหาทางดา้นการไหล เช่น การไหลของอากาศใน

ห้องปรับอากาศ หรือปัญหาในศาสตร์อื�น ๆ ก็ตาม ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นจากการวิเคราะห์ปัญหา 

5 m
4 m

10  C

25  C

15  C

Cabinet

Air Conditioner

40  W/m2

10  W/m2

3 m
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เหล่านี� ขึ� นอยู่กับปัจจัยหรือองค์ประกอบใหญ่ ๆ 3 องค์ประกอบ กล่าวคือ (ก) สมการเชิง

อนุพันธ์ย่อย  (partial differential equations) ที� อ ธิบายความเ ป็นจริงของปัญหานั� น  

(ข) เ งื� อนไขขอบเขต (boundary conditions) สําหรับปัญหาที�ทําการศึกษานั� น และ 

(ค) ลกัษณะรูปร่าง (geometry) ของปัญหานั�น ทั�ง 3 องค์ประกอบนี�  หากองค์ประกอบใด

องคป์ระกอบหนึ� งเปลี�ยนแปลงไป ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นก็จะเปลี�ยนแปลงตามไปดว้ย ความเขา้ใจ

โดยลึกซึ� งในองค์ประกอบทั� งสามนี� มีความจาํเป็นอย่างยิ�งต่อการวิเคราะห์ปัญหาด้วยการ

คาํนวณ ความสําคญัในแต่ละองค์ประกอบที�จาํเป็นต้องทาํความเขา้ใจสามารถอธิบายใน

ภาพรวมได ้ ดงัต่อไปนี�  
 

  1.2.1 สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย   

   ปัญหาในงานวศิวกรรมต่างมีความลึกซึ� งของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยที�แตกต่างกนั

ออกไป สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยจดัไดว้่าเป็นหัวใจซึ� งแสดงถึงความเป็นจริงที�เกิดขึ�นในปัญหา

นั�น ๆ  ยกตวัอย่างเช่น การวิเคราะห์ปัญหากลศาสตร์ของแข็งนั�นจาํเป็นตอ้งเริ� มจากระบบ

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยที�อธิบายความสมดุลของแรงใน 3 ทิศทางซึ� งถูกต้องอยู่เสมอ ณ 

ตาํแหน่งใด ๆ ในปัญหานั�น การวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนจาํเป็นตอ้งเริ�มจากสมการ

เชิงอนุพนัธ์ยอ่ยที�อธิบายความสมดุลของการถ่ายเทความร้อน หรือการวเิคราะห์ปัญหาการไหล

นั�นจาํเป็นตอ้งเริ�มจากระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยที�แสดงถึงการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และ

พลงังาน เป็นตน้ สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเหล่านี�  ลว้นประกอบดว้ยพจน์ต่าง ๆ ที�อยูใ่นรูปแบบ

เชิงอนุพนัธ์ (derivative terms) ซึ� งใช้สัญลกัษณ์คล้าย “เลขหกกลบัทาง” ยกตวัอย่างเช่น 

ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการไหลแบบหนืดภายใตส้ภาวะอยู่ตวัในสองมิติ โดยไม่

คาํนึงถึงการเปลี�ยนแปลงของอุณหภูมิ (รายละเอียดและความหมายในแต่ละพจน์จะนาํเสนอใน

บทถดัไป) ประกอบดว้ย 
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เป็นต้น ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ทั� ง 3 สมการนี�  ประกอบด้วยตัวแปรตาม (dependent 

variable) ที�ไม่รู้ค่า 3 ตัวซึ� งแปรผนัไปตามตัวแปรต้น (independent variable)  x และ y       

ตวัแปรตามทั�ง 3 ตวันี� ประกอบดว้ย  ความเร็ว u ในแนวแกน x;  ความเร็ว v ในแนวแกน y; 

และความดัน p ที� ต่างเป็นฟังก์ชันของทั� ง x และ y; ส่วน  และ  คือค่าความหนาแน่น 

(density) และค่าความหนืด (viscosity) ของของไหลนั�น ตามลาํดบั  

  การแก้ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ดงัแสดงขา้งตน้นี� สําหรับปัญหาการไหลผ่าน    

รูปร่างซบัซอ้นโดยทั�วไปเพื�อหาผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) นั�น  อาจกล่าวไดว้า่เป็นไป

ไม่ไดเ้ลย ทั�งนี� สืบเนื�องจากเหตุผลหลกั 2 ประการ  ประการแรกคือสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย

เหล่านี� ต่างขึ�นอยูแ่ก่กนัและกนั (coupled equations) ซึ� งอาจอธิบายไดอี้กนยัหนึ� งว่าผลลพัธ์ 

เช่น ความเร็ว u และ v ที�หาไดจ้าํเป็นตอ้งสอดคลอ้ง (satisfy) ถูกตอ้งในทุกสมการ การเรียน

วิธีการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ย่อยในวิชาคณิตศาสตร์ขั�นสูงในปัจจุบนั ส่วนใหญ่มกัพุ่งความ

สนใจไปยงัการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ย่อยเพียงสมการเดียว เพราะเพียงแกส้มการเชิงอนุพนัธ์

ยอ่ยเพียงสมการเดียวสาํหรับปัญหาที�มีรูปร่างภายใตเ้งื�อนไขขอบเขตที�ง่าย ๆ ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นก็

มกัอยู่ในรูปแบบที�ซับซ้อนมากอยู่แลว้ การแกร้ะบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยที�ประกอบดว้ย

หลายสมการจึงแทบเป็นไปไม่ได ้ความยากประการที�สองคือสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย (1.2) และ 

(1.3) นี� ต่างเป็นสมการยอ่ยแบบไม่เชิงเส้น (nonlinear) กล่าวคือ ตวัแปรตาม u และ v ที�ไม่รู้

ค่านั�นปรากฏเป็นสัมประสิทธิ� อยูใ่นพจน์แรกของสมการทั�งสอง ซึ� งไม่เพียงแต่ทาํใหก้ารหาผล

เฉลยแม่นตรงนั�นเป็นไปไม่ไดแ้ลว้ ยงัทาํให้การใชร้ะเบียบวิธีเชิงตวัเลขเพื�อเขา้แกน้ั�นมีความ

ซบัซอ้นมากยิ�งขึ�นไปอีกดว้ย  

  เหตุผล 2 ประการหลกันี� เอง ทาํให้วิธีการแกปั้ญหาของไหลนั�นพฒันาไปไดช้า้

กวา่การแกปั้ญหาของแขง็หรือปัญหาทางดา้นความร้อนมาก ความเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย

แบบไม่เชิงเส้นในปัญหาของไหลสามารถก่อใหเ้กิดผลลพัธ์ที�มีความซบัซอ้นเป็นอยา่งมากเมื�อ

เปรียบเทียบกบัปัญหาของแขง็หรือปัญหาทางดา้นความร้อนซึ� งมกัเป็นปัญหาเชิงเส้น (linear) 

ซึ� งมีการกระจายของผลลพัธ์ในรูปแบบที�ง่ายและไม่ซบัซอ้น  ยกตวัอยา่งเช่น เมื�อออกแรงค่า ๆ 

หนึ�งกดลงบนคาน จะก่อใหเ้กิดค่าความเคน้ (stress) สูงสุดบนคานนั�นตามมา หากเพิ�มแรงกด

ลงบนคานให้มากขึ�น ค่าความเคน้สูงสุดที�เกิดขึ�นบนคานก็จะมีค่าเพิ�มขึ�นตามไปในทิศทาง

เดียวกันด้วย แต่หากเป็นปัญหาของการไหลที�ประกอบด้วยสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยแบบ 
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ไม่เชิงเส้น  ยกตวัอยา่งเช่น การเปิดความเร็วลมของเครื�องปรับอากาศที�ระดบัตํ�าในห้องหนึ� ง

ก่อใหเ้กิดลกัษณะการหมุนเวียนของอากาศในหอ้งนั�นดว้ยความเร็วในรูปแบบ (pattern) หนึ�ง

แต่หากเปิดความเร็วลมของเครื�องปรับอากาศที�ระดบัสูงขึ�น ลกัษณะการหมุนเวียนของอากาศ

ในห้องนั�นอาจเปลี�ยนรูปแบบไปจากเดิมโดยสิ�นเชิง  กล่าวคือ ไม่ใช่ว่าการหมุนเวียนยงัคงอยู่

ในรูปแบบเดิมโดยมีความเร็วสูงขึ�น เป็นตน้  ความเขา้ใจในความหมายของระบบสมการ            

เชิงอนุพนัธ์ยอ่ยจึงมีความสาํคญัเป็นอยา่งยิ�ง ผูที้�ตอ้งการแกปั้ญหาจาํเป็นตอ้งทาํความเขา้ใจและ

คุน้เคยกบัสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเหล่านี� ก่อนลงมือแกปั้ญหา และไม่มองสมการเหล่านี� เป็นแต่

เพียงสมการทางคณิตศาสตร์ แต่จาํเป็นตอ้งมองให้เกิดความหมายทางกายภาพ (physical 

meaning) และมีทศันคติที�ดีที�วา่ หากสามารถแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเหล่านี� ไดอ้ยา่งถูกตอ้ง

แลว้ จะก่อให้เกิดผลลพัธ์ที�มีความหมายและความลึกซึ� งซึ� งสามารถนาํไปสู่ความเขา้ใจใน

ปัญหานั�น ๆ ไดดี้ยิ�งขึ�น 

 
  1.2.2 เงื�อนไขขอบเขต 

  ในกระบวนการแก้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนั� นเงื�อนไขขอบเขตเป็น

องคป์ระกอบสาํคญัซึ� งนาํไปสู่ผลลพัธ์ที�สอดคลอ้งกนั หากปัญหาที�ทาํการวิเคราะห์เป็นปัญหา

แบบไม่อยูต่วั (unsteady) เงื�อนไขเริ�มตน้ (initial conditions) จาํเป็นตอ้งถูกประยกุตเ์ขา้ดว้ย

เช่นกนั เงื�อนไขขอบเขตที�เปลี�ยนแปลงไปก่อให้เกิดผลลพัธ์ที�เปลี�ยนแปลงไปด้วยเช่นกัน  

รูป 1.8 แสดงการกระจายของอุณหภูมิบริเวณปากอ่าวของแม่นํ� าเจ้าพระยาในฤดูนํ� าหลาก 

เงื�อนไขขอบเขตของปัญหานี� คือการกาํหนดใหน้ํ� าในแม่นํ�าเจา้พระยาไหลมาจากดา้นมุมซา้ยบน

ดว้ยความเร็ว 3 เมตร/วินาที ที�อุณหภูมิ 25C โดยทางดา้นขวาบนมีนํ� าร้อนที�อุณหภูมิ 40C         

ถูกปล่อยจากโรงงาน ทาํใหอุ้ณหภูมิปลายนํ�านั�นมีค่าสูงขึ�น ซึ�งอาจมีผลต่อความเสียหายของการ

ทาํประมงสัตวน์ํ� าซึ� งเลี�ยงอยูบ่ริเวณปลายนํ� าได ้รูป 1.9 (ก) แสดงรายละเอียดเส้นชั�นของระดบั

อุณหภูมิในกรอบเลก็ของรูป 1.8 ซึ� งเป็นบริเวณที�นํ� าร้อนจากโรงงานถูกปล่อยมาผสมกบันํ� าเยน็

ในแม่นํ� าใกลเ้กาะผีเสื�อ  เนื�องจากเป็นฤดูนํ� าหลาก นํ� าร้อนจากโรงงานจึงถูกพดัผา่นไปไดอ้ยา่ง

ค่อนขา้งรวดเร็ว  รูป 1.9 (ข)  แสดงผลลพัธ์ของการกระจายของอุณหภูมิจากการผสมของนํ� า

บริเวณเกาะผีเสื� ออีกเช่นกันแต่เป็นกรณีของฤดูแล้ง กล่าวคือกําหนดให้นํ� าเย็นในแม่นํ� า
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เจา้พระยาไหลมาจากดา้นมุมซา้ยบนของภาพดว้ยความเร็วลดลงเป็น 1.5 เมตร/วนิาที ก่อใหเ้กิด

ผลลพัธ์ของนํ�าที�มีอุณหภูมิสูงขึ�นโดยรวมในบริเวณกวา้ง 

 
 

รูป 1.8  เสน้ชั�นแสดงการกระจายของอุณหภูมิในบริเวณปากอ่าวแม่นํ�าเจา้พระยา 

        เนื�องจากโรงงานปล่อยนํ� าร้อนในฤดูนํ�าหลาก 

 

                 
 

                   (ก)  กรณีฤดูนํ�าหลาก                     (ข)  กรณีฤดูแลง้ 
 

รูป 1.9  รายละเอียดของเสน้ชั�นแสดงการกระจายของอุณหภูมิจากการผสมของนํ�า 

      ที�อุณหภูมิต่างกนัในบริเวณเกาะผเีสื�อก่อนปากแม่นํ� าเจา้พระยา 
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  การกระจายของอุณหภูมิที�แตกต่างกันดังแสดงในรูป 1.9 เป็นผลมาจากการ

กาํหนดเงื�อนไขขอบเขตที�แตกต่างกนั การกาํหนดเงื�อนไขขอบเขตสาํหรับปัญหาการไหลใน

ทางการคาํนวณนั�นขึ�นอยู่กบัชนิดของสมการเชิงอนุพนัธ์ ว่าเป็นแบบเอลลิปติก (elliptic); 

พาราโบลิก (parabolic); หรือไฮเพอร์โบลิก (hyperbolic) ซึ� งขึ�นอยูก่บัความเร็วของการไหล

อีกต่อหนึ� ง ยกตวัอย่างเช่น การไหลที�ความเร็วมากกว่าเสียงผ่านรูปทรงผิวโคง้มน (blunt 

body) จะก่อให้เกิดคลื�นช็อกโคง้ (bow shock) วางตวัอยู่หน้ารูปทรงผิวโคง้มนนั�น ส่วนใน

บริเวณระหว่างคลื�นช็อกโคง้และรูปทรงผิวโคง้มน ความเร็วของการไหลนั�นมีค่าตํ�ากว่าเสียง 

ทาํให้สมการเชิงอนุพนัธ์อยู่ในรูปแบบเอลลิปติก ในขณะที�ถดัจากบริเวณดงักล่าวนั�นออกไป

เลก็นอ้ย ความเร็วของการไหลเพิ�มขึ�นจนมีค่ามากกวา่ความเร็วเสียง สมการเชิงอนุพนัธ์จึงกลาย

มาอยูใ่นรูปแบบไฮเพอร์โบลิก เป็นตน้ ปัญหาในลกัษณะเช่นนี�  เคยเป็นปัญหาที�ยากแก่การแก้

เพื�อหาผลลพัธ์ในอดีต เนื�องจากระบบสมการเชิงอนุพนัธ์สามารถเปลี�ยนจากชนิดหนึ�งไปสู่อีก

ชนิดหนึ�งไดภ้ายในโดเมนของการคาํนวณ (computational domain) เดียวกนั  ดงันั�น ในบท

ของการไหลชนิดต่าง ๆ กนัที�จะนาํเสนอต่อไป การกาํหนดเงื�อนไขขอบเขตจะอธิบายโดย

ชดัเจนเพื�อใหเ้กิดความเขา้ใจและเพื�อกาํหนดเงื�อนไขขอบเขตไดอ้ยา่งถูกตอ้งเหมาะสมกบัการ

ไหลชนิดนั�น ๆ 

 

 1.2.3 ลกัษณะรูปร่าง 

  ในการแกปั้ญหาพื�นฐานโดยทั�วไปในชั�นเรียน ลกัษณะรูปร่างของปัญหามกัไม่ได้

ถูกนาํเขา้มาพิจารณา  การศึกษาส่วนใหญ่เป็นการเนน้เพียงขั�นตอนของกระบวนการแกส้มการ        

เชิงอนุพนัธ์พร้อมดว้ยเงื�อนไขขอบเขตที�กาํหนดให ้หรือหากกาํหนดลกัษณะรูปร่างมาให ้ก็มกั

เป็นเพียงรูปสี� เหลี�ยมจตุัรัสหรือสี� เหลี�ยมผืนผา้เท่านั�น การไม่นาํรูปร่างลกัษณะของปัญหาเขา้

มาร่วมพิจารณา ทําให้นิสิตนักศึกษามองข้ามความยากลําบากของการแก้ปัญหาอันสืบ

เนื�องมาจากลกัษณะรูปร่างของปัญหาโดยเกือบสิ�นเชิง ปัญหาโดยทั�วไปในงานวิศวกรรมและ

วิทยาศาสตร์ลว้นถูกออกแบบใหมี้ลกัษณะรูปร่างที�ซบัซอ้นอยูเ่สมอ เช่น การไหลผา่นบา้นที�มี

ห้องในระดบัต่าง ๆ กนัใตห้ลงัคาเอียง ดงัแสดงในรูป 1.4 และ 1.5 หรือปัญหาอาจมีลกัษณะ

รูปร่างที�ซบัซอ้นในตวัเองโดยธรรมชาติ เช่น การไหลในบริเวณปากอ่าวแม่นํ� าเจา้พระยาในรูป 

1.8-1.9 เป็นตน้ ลกัษณะรูปร่างซึ�งครอบคลุมพื�นที�ของการไหลที�เปลี�ยนแปลงไป ทาํใหผ้ลลพัธ์
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ของการไหลที�เกิดขึ�นนั�นเปลี�ยนแปลงไปดว้ยเช่นกนัถึงแมว้า่ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยและ

เงื�อนไขขอบเขตยงัคงเดิม รูป 1.10 แสดงการไหลผ่านช่องแคบที�มีช่วงขยายตวัแบบเชิงเส้น 

ก่อให้เกิดการหมุนวน (circulation) บริเวณล่างซ้ายเป็นพื�นที�เพียงเล็กน้อย  รูป 1.11 แสดง

ผลลัพธ์ที� เกิดขึ� นจากการแก้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยและเงื�อนไขขอบเขตบริเวณ 

ปากทางเขา้เช่นเดียวกบัรูป 1.10 แต่ลกัษณะรูปร่างบริเวณล่างซ้ายของปัญหาได้ขยายเพิ�ม 

มากขึ�น ก่อใหเ้กิดพื�นที�ของการหมุนวนนั�นเพิ�มมากขึ�นตามไปดว้ย 

 

 
 

รูป 1.10  เวกเตอร์ความเร็วแสดงลกัษณะการไหลผา่นช่องแคบ 

            ที�มีช่วงขยายตวัแบบเชิงเสน้ 

 

 
 

รูป 1.11  เวกเตอร์ความเร็วลกัษณะการไหลผา่นช่องแคบที�มีช่วงขยายตวัซบัซอ้นขึ�น 

 

  จากตวัอย่างต่าง ๆ เหล่านี� จะเห็นไดว้่า ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นนั�นมีความหลากหลาย  

โดยขึ�นอยูก่บัองคป์ระกอบหลกัทั�ง 3 ประการดงักล่าวมาขา้งตน้ ตวัอยา่งต่าง ๆ เหล่านี�ยงัแสดง

ให้เห็นว่า หากสามารถหาวิธีที�ไดม้าซึ� งผลลพัธ์ของปัญหาเหล่านี� อย่างมีประสิทธิภาพแลว้         

ผูว้ิเคราะห์สามารถดดัแปลงเงื�อนไขขอบเขตหรือรูปร่างของปัญหา อนัจะก่อให้เกิดผลลพัธ์ 
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ตามที�ตอ้งการได ้ ความคิดเช่นนี� เองทาํใหพ้ลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณมีประโยชน์เป็นอยา่ง

มากต่อการออกแบบงานต่าง ๆ ในปัจจุบนั 

  ความรู้ในวิธีการแกปั้ญหาผสมผสานกบัศกัยภาพของการแกปั้ญหาดว้ยเครื� อง

คอมพิวเตอร์ ก่อให้เกิดโปรแกรมคอมพิวเตอร์ (computer programs)  ซึ� งได้ผลิตออกมา

จาํหน่ายในปัจจุบนัเป็นจาํนวนมาก หนา้ที�หลกัของโปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านี� คือการหา

ผลลพัธ์ดว้ยการแกอ้งคป์ระกอบหลกัทั�งสามดงัอธิบายมาขา้งตน้ โปรแกรมเหล่านี�ลว้นมีราคาสูง 

ผูใ้ชจ้าํเป็นตอ้งมีความรู้ทั�งทางดา้นคณิตศาสตร์และการคาํนวณที�เพียงพอ จึงจะเกิดความมั�นใจ

ว่าผลลัพธ์ที�ได้จากการใช้โปรแกรมเหล่านี� นั� นถูกต้อง ผูเ้ขียนขอย ํ� าว่าโปรแกรมเหล่านี�  

ไม่เหมือนโปรแกรมกราฟิกที�ใชว้าดรูปหรือเขียนแบบที�พบเห็นกนัโดยทั�วไป การใชโ้ปรแกรม

กราฟิกเพื�อวาดวงกลมบนหน้าจอคอมพิวเตอร์ แลว้เห็นเป็นวงกลมที�ตอ้งการ ผูใ้ชย้่อมรู้ว่า

ตนเองไดผ้ลลพัธ์เป็นรูปวงกลมที�ถูกตอ้ง แต่การใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ที�คาํนวณหาผลลพัธ์

สภาวะของการไหลซึ� งผลที�ไดน้ั�นแสดงในรูปแบบของเวกเตอร์ของความเร็วและระดบัสีของ

ความดนัในลกัษณะต่าง ๆ กนั หากผูใ้ชไ้ม่มีความรู้ว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์นั�นทาํอะไรอยู่

ภายใน กไ็ม่สามารถยนืยนัไดว้า่ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นนั�นถูกตอ้ง ดงันั�น จึงอาจก่อใหเ้กิดผลเสีย หาก

ผูใ้ชไ้ม่มีความรู้เบื�องลึกในโปรแกรมคอมพิวเตอร์สาํหรับพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณแลว้ 

นาํผลลพัธ์ไปใชอ้อกแบบงานทางวศิวกรรม 

  ขั�นตอนการทาํงานของโปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับพลศาสตร์ของไหลเชิง

คาํนวณเหล่านี�ไดถู้กสร้างขึ�นเพื�อใชแ้กร้ะบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยของการไหล โดยมีเงื�อนไข

ขอบเขตและลกัษณะรูปร่างของปัญหาที�สามารถกาํหนดไดโ้ดยสะดวก โดยทั�วไปแลว้ทุก ๆ 

โปรแกรมจึงประกอบด้วย 3 ขั�นตอนใหญ่ ๆ คือ (ก) ขั�นตอนการสร้างลกัษณะรูปร่างของ

ปัญหาและเงื�อนไขขอบเขต ซึ� งเป็นขั�นตอนของกระบวนการขั�นต้น (pre-processor); 

(ข) ขั�นตอนการวิเคราะห์แกปั้ญหา (analysis) ซึ� งเป็นหัวใจของโปรแกรม; และ (ค) ขั�นตอน

ของกระบวนการขั�นทา้ย (post-processor) เพื�อการแสดงผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นจากการคาํนวณ 
 

  (ก) กระบวนการขั�นตน้  กระบวนการขั�นตน้เริ� มจากการสร้างโดเมนของการ

ไหลที�ตอ้งการทาํการวิเคราะห์ ประกอบดว้ยขั�นตอนนบัตั�งแต่การสร้างเส้นขอบ (line) การ

สร้างพื�นผิว (surface) รวมไปถึงการสร้างปริมาตร (volume) หากเป็นการไหลในสามมิติ  

จากนั�นจึงแบ่งโดเมนของการไหลที�ไดส้ร้างขึ�นนี� ออกเป็นเอลิเมนต์ (element) เล็ก ๆ หรือ
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ออกเป็นตาราง (mesh) ยอ่ย ๆ โดยเส้นตารางเหล่านี�ตดักนัที�จุดต่อ (grid หรือ node) ซึ� งเป็น

ตาํแหน่งที�จะคาํนวณหาค่าผลลพัธ์ของการไหล ไดแ้ก่ ความเร็ว ความดนั และอุณหภูมิ เป็นตน้ 

แลว้จึงกาํหนดคุณสมบติัของของไหล และเงื�อนไขขอบเขตสาํหรับปัญหานั�น ตามลาํดบั 

   กระบวนการขั� นต้นนี�  ถึงแม้สามารถดําเนินการได้โดยง่ายในโปรแกรม

คอมพิวเตอร์สาํเร็จรูปที�ผลิตขึ�นมาจาํหน่ายในปัจจุบนั แต่มกัใชเ้วลาในการสร้างค่อนขา้งมาก 

เนื�องจากลกัษณะรูปร่างของปัญหาของการไหลโดยทั�วไปในทางปฏิบติันั�นมีความซับซ้อน  

ยกตวัอยา่งเช่น การไหลผา่นเครื�องยนตใ์ตปี้กที�ต่อกบัลาํตวัของเครื�องบิน ดงัแสดงในรูป 1.12 

โดเมนของการไหลจาํเป็นตอ้งสร้างให้มีขนาดรูปร่างที�ถูกตอ้ง  โดยที�ผิวของโดเมนของการ

ไหลนี�  จาํเป็นตอ้งสัมผสัไปกบัผิวโคง้ของเครื�องยนตใ์ตปี้ก ผิวโคง้ของลาํตวัเครื�องบิน รวมทั�ง

ส่วนของผิวโคง้ต่าง ๆ เหล่านี� ที�ตดักนัในสามมิติ จากนั�นจึงค่อยทาํการแบ่งโดเมนของการไหลนี�

ออกเป็นเอลิเมนตเ์ลก็ ๆ หรือตารางยอ่ย ๆ เพื�อใชใ้นการคาํนวณในขั�นตอนต่อไป 

 
 

 
 

รูป 1.12  รูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนตจ์าํลองเครื�องยนตใ์ตปี้กที�ต่อกบัลาํตวัเครื�องบิน
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   (ข) ขั�นตอนการวเิคราะห์ ขั� นตอนการวิ เคราะห์จัดได้ว่า เ ป็นหัวใจของ

โปรแกรมคอมพิวเตอร์สาํเร็จรูปเหล่านี�  การแบ่งโดเมนของการไหลออกเป็นเอลิเมนตข์นาดเลก็

หรือเป็นตารางที�มีความถี�มากจนเกินไป ก่อให้เกิดจาํนวนจุดต่อซึ� งประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่า 

(unknowns) มากขึ�นตามไปดว้ย อนัเป็นผลต่อเนื�องต่อเวลาที�ใช้ในการคาํนวณ (computa-

tional time) และปริมาณหน่วยความจําบนเครื� องคอมพิวเตอร์ (computer memory) ที�

จาํเป็นต้องจัดหาให้ แต่ในทางตรงกันข้าม จะนําไปสู่ผลลัพธ์ที�มีความแม่นยาํ (solution 

accuracy) สูงมากขึ�น นกัวิเคราะห์ผูมี้ประสบการณ์ในการแกปั้ญหาจึงจาํเป็นตอ้งชั�งนํ� าหนกั

ระหวา่งผลไดแ้ละผลเสียนี� ก่อนทาํการคาํนวณ 

   แนวความคิดของการแบ่ง (discretization) โดเมนของการไหลออกเป็นเอลิเมนต์

หรือตารางเล็ก ๆ ก็เพื�อสามารถใช้ฟังก์ชันแบบง่าย ๆ (simple functions) สําหรับแทน 

(represent) ลกัษณะของการไหลผ่านเอลิเมนต์หรือตารางเล็ก ๆ นั�น ฟังก์ชนัดงักล่าวจะถูก

แทนลงไปในระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของการไหล ผนวกเข้ากับกระบวนการทาง

คณิตศาสตร์บางอย่างเพื�อทาํการลดค่าผิดพลาด (error) ก่อให้เกิดระบบสมการทางพีชคณิต 

(system of algebraic equations)  ขนาดใหญ่ซึ� งจาํเป็นต้องแก้โดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

(numerical method) ต่อไป 

   วิธีการวิเคราะห์ซึ� งเป็นที�นิยมใช้กนัมากคือ ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื�อง (finite 

difference method) ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์(finite element method) และระเบียบวิธี

ไฟไนตว์อลุม (finite volume method) ระเบียบวธีิทั�งสามนี� ในปัจจุบนัไดถู้กนาํมาสอนแทรก

เพื�อช่วยแกปั้ญหาในหลาย ๆ วิชาในระดบัปริญญาบณัฑิตและบณัฑิตศึกษาสาํหรับสาขาต่าง ๆ 

ทั�งในวศิวกรรมศาสตร์และวทิยาศาสตร์ 

   ในภาพรวม ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื�อง เป็นการใช้อนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor 

series) เพื�อประมาณพจน์เชิงอนุพนัธ์ที�ปรากฏอยูใ่นสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยดว้ยค่าที�จุดต่อ ณ 

ตาํแหน่งที�พิจารณาและที�จุดต่อขา้งเคียง ก่อให้เกิดระบบสมการทางพีชคณิตที�จาํเป็นตอ้งแก้

ดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขดงักล่าวขา้งตน้ ระเบียบวิธีนี�ประกอบดว้ยขั�นตอนที�ไม่ซบัซ้อนและ

ง่ายแก่การทาํความเขา้ใจ แต่มีขีดจาํกดัคือไม่สามารถนาํไปประยกุตใ์ชไ้ดก้บัปัญหาที�มีลกัษณะ

รูปร่างซบัซอ้นไดโ้ดยสะดวก 
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   ในขณะเดียวกนั หากใชร้ะเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์หรือระเบียบวธีิไฟไนตว์อลุม 

ปัญหาที�มีลกัษณะรูปร่างซบัซอ้นใด ๆ สามารถแบ่งออกเป็นเอลิเมนตแ์บบสามเหลี�ยม สี�เหลี�ยม

ดา้นไม่เท่า ฯลฯ ไดโ้ดยง่าย เอลิเมนตเ์หล่านี� ไม่จาํเป็นตอ้งเรียงตวักนัอยา่งเป็นระเบียบดงัเช่น

ตารางสี� เหลี�ยมที�ตอ้งสร้างขึ�นในระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื�อง จุดเด่นของระเบียบวิธีไฟไนต ์

เอลิเมนตแ์ละระเบียบวิธีไฟไนตว์อลุมนี� เอง ทาํใหไ้ดรั้บความนิยมเพิ�มมากขึ�นในการแกปั้ญหา

ทางวศิวกรรมต่าง ๆ ซึ� งลว้นแลว้แต่มีลกัษณะรูปร่างที�ซบัซอ้น อยา่งไรกต็าม ระเบียบวธีิทั�งสอง

นี�  เช่น ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นั�นประกอบดว้ยขั�นตอนการประดิษฐ์สมการภายในที�

ซบัซ้อนกว่าโดยเริ�มจากการสร้างฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต ์(element interpola-

tion functions) การประยุกต์ระเบียบวิธีถ่วงนํ� าหนักเศษตกค้าง (method of weighted 

residuals)  ซึ� งประกอบดว้ยการอินทิเกรต (integration) ก่อให้เกิดสมการไฟไนตเ์อลิเมนต ์

(finite element equations) สาํหรับเอลิเมนตน์ั�น ๆ ก่อนนาํสมการเหล่านี�มาประกอบกนัเขา้ 

(assembling of element equations) ขึ�นเป็นระบบสมการรวมขนาดใหญ่  ซึ� งจาํเป็นตอ้งแก้

โดยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขต่อไปดว้ยเช่นกนั 

 

   (ค) กระบวนการขั�นทา้ย ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นจากขั�นตอนของการวิเคราะห์การ

ไหลนั�น โดยปกติมกัประกอบดว้ย ความเร็วย่อยในทิศแกนต่าง ๆ ความดนั และอุณหภูมิ ณ 

ตาํแหน่งใด ๆ ในโดเมนของการไหลนั�น ผลลพัธ์ที�คาํนวณได้เหล่านี� มีจาํนวนมากซึ� งขึ� น

โดยตรงกบัจาํนวนของจุดต่อและต่างลว้นอยู่ในรูปแบบของค่าตวัเลข ดงันั�น จึงแทบเป็นไป

ไม่ไดที้�จะดูเพียงแค่ตวัเลขเหล่านี� แลว้ก่อให้เกิดความเขา้ใจในความหมายทางกายภาพของ

สภาวะการไหลโดยเฉพาะหากเป็นปัญหาในสามมิติ การสร้างผลลพัธ์เหล่านี�ออกมาในรูปของ

กราฟิกจึงมีความจาํเป็นเป็นอย่างยิ�ง ซึ� งสามารถแสดงได้ในหลายรูปแบบ เช่น การพล็อต

เวกเตอร์ ณ ทุก ๆ จุดต่อตลอดทั�งโดเมนของการไหลเพื�อแสดงลกัษณะทิศทางของการไหลและ

สภาวะการหมุนวนในบริเวณต่าง ๆ  ดงัเช่นแสดงในรูป 1.4 และ 1.5 ของอากาศที�ไหลผ่าน

บา้น การพลอ็ตดว้ยเส้นชั�น (contour lines) เช่นตวัอยา่งของการกระจายของอุณหภูมิในห้อง

ปรับอากาศ ดงัแสดงในรูป 1.7 และในบริเวณปากอ่าวแม่นํ� าเจา้พระยา ดงัแสดงในรูป 1.8 และ 

1.9 การพลอ็ตเหล่านี�อาจแสดงดว้ยสีต่าง ๆ กนั (color contours) บนหนา้จอคอมพิวเตอร์เพื�อ

ช่วยให้เกิดความเขา้ใจในปัญหาโดยเร็วและดียิ�งขึ�น นอกจากนั�น การแสดงผลยงัอาจแสดงใน

รูปแบบของเส้นทางการเดินของอนุภาค (particle tracing) ดงัเช่นแสดงในรูป 1.6 เป็นตน้ 
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ผลลพัธ์ในรูปแบบต่าง ๆ เหล่านี�สามารถแสดงใหม้องไดใ้นหลาย ๆ ทิศทาง (view) รวมไปถึง

การแสดงในเชิงของการไหลที�มีการเคลื�อนไหว (fluid motion) เพื�อให้เกิดความรู้สึกที�เป็น

จริงมากขึ�นดว้ย 
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   ศกัยภาพของโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื�อใชค้าํนวณพลศาสตร์ของการไหลดงัที�ได้

อธิบายในหวัขอ้ที�แลว้ มกัทาํใหผู้ว้ิเคราะห์เขา้ใจว่าสามารถใชโ้ปรแกรมเหล่านี� เพื�อหาผลลพัธ์

ของการไหลสาํหรับปัญหาใด ๆ ไดโ้ดยง่าย แต่ในความเป็นจริงนั�น เนื�องจากโปรแกรมเหล่านี�

ตั� งอยู่บนความรู้ทางคณิตศาสตร์และขั�นตอนการคาํนวณที�ค่อนข้างลึกซึ� ง ผูที้�สามารถใช้

โปรแกรมเหล่านี� ไดถู้กตอ้งอย่างมีประสิทธิภาพจาํเป็นตอ้งมีความรู้ที�เพียงพอ องคป์ระกอบ

ของความรู้ที�ตอ้งการนี� อาจจาํแนกออกเป็น 5 ประการ คือ (ก) ความรู้ในระบบสมการเชิง

อนุพนัธ์ยอ่ย (set of partial differential equations) และความเขา้ใจความหมายทางกายภาพ 

(physical meaning) ของสมการเหล่านี� ; (ข) ความรู้ในระเบียบวิธีเชิงตวัเลข (numerical 

methods); (ค) ความรู้ในระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตห์รือไฟไนตว์อลุม (finite element or 

finite volume method); (ง) ความรู้พื�นฐานในการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ในส่วน

ของการวิเคราะห์; และ (จ) ประสบการณ์ในการใชเ้ครื�องคอมพิวเตอร์ที�พอเพียง ความรู้ทั�ง 5 

ประการนี�  เปรียบเสมือนประตูทั�ง 5 บาน ซึ�งทุกบานจาํเป็นตอ้งเปิด หากประตูใดประตูหนึ�งปิด 

จะปิดกั�นศกัยภาพของผูใ้ช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านี� ลง นับตั�งแต่การใช้เวลานานหรือ

หน่วยความจาํมากกว่าที�ควรเป็นในการวิเคราะห์ปัญหา การใชโ้ปรแกรมอย่างไม่ถูกตอ้งผิด

ประเภท การไม่รู้ว่าโปรแกรมทาํอะไรอยู่ขณะทาํงานอยู่กบัโปรแกรมนั�น การไดผ้ลลพัธ์ที�มี

ความเที�ยงตรงตํ�าและไม่สามารถหาวิธีที�เหมาะสมเพื�อปรับปรุงผลลพัธ์นั�น และที�ร้ายแรงที�สุด

คือการไดผ้ลลพัธ์ที�ผิดหรือไดผ้ลลพัธ์แลว้ไม่สามารถอธิบายไดว้่าผลลพัธ์นั�นถูกตอ้งอย่างไร 

ความรู้ทั�ง 5 ประการดงักล่าวขา้งตน้จะช่วยให้ผูใ้ชโ้ปรแกรมเกิดความเขา้ใจในกระบวนการ

แกปั้ญหาและมั�นใจในผลลพัธ์ที�คาํนวณได ้พื�นฐานความรู้ทั�ง 5 ประการนี�  สามารถอธิบายใน

ภาพรวมไดด้งัต่อไปนี�  
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   (ก) ความรู้ในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ทางด้าน

พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณลว้นตั�งอยู่บนการแก้ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยระบบใด

ระบบหนึ�งที�กาํหนดให ้ ดงันั�น จึงจาํเป็นตอ้งศึกษาวา่โปรแกรมคอมพิวเตอร์นั�นถูกสร้างขึ�นมา

เพื�อแกปั้ญหาของการไหลที�ครอบคลุม (governed) ดว้ยระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยประเภท

ใด นอกจากนั�น ความเขา้ใจทางกายภาพในแต่ละพจน์ของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยนั�นก็มี

ความสาํคญัมากเช่นกนัในการบ่งบอกศกัยภาพ (capability) และขีดจาํกดั (limitation) ของ

โปรแกรมเอง  พจน์ต่าง ๆ ในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยนี� ยงับ่งบอกต่อไปอีกว่า  การ

แกปั้ญหาดว้ยโปรแกรมคอมพิวเตอร์นี�ตอ้งการความลึกซึ� งของระเบียบวิธีการคาํนวณมากนอ้ย

เพียงใด และจะเป็นผลต่อเนื�องต่อเวลาที�ใชใ้นการคาํนวณปัญหานั�น ๆ อยา่งไร  ดงันั�น ความ

เขา้ใจในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยจึงมีความสาํคญัที�จาํเป็นตอ้งทาํความเขา้ใจก่อนเริ�มลงมือ

ใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์นั�น 

   (ข) ความเขา้ใจในระเบียบวธีิเชิงตวัเลข ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข ซึ� งในปัจจุบนัได้

กลายมาเป็นวิชาบงัคบัในการเรียนวิศวกรรมศาสตร์หลายสาขานั�น เป็นความรู้พื�นฐานและ

องค์ประกอบหนึ� งที�จาํเป็นสําหรับการคาํนวณ ความรู้พื�นฐานในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนี�

ประกอบดว้ย ความรู้ในฟังกช์นัของการประมาณภายใน (interpolation functions) การหาค่า

อนุพนัธ์และการอินทิเกรตเชิงตวัเลข (numerical differentiations and integrations) ความรู้

พื�นฐานในการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์สามญั (ordinary differential equations) รวมทั�งสมการ

เชิงอนุพนัธ์ย่อย (partial differential equations) และที�สาํคญัที�สุดคือความรู้ในระเบียบวิธี

ต่าง ๆ ที�ใชแ้กร้ะบบสมการพีชคณิต (system of algebraic equations) ซึ� งมกัอยู่ในรูปแบบ

ของเชิงเสน้ที�ประกอบดว้ย n สมการ 

             
 

 
 1 nnn

XA    =    
 1n

B           (1.4) 

โดย  X  เป็นเวกเตอร์ (vector or column matrix) ที�ประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่า ,,, 321 xxx  

nx....., ;  B  เป็นเวกเตอร์ที�ประกอบด้วยตัวรู้ค่าจํานวน n ค่า; และในกรณีนี�   A  เป็น         

เมทริกซ์ที�ประกอบดว้ยสมัประสิทธิ� ซึ� งเป็นตวัเลขจาํนวน nn  ค่า ในการแกปั้ญหาทางปฏิบติั

นั�น เวลาที�ใชไ้ปในการแกร้ะบบสมการนี� จะมากกว่าเวลาที�ใชไ้ปสําหรับการคาํนวณในส่วน

อื�น ๆ มากทีเดียว  ยกตวัอยา่งง่าย ๆ เช่น หากปัญหานั�นเป็นปัญหาของการไหลใน 3 มิติ ซึ� งอาจ

ประกอบดว้ยเพียง 50,000 สมการ (10,000 จุดต่อ โดยแต่ละจุดต่อมีตวัไม่รู้ค่า 5 ชนิด คือ  
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ความเร็วใน 3 แกน ความดัน และอุณหภูมิ) ซึ� งจดัได้ว่าเป็นปัญหาค่อนขา้งเล็กในปัจจุบนั     

เมทริกซ์  A  จะประกอบดว้ยสัมประสิทธิ� รวม 2,500 ลา้นค่า  สมมุติวา่เขียน 50,000 สมการ

เช่นนี�ลงบนกระดาษดว้ยมือทีละสมการ โดยใชเ้วลาเขียนเพียง 1 วินาทีต่อค่าสัมประสิทธิ�  1 ค่า 

จาํเป็นใชเ้วลาเขียนทั�งหมดนี� รวมประมาณ 80 ปี ทั�งนี� และทั�งนั�นยงัไม่ไดเ้ริ�มทาํการแกร้ะบบ

สมการชุดนี� เลย 

   ตวัอย่างที�กล่าวขึ�นมานี� แสดงให้เห็นถึงประโยชน์ของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขซึ� ง

สามารถนาํมาใชไ้ดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพบนเครื�องคอมพิวเตอร์ในปัจจุบนั  อนึ�ง เนื�องจากระบบ

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของการไหลโดยทั�วไป  ดังเช่นแสดงในสมการ (1.1-1.3) ล้วน

ประกอบดว้ยพจน์แบบไม่เชิงเส้น (nonlinear terms) ระบบสมการที�เกิดขึ�นจึงอยูใ่นรูปแบบ

ไม่เชิงเสน้ดว้ย 

          
 

 
 1 nnn

XxA    =    
 1n

B       (1.5) 

ทาํให้ต้องแก้ระบบสมการแบบไม่เชิงเส้นชุดดังกล่าวหลายครั� งด้วยกระบวนการทําซํ� า 

(iteration technique) เช่น ระเบียบวิธีการทาํซํ� าของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson 

iteration method) เป็นตน้  พื�นฐานของระเบียบวิธีการแกร้ะบบสมการแบบไม่เชิงเส้นนี� ใน

ปัจจุบนัไดบ้รรจุอยูใ่นการเรียนวิชาระเบียบวธีิเชิงตวัเลขดว้ยเช่นกนั 

 

   (ค) ความรู้ในระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์หรือไฟไนต์วอลุม  การวิเคราะห์

ปัญหาใด ๆ ดงัที�ไดอ้ธิบายในหัวขอ้ 1.2  ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นนั�นขึ�นอยู่กบัองคป์ระกอบหลกั 3 

ประการ คือ ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยที�ครอบคลุมปัญหานั�น เงื�อนไขขอบเขต และลกัษณะ

รูปร่างของปัญหานั�น ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตแ์ละระเบียบวิธีไฟไนตว์อลุมเป็นระเบียบวิธี

ที�ตอบสนองทาํให้องค์ประกอบหลกัทั� งสามที�ตอ้งการนี� มีความสมบูรณ์ เริ� มจากการแทน

ลกัษณะรูปร่างของปัญหาดว้ยเอลิเมนตข์นาดเลก็ทาํใหก้ารสร้างโดเมนของการคาํนวณมีความ

เที�ยงตรงมากกว่าการตีตารางสี� เหลี�ยมที�ใชก้บัระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื�อง  รูป 1.13 (ก) แสดง

โดเมนของการคาํนวณบนหนา้ตดัของท่อทรงกระบอกใหญ่ที�ห่อหุ้มดว้ยฉนวน โดยภายในมี

ท่อทรงกระบอกเลก็ 2 ท่อที�อุณหภูมิสูงและตํ�า ระหวา่งผวิท่อทรงกระบอกนี�ไดบ้รรจุของไหลไว ้

จุดประสงคคื์อการศึกษาสภาวะการไหลและอุณหภูมิของของไหลนี�  รูป 1.13 (ข) แสดงการตี

ตารางสี� เหลี�ยมเพื�อใชก้บัระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื�อง ซึ� งแสดงให้เห็นว่า ขอบเขตของโดเมน 
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การคาํนวณไม่สามารถถูกแทนไดอ้ย่างเที�ยงตรง โดยเห็นเป็นขั�นบนัไดตลอดผิวโคง้ของท่อ 

หากตอ้งการใหข้ั�นบนัไดนี� มีขนาดเลก็ลง จาํเป็นตอ้งตีตารางสี�เหลี�ยมใหถี้�ขึ�น เป็นผลใหจ้าํนวน

จุดต่อและตัวไม่รู้ค่าเพิ�มมากขึ� นตามไปด้วย ในขณะที� รูป 1.13 (ค) แสดงเอลิเมนต์แบบ

สามเหลี�ยมที�สร้างขึ�นสําหรับใชก้บัวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ ซึ� งสามารถแทนส่วนโคง้ของท่อได้

ดีกวา่ ก่อใหเ้กิดผลลพัธ์ที�มีความเที�ยงตรงมากขึ�น  รูป 1.13 (ง) แสดงเสน้ชั�นของระดบัอุณหภูมิ

ที�คาํนวณไดโ้ดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์รายละเอียดของผลลพัธ์เหล่านี�จะนาํเสนอในบทที� 

8 ต่อไป 
 

 
 

                  (ก)  ลกัษณะรูปร่าง 

 

 
 

(ข)  รูปแบบผลต่างสืบเนื�อง 

 

 

 
 

(ค)  รูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนต ์

 

 
 

(ง)  เสน้ชั�นแสดงระดบัอุณหภูมิ 
 

รูป 1.13  อุณหภูมิของของไหลเนื�องจากการไหลบนหนา้ตดัของท่อที�มีอุณหภูมิต่างกนั

หุม้ฉนวน 

ร้อน 

เยน็ 
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   หลงัจากแบ่งโดเมนของการคาํนวณออกเป็นเอลิเมนตย์อ่ยแลว้ ขั�นตอนต่อไปของ

ระเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตคื์อการสร้างสมการไฟไนตเ์อลิเมนตส์าํหรับแต่ละเอลิเมนต ์สมการ

เหล่านี� ถูกสร้างขึ�นมาจากการใชส้มการเชิงอนุพนัธ์ย่อยที�ครอบคลุมปัญหาที�พิจารณาอยู่นั�น 

ผสมผสานกบัการใชฟั้งกช์นัการประมาณภายในเพื�อสมมุติลกัษณะการกระจายของตวัไม่รู้ค่า

บนเอลิเมนตน์ั�น กระบวนการขั�นตอนนี�จะอธิบายโดยละเอียดในบทที� 3  จากนั�นจึงนาํสมการ

ของแต่ละเอลิเมนต์ที�สร้างขึ� นมาได้นี� มาประกอบกันเข้าก่อให้เกิดระบบสมการชุดใหญ่            

ซึ� งในความหมายทางกายภาพก็เปรียบเสมือนกบัการนาํทุกเอลิเมนตม์าประกอบต่อกนัเขา้ขึ�น

เป็นรูปร่างลักษณะที�แท้จริงของปัญหานั� น แล้วจึงประยุกต์เงื�อนไขขอบเขต (boundary 

conditions) ของปัญหาลงในระบบสมการชุดใหญ่นี� ที�อยู่ในรูปแบบของสมการ (1.4) หรือ 

(1.5) ก่อนทาํการแกท้ั�งระบบสมการดว้ยระเบียบวธีิเชิงตวัเลขต่อไป 

   จากคาํอธิบายดังกล่าวข้างต้นนี� จึงเห็นได้ว่า ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นี�

ตอบสนองความต้องการขององค์ประกอบหลกัทั� ง 3 ประการ อนัได้แก่ระบบสมการเชิง

อนุพนัธ์ย่อย เงื�อนไขขอบเขต และลกัษณะรูปร่างของปัญหาได้โดยสมบูรณ์ นอกจากนั�น 

เนื�องจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลขเพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณ 

(approximate solution) โดยการสมมุติลกัษณะการกระจายของผลลพัธ์บนเอลิเมนต์ด้วย

ฟังก์ชันพื�นฐาน ดงันั�น จึงหมายความว่า จาํเป็นต้องใช้เอลิเมนต์ขนาดเล็กเป็นจาํนวนมาก

โดยเฉพาะในบริเวณที�มีการเปลี�ยนแปลงของผลลพัธ์สูง  เพื�อให้ไดม้าซึ� งผลลพัธ์ที�มีความ

เที�ยงตรงสูง 

   รูป 1.14 แสดงการใชร้ะเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พื�อแกปั้ญหาของการไหลใน

ท่อที�มาบรรจบกนั ลกัษณะของปัญหาประกอบดว้ยท่อใหญ่ที�วางตวัในแนวนอนซึ� งมีการไหล

เขา้มาจากทางดา้นซ้าย  ในช่วงตอนกลางของท่อใหญ่นี� ไดมี้ท่อเล็กที�มีความโคง้ไปมาวิ�งมา

บรรจบและมีการไหลวิ�งเขา้มาจากทางดา้นบน รูป 1.14 (ก) แสดงรูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนตซึ์� ง

ประกอบดว้ยเอลิเมนตช์นิดสามเหลี�ยมต่าง ๆ ที�สามารถแทนลกัษณะรูปร่างที�โคง้ไปมาไดเ้ป็น

อย่างดี เนื�องจากความซับซ้อนของการไหลนั�นเกิดขึ�นในบริเวณที�ท่อทั�งสองนี� มาบรรจบกนั 

ดงันั�น ขนาดของเอลิเมนตใ์นบริเวณนี� จึงมีขนาดเล็กเพื�อนาํไปสู่ความเที�ยงตรงของผลลพัธ์ใน

บริเวณนี�  รูป 1.14 (ข) แสดงสภาวะของการไหลดว้ยเวกเตอร์ความเร็ว โดยรายละเอียดของการ

ไหลในบริเวณที�ท่อมาบรรจบกนันั�นไดแ้สดงในกรอบสี�เหลี�ยมขวาบน 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเ์อลิเมนต ์

 
 

 
 

(ข) ผลลพัธ์จากการคาํนวณแสดงโดยเวกเตอร์ความเร็ว 
 

รูป 1.14  การไหลในท่อที�มาบรรจบกนัดว้ยระเบียบวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต์
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   (ง) ความเขา้ใจในโปรแกรมคอมพิวเตอร์  ความรู้ความเขา้ใจในขั�นตอนของการ

คาํนวณซึ� งถูกประดิษฐ์ขึ�นเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที�สอดคลอ้งกนันั�นมีความสาํคญัมากต่อ

การวิเคราะห์ปัญหา มีผูใ้ชจ้าํนวนไม่น้อยที�พยายามใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์สําเร็จรูปเพื�อ

แกปั้ญหาการไหลที�มีความซบัซ้อนซึ� งประกอบดว้ยตวัไม่รู้ค่าจาํนวนมาก การคาํนวณอาจใช้

เวลาต่อเนื�องนานหลายวนั ความเขา้ใจในขั�นตอนของการคาํนวณในโปรแกรมคอมพิวเตอร์

เหล่านี� สามารถนําไปสู่แนวทางเพื�อลดเวลาในการคาํนวณได้เป็นอย่างมากโดยก่อให้เกิด

ผลลพัธ์ที�มีความเที�ยงตรงเท่าเทียมกนั ความไม่เขา้ใจในขั�นตอนการคาํนวณที�ใชใ้นโปรแกรม

คอมพิวเตอร์บางครั� งอาจนําไปสู่การไม่ได้มาซึ� งผลลพัธ์เลยหลงัจากใช้เวลาคาํนวณอย่าง

ต่อเนื�องเป็นเวลานาน  หรือหากไดผ้ลลพัธ์ อาจเป็นผลลพัธ์ที�ไม่มีความเที�ยงตรงกเ็ป็นได ้

   สาเหตุต่าง ๆ ขา้งตน้นี� เป็นการบงัคบัผูใ้ชโ้ปรแกรมในทางออ้มให้ตอ้งมีความรู้

ความเขา้ใจที�ค่อนขา้งลึกซึ� งในขั�นตอนของการวิเคราะห์ปัญหา ความรู้ความเขา้ใจเหล่านี� อาจ

หาไดจ้ากชั�นเรียน หรือจากการไดเ้คยแกปั้ญหาในทาํนองเดียวกนัมาหลายครั� ง ดงันั�น ในการ

จดัซื�อโปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านี� มาจากผูจ้าํหน่าย ผูจ้าํหน่ายจึงมกัรวมการเขา้ชั�นเรียน     

เพื�อฝึกฝน (training classes) เพื�อให้อยา่งนอ้ยเกิดความเขา้ใจพื�นฐานในการใชโ้ปรแกรมได้

อย่างถูกตอ้ง  อย่างไรก็ตาม วิธีที�ดีที�สุดยงัคงเป็นการสะสมความรู้พื�นฐานในวิชาต่าง ๆ จาก 

ชั�นเรียน ซึ� งถึงแมว้า่อาจใชเ้วลานานแต่จะทาํใหเ้กิดความเขา้ใจในกระบวนการต่าง ๆ ที�มีความ

ลึกซึ� งไดอ้ยา่งถาวรและสามารถนาํไปประยกุตใ์ชก้บัปัญหาอื�น ๆ ไดอี้กต่อไป 

 

   (จ) ประสบการณ์ในการใชเ้ครื�องคอมพิวเตอร์ ความสามารถในการใชเ้ครื�อง

คอมพิวเตอร์ได้อย่างมีประสิทธิภาพนั�น อาจกล่าวได้ว่าขึ�นอยู่กับเวลาที�ใช้ในการฝึกฝนที�

หน้าจอคอมพิวเตอร์ การใช้เวลาฝึกฝนที�หน้าจอคอมพิวเตอร์นานมากเท่าใดก็จะก่อให้เกิด

ประสบการณ์มากขึ�นเท่านั�น ประสบการณ์เหล่านี� ไม่สามารถเกิดขึ�นจากเพียงการนั�งฟังใน 

ชั�นเรียน แต่จะเกิดขึ�นจากการลงมือปฏิบติัดว้ยตนเอง สิ�งใดที�ทาํแลว้ไม่เกิดผลดีดงัที�ตั�งใจไวจึ้ง

เป็นบทเรียนอยา่งดีในการแกปั้ญหาครั� งต่อไป เมื�อแกปั้ญหาทางดา้นการคาํนวณที�เกี�ยวขอ้งกบั

โปรแกรมคอมพิวเตอร์นานมากขึ�น ประสบการณ์ก็จะสั�งสมพอกพูนมากขึ�น จนอาจไปถึงจุด

ที�ว่าไม่มีความมั�นใจในผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ใด ๆ จนกว่าจะพิสูจน์ได้

ดว้ยเหตุผลบางอยา่งจากประสบการณ์ของตนเอง 
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  จากองคป์ระกอบของความรู้ทั�ง 5 ประการ ดงัที�ไดอ้ธิบายมาขา้งตน้นี�  จึงสามารถ

เขา้ใจไดว้่า การแกปั้ญหาพลศาสตร์ของไหลดว้ยระเบียบวิธีเชิงคาํนวณนั�น ไม่ใช่ตอ้งมีความรู้

ในระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์หรือไฟไนต์วอลุมเท่านั�น แต่จาํเป็นตอ้งประกอบดว้ยความรู้

พื�นฐานรอบดา้นอีกหลายประการ ซึ� งตอ้งสั�งสมมาอย่างน้อยในช่วงระยะเวลาหนึ� ง ความรู้

ต่าง ๆ ดงักล่าวนี�  ไม่เพียงแต่ใชใ้นการแกปั้ญหาพลศาสตร์ของไหลไดเ้ท่านั�น แต่ยงัเปิดโอกาส

ในการแกปั้ญหาทางวศิวกรรมและวทิยาศาสตร์อื�น ๆ อีกเป็นจาํนวนมากที�ครอบคลุมดว้ยระบบ

สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย ภายใตเ้งื�อนไขขอบเขต และลกัษณะรูปทรงที�แตกต่างกนั 

 
 

1.4  บทสรุป 
 

   การแกปั้ญหาพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณไดเ้ขา้มามีบทบาทเป็นอยา่งมากต่อ

ทั�งการศึกษาและการออกแบบงานต่าง ๆ ทางวศิวกรรมในปัจจุบนั นบัตั�งแต่การคาํนวณสภาวะ

การไหลผ่านเครื�องบิน ผ่านรถยนตห์รือรถบรรทุก รวมทั�งผ่านใตท้อ้งเรือเพื�อวิเคราะห์แรงยก

และแรงฉุด การไหลผ่านใบพดัในปั�มนํ� า การไหลของอากาศและระดับอุณหภูมิในห้อง 

ปรับอากาศหรือในอาคารขนาดใหญ่ การทาํนายสภาวะอากาศผา่นพื�นที�กวา้ง หรือเพียงควบคุม

สภาวะของอากาศที�ไหลผ่านไมโครชิปเพื�อลดระดบัอุณหภูมิของอุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์ที�มี

ขนาดเล็ก ประโยชน์ของการแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหลด้วยการคาํนวณนี�  ก่อให้เกิด 

การคน้ควา้วิจยัอย่างกวา้งขวาง และนาํมาสู่โปรแกรมคอมพิวเตอร์สาํเร็จรูปที�จาํหน่ายกนัใน

ราคาสูง 

   บทที� 1 นี�  ไดอ้ธิบายในภาพกวา้งถึงปัจจยัหลกัที�สําคญั 3 ประการ อนันาํไปสู่

ผลลพัธ์ที�แตกต่างกนั ไม่ว่าจะเป็นปัญหาของไหล ปัญหาของแขง็ ปัญหาการถ่ายเทความร้อน

หรือปัญหาอื�น ๆ  ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นนั�นขึ�นอยูก่บั (ก) สมการเชิงอนุพนัธ์ที�อธิบายความเป็นจริง

ของปัญหานั�น; (ข) เงื�อนไขขอบเขตที�กาํหนดให้; และ (ค) ลกัษณะรูปร่างของปัญหา การ

แกปั้ญหาในทางปฏิบติัโดยทั�วไปนั�น ปัจจยัทั�งสามนี�ลว้นมีความซบัซอ้นในตวัเอง เช่น ระบบ

สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ และเงื�อนไขขอบเขตที�ซับซ้อนในปัญหาการไหล 

ประกอบกบัความซบัซ้อนในลกัษณะรูปร่างของปัญหา ทาํให้ไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรง 
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ไดใ้นทาํนองเดียวกนักบัที�เคยหาไดใ้นการเรียนบางวิชา ซึ� งเป็นสาเหตุทาํให้นิสิตนักศึกษา 

ไม่ค่อยไดต้ระหนกัถึงศกัยภาพและประโยชน์เบื�องลึกของพลศาสตร์การไหลเท่าที�ควร 

   ดงันั�น การแกปั้ญหาดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขผสมผสานกบัการใชค้อมพิวเตอร์

เพื�อหาผลเฉลยโดยประมาณ  จึงเป็นวิธีเดียวที�ก่อให้เกิดผลลพัธ์ที�มีความหมายและคุณค่า

ในทางปฏิบัติได้ แต่กระบวนการที�จะนําไปสู่ผลลัพธ์ดังกล่าวนี�  ผูว้ิเคราะห์จาํเป็นต้องมี

องค์ประกอบของความรู้ในหลาย ๆ ด้านซึ� งสามารถจําแนกออกได้เป็น 5 ประการ คือ 

(ก) ความรู้ความเข้าใจในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยรวมทั� งความหมายทางกายภาพ; 

(ข) ความรู้ในพื�นฐานของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขต่าง ๆ ที�จาํเป็นตอ้งใชป้ระกอบในระหว่างทาํ

การคาํนวณ; (ค) ความรู้ในระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตห์รือไฟไนตว์อลุม ซึ� งสามารถจาํลอง

รูปร่างของปัญหาที�มีรูปร่างซบัซ้อนไดโ้ดยง่าย แต่ในขณะเดียวกนัก็มีความซับซ้อนในตวัเอง

เมื�อเปรียบเทียบกบัวิธีผลต่างสืบเนื�อง; (ง) ความเขา้ใจโดยสังเขปในโปรแกรมคอมพิวเตอร์ 

เพื�อช่วยปรับปรุงประสิทธิภาพของการคาํนวณและความมั�นใจในความถูกตอ้งของผลลพัธ์ 

ที�ได;้ และ (จ) ประสบการณ์ในการใชเ้ครื�องคอมพิวเตอร์ ซึ� งขึ�นอยู่กบัการฝึกฝนดว้ยตนเอง 

องคป์ระกอบทั�ง 5 ประการนี�  ไม่เพียงแต่จะทาํให้ผูว้ิเคราะห์สามารถแกปั้ญหาพลศาสตร์ของ

การไหลด้วยการคาํนวณได้เท่านั�น แต่ยงัเปิดโอกาสให้ผูน้ั� นสามารถวิเคราะห์ปัญหาทาง

วศิวกรรมและวทิยาศาสตร์อื�น ๆ ดว้ยระเบียบวธีิการคาํนวณไดอี้กดว้ยเช่นกนั 

   
 





 
 

               บทที� 

 2 
 

 

สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการไหล 
 
 
 

2.1  บทนํา 
 

  การวิเคราะห์ปัญหาใด ๆ ทางวิศวกรรมศาสตร์หรือวิทยาศาสตร์ ลกัษณะของ

ผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นดงัที�ไดอ้ธิบายไวใ้นบทที� 1 โดยปกติขึ�นอยู่กบัองคป์ระกอบหลกั 3 ประการ 

คือ ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย เงื�อนไขขอบเขตของปัญหานั�น และลกัษณะรูปร่างของปัญหา 

สาํหรับการแกปั้ญหาพลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณนั�น ความเขา้ใจในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์

ย่อยของการไหลนับไดว้่าเป็นหัวใจที�สําคญั ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยเหล่านี� อธิบายถึง

ความเป็นจริงของการไหลซึ� งตอ้งเกิดการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และพลงังาน สมการเหล่านี�

ลว้นประกอบดว้ยพจน์ที�อยู่ในรูปแบบของค่าอนุพนัธ์ต่าง ๆ กนั ดงันั�น จึงเป็นสิ�งจาํเป็นที�

จะตอ้งทาํความเขา้ใจและคุน้เคยกับระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยเหล่านี� ก่อน โดยไม่มอง

สมการเหล่านี� เพียงแต่ในแง่ลักษณะของสมการทางคณิตศาสตร์ แต่จาํเป็นต้องเข้าใจถึง

ความหมายทางกายภาพของพจน์ต่าง ๆ ในสมการเหล่านี�ดว้ย ความเขา้ใจดงักล่าวไม่เพียงที�จะ

นาํไปสู่ความสาํเร็จในการแกปั้ญหาเท่านั�น แต่ยงัช่วยทาํใหเ้กิดผลลพัธ์ที�มีความถูกตอ้งแม่นยาํ 

และสามารถอธิบายได ้ซึ�งจะนาํไปสู่ความเขา้ใจในปัญหาไดดี้ยิ�งขึ�น 

  เพื�อใหเ้กิดความเขา้ใจในความหมายทางกายภาพ (physical meaning) ของแต่ละ

พจน์ในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยไดโ้ดยง่าย รวมทั�งที�มาของพจน์เหล่านี�  บทนี� จะแสดง
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ขั�นตอนการประดิษฐ์สมการสาํหรับการไหลใน 2 มิติ ซึ� งช่วยลดจาํนวนพจน์ต่าง ๆ และความ

ยาวของสมการลงไปไดอ้ย่างมากเมื�อเปรียบเทียบกบัการไหลใน 3 มิติ อย่างไรก็ตาม ความ

เขา้ใจที�เกิดขึ�น สามารถนําไปขยายต่อในการประดิษฐ์สมการสําหรับการไหลใน 3 มิติได้

โดยตรง  เพียงแต่ใชเ้วลามากขึ�นเนื�องจากสมการต่าง ๆ เหล่านั�นมีความยาวและประกอบดว้ย

พจน์ต่าง ๆ เพิ�มขึ�นไปอีกหนึ� งมิติเท่านั�น พจน์ต่าง ๆ ในสมการเหล่านี� ต่างอยู่ในรูปแบบของ

พจน์เชิงอนุพนัธ์ (derivative) ซึ� งอาจไม่ค่อยรู้สึกคุน้เคยในการเริ�มศึกษาใหม่ ๆ แต่ความเขา้ใจ

ในความหมายทางกายภาพของพจน์ต่าง ๆ เหล่านี�ลว้นมีความจาํเป็นและสาํคญัต่อการแกปั้ญหา

พลศาสตร์ของไหลเชิงคาํนวณมาก เพราะหัวใจของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที�ประดิษฐ์ขึ�น 

ในปัจจุบันคือการลงไปแก้ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยในลักษณะเช่นนี� ทั� งนั� น  ดังนั� น  

ความถูกตอ้งและความเที�ยงตรงของผลลพัธ์ที�เกิดขึ�นจึงจาํเป็นตอ้งอาศยัความรู้ความเขา้ใจ 

ในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเหล่านี� เป็นอยา่งมาก 
 
 

2.2  ค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์ 
 

  ค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์ (substantial derivative) เป็นสิ�งที�จาํเป็นตอ้งทาํความเขา้ใจ

ในความหมายก่อนเริ�มทาํการประดิษฐ์ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยของการไหล เพื�ออธิบาย

ความหมายของค่านี�  รูป 2.1 แสดงเส้นทางเดินของกอ้นของไหลกอ้นเล็ก ๆ จากตาํแหน่ง 1 ที�

เวลา 1t  ไปยงัตาํแหน่ง 2 ที�เวลา 2t  บนระนาบ x-y โดยบนระนาบนี�  กาํหนดให ้ î  และ ĵ  เป็น

เวกเตอร์หนึ� งหน่วย (unit vector) ในทิศแกน x และ y ตามลาํดบั กอ้นของไหลนี� มีความเร็ว 

1V


 ที�ตาํแหน่ง 1 และ 2V


 ที�ตาํแหน่ง 2 ความเร็วเหล่านี� ต่างเป็นปริมาณเวกเตอร์ ซึ� งสามารถ

เขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบทั�วไปไดคื้อ 

  V


 =   jviu ˆˆ                          (2.1) 

โดย u และ v เป็นความเร็วยอ่ยในทิศแกน x และ y ตามลาํดบั  ความเร็วยอ่ย u และ v นี�  ขึ�นอยู่

กบัตาํแหน่งของโคออร์ดิเนต x, y และเวลา t คือ 

      u =    tyxu ,,                        (2.2ก) 

         v =    tyxv ,,    (2.2ข) 
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รูป 2.1  เสน้ทางเดินของของไหลกอ้นเลก็ ๆ จากตาํแหน่ง 1 ที�เวลาเวลา 1t  

          ไปยงัตาํแหน่ง 2 ที�เวลา 2t   

 

  ในขณะที�กอ้นของไหลนี� เคลื�อนที�ไปนั�น ค่าคุณสมบติัต่าง ๆ ของกอ้นของไหลนี�

ก็จะเปลี�ยนแปลงไปโดยขึ�นอยูก่บัตาํแหน่งโคออร์ดิเนตและเวลาดว้ย ยกตวัอยา่งเช่น ค่าความ

หนาแน่น (density) 

       =    tyx ,,  (2.3ก) 

โดยที�ค่าความหนาแน่นของกอ้นของไหลที�ตาํแหน่ง 1 นี�  คือ 

      1  =    111 ,, tyx   (2.3ข) 

และเมื�อกอ้นของไหลเคลื�อนไปถึงตาํแหน่ง 2 ค่าความหนาแน่นคือ 

   2  =    222 ,, tyx  (2.3ค) 

และเนื�องจากการเปลี�ยนแปลงนี� เป็นไปอย่างต่อเนื�อง (continuous) ค่าความหนาแน่น 

ที�ตาํแหน่ง 2 สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของค่าความหนาแน่นที�ตาํแหน่ง 1 โดยใช้อนุกรม 

เทยเ์ลอร์ (Taylor series) ดงันี�  

  j ˆ

  i ˆ

1 t

y 

x

2 t

Position 2

1Position

1V


2V

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             (2.4) 

โดย H.O.T. แทนพจน์ต่าง ๆ ที�ประกอบดว้ย ,x y  และ t  ที�มีอนัดบัสูงขึ�นไป (Higher 

Order Terms) หากยา้ย 1  มายงัดา้นซา้ยของสมการ แลว้ทาํการหารตลอดดว้ย t  จะได ้

        
t

 12 
  =  

t

x

x 


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


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      (2.5) 

และเมื�อ 0t  กล่าวคือ ตาํแหน่ง 2 นั�น เลื�อนเขา้สู่ตาํแหน่ง 1 พจน์ต่าง ๆ ในสมการ (2.5) 

จะมีค่าดงัต่อไปนี�  

  
0t

lim
t

 12 
 =   

Dt
D

    (2.6) 

     
0t

lim
t
x




 =   u     (2.7) 

     
0t

lim
t
y




 =   v     (2.8) 

และพจน์ H.O.T. ซึ� งยงัประกอบดว้ย ,x y  และ t  ต่างลู่เขา้สู่ศูนย ์ ดงันั�น สมการ (2.5) 

จึงกลายมาเป็น 

     
Dt
D

  =  
ty

v
x

u









 

             (2.9) 

  แต่ละพจน์ในสมการ (2.9) นี� ต่างมีความหมายทางกายภาพ พจน์ DtD  ทาง

ดา้นซ้ายของสมการแทนอตัราการเปลี�ยนแปลงของค่าความหนาแน่นในขณะที�กอ้นของไหล

นั�นเคลื�อนผ่านตาํแหน่งที� 1 กล่าวคือ ผูส้ังเกตจบัตามองตามกอ้นของไหลนี� ไปตลอด และเห็น

การเปลี�ยนแปลงโดยรวมของค่าความหนาแน่นในก้อนของไหลนี�  พจน์ดังกล่าวซึ� งมี

ความหมายทางกายภาพเช่นนี� อยู่ในรูปแบบเชิงอนุพนัธ์ DtD  ซึ� งมีคาํจาํกดัความ (defini-

tion) ของการเปลี�ยนแปลงโดยสัมบูรณ์ไปตลอดการไหลผ่านตาํแหน่งใด ๆ  ค่าอนุพนัธ์

สัมบูรณ์ เช่น DtD  นี� มีความหมายต่างไปจากค่าเชิงอนุพนัธ์ t  ซึ� งเป็นพจน์สุดทา้ย

ทางด้านขวาของสมการ (2.9)  ค่า t  หมายถึงอัตราการเปลี�ยนแปลงของค่าความ

หนาแน่นในของไหลกอ้นใด ๆ ที�ไหลผ่านตาํแหน่งที� 1 นั�น กล่าวคือ คราวนี�ผูส้ังเกตจบัตานิ�ง

อยู่ที�ตาํแหน่ง 1 ตลอดเวลาเพื�อดูการเปลี�ยนแปลงของค่าความหนาแน่นของกอ้นของไหล

ต่าง ๆ ที�ไหลผ่านไป จากคาํอธิบายนี� จึงเห็นได้ว่าพจน์เชิงอนุพนัธ์ DtD  และ t  นี� มี

ความหมายทางกายภาพที�ต่างกนั และมีค่าที�ต่างกนัดงัเห็นไดช้ดัจากสมการ (2.9) 
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  ความสัมพนัธ์ดงัแสดงในสมการ (2.9) สามารถประยกุตเ์ขา้กบัค่าของคุณสมบติั

อื�น ๆ  ดงันั�น จึงสามารถเขียนสมการของความสมัพนัธ์นี�โดยทั�วไปไดว้า่ 

  
Dt
D

       
y

v
x

u
t 











            (2.10) 

หรือ   
Dt
D

       

 

V
t

    (2.11) 

โดย  


    j
y

i
x

ˆˆ







            (2.12) 

สมการ (2.11) สามารถช่วยย ํ�าความเขา้ใจในคาํอธิบายในยอ่หนา้ที�แลว้มากยิ�งขึ�น พจน์ทา้ยทาง

ดา้นขวาของสมการนี�  คือ 

   


V    =     















 j
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x
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  =   
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x

u








             (2.13) 

ซึ� งประกอบด้วย 2 พจน์ย่อยที�มีความเร็วในแต่ละแนวแกนคูณนําหน้าอยู่ ความหมายทาง

กายภาพจึงเกี�ยวขอ้งกบัการพา และเนื�องจากพจน์ทั�งสองนี� ประกอบดว้ยค่าอนุพนัธ์ จึงเรียก

พจน์ดงักล่าวนี� ว่าเป็นพจน์เชิงอนุพนัธ์เนื�องจากการพา (convective derivative) เราจะพบว่า

พจน์ดังกล่าวนี� มีบทบาทเป็นอย่างยิ�งในการแก้ปัญหาพลศาสตร์ของไหลด้วยการคาํนวณ 

บทบาทอย่างแรกที�สามารถเห็นไดโ้ดยชดัเจนในเบื�องตน้นี� ก็คือ ค่าสัมประสิทธิ� ของพจน์นี�

ประกอบดว้ยความเร็ว u และ v ซึ� งต่างเป็นตวัไม่รู้ค่าในการแกปั้ญหาการไหล ดงันั�น เมื�อพจน์

เช่นนี�ปรากฏอยูใ่นสมการใด สมการนั�นจึงเป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น (nonlinear equation) 

อนัเป็นผลโดยตรงต่อความซับซ้อนยากลาํบากในการแก้ปัญหา ไม่ว่าจะใช้ระเบียบวิธีเชิง

วเิคราะห์ (analytical method) หรือระเบียบวธีิเชิงตวัเลข (numerical method) ใด ๆ 

  เมื�อเราจบัตามองกอ้นของไหลกอ้นหนึ�งเคลื�อนตวัไปโดยตลอด ค่าคุณสมบติัของ

ก้อนของไหลนี� เปลี�ยนแปลงไปโดยตลอดเช่นกัน ไม่ว่าจะเป็นค่าของความหนาแน่น ,

ความเร็ว u และ v และอุณหภูมิ T ก่อให้เกิดค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์ DtD , DtDu , DtDv  

และ DtDT  ที�สอดคลอ้งกนัขึ�นตามลาํดบั ยกตวัอยา่งเช่น ค่าอนุพนัธ์สมับูรณ์ของอุณหภูมิ 

  
Dt
DT

 =    TV
t

T




 
      (2.14) 
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




  (2.15) 

หมายถึง อุณหภูมิที�เปลี�ยนแปลงไปทั�งหมด (พจน์ทางดา้นซ้ายมือ) ของกอ้นของไหลหนึ� งซึ� ง

เราจบัตามองไปตามการเคลื�อนตวัของกอ้นของไหลนั�น ประกอบดว้ยอุณหภูมิที�เปลี�ยนแปลง

ไป ณ ที�ตาํแหน่งหนึ�ง (พจน์แรกทางดา้นขวามือ) บวกกบัอุณหภูมิที�เปลี�ยนแปลงไปเนื�องจาก

การพาในขณะที�ก้อนของไหลเคลื�อนตวัผ่านตาํแหน่งนั�น (พจน์ในวงเล็บทางดา้นขวามือ)      

เป็นตน้ สมการ (2.15) นี�อาจอธิบายเพื�อใหเ้กิดภาพพจน์ไดดี้ยิ�งขึ�น  ดว้ยการใชต้วัอยา่งต่อไปนี�  

สมมุติว่าเรากาํลงัเดินผ่านประตูเขา้ห้องปรับอากาศ ตวัเราจะรู้สึกเยน็ลง ความรู้สึกที�เกิดขึ�นนี�

คือพจน์เชิงอนุพนัธ์ของการพา (convective term ในวงเลบ็ทางดา้นขวามือ) เนื�องจากการเดิน

จากที�ร้อนผ่านประตูดว้ยความเร็ว u และ v เขา้สู่ห้องปรับอากาศที�เยน็กว่า ในขณะเดียวกนัที�

ตาํแหน่งของประตูนั�นมีละอองนํ� าเยน็พ่นลงใส่ตวัดว้ย ก่อใหเ้กิดการเปลี�ยนแปลงของอุณหภูมิ

ที�ลดลงไปอีก (พจน์แรกทางดา้นขวามือ)  ดงันั�น ความรู้สึกของอุณหภูมิที�ลดลงทั�งหมด (พจน์

ทางด้านซ้ายมือ) จึงประกอบด้วยการเปลี�ยนแปลงของอุณหภูมิขณะเดินเขา้ห้องที�เย็นนั�น

ผสมผสานกบัความเยน็จากละอองนํ�าที�ประตูพน่เขา้ใส่ตวั เป็นตน้ 

  สมการ (2.14) เป็นสมการที�เคยพบเห็นกนัมาโดยตลอดในการเรียนวิชาต่าง ๆ ที�

เกี�ยวขอ้งกบัสมการเชิงอนุพนัธ์ในระดบัปริญญาตรี กล่าวคือ อุณหภูมิของกอ้นของไหลนั�น

ขึ�นอยูก่บัตาํแหน่งโคออร์ดิเนตและเวลา ดงันี�  

 T =    tyxT ,,   (2.16) 

หากประยกุตก์ฎลูกโซ่ (chain rule)  ลงในสมการนี�  จะได ้

 dT  =   dt
t
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
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

  (2.17) 

แลว้ทาํการหารสมการนี�ตลอดดว้ย dt จะได ้
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  (2.18) 

แต่เพราะวา่ dtdx  = u และ dtdy  = v ดงันั�น 
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  (2.19)
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โดย dtdT  ทางดา้นซ้ายของสมการนี� เรียกว่าค่าอนุพนัธ์รวม (total derivative) ซึ� งมีความ-

หมายเช่นเดียวกนักบัค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์ (substantial derivative) ที�กล่าวมาขา้งตน้เพราะ

พจน์ต่าง ๆ ทางด้านขวาของสมการ (2.19) และ (2.15) นั�นเหมือนกัน อย่างไรก็ตาม การ

อธิบายค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์ในสมการ (2.15) ก่อใหเ้กิดภาพพจน์ของความหมายทางกายภาพที�

สามารถเขา้ใจไดดี้กว่า อนัจะนาํไปสู่ความเขา้ใจในการประดิษฐ์ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย

ต่าง ๆ รวมทั�งกระบวนการแกปั้ญหาพลศาสตร์ของไหลดว้ยการคาํนวณต่อไป 

 
 

2.3  สมการเชิงอนุรักษ์มวล 
 

  สมการต่าง ๆ ในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยของการไหลตอ้งแสดงถึงความเป็น

จริงที�มีความหมายทางกายภาพและสามารถทาํความเขา้ใจไดโ้ดยง่าย สมการแรกในระบบ

สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการไหลนี� เป็นสมการของการอนุรักษ์มวล (conservation of 

mass) ซึ� งมีความหมายให้เขา้ใจไดง่้าย ๆ ว่า มวลนั�นไม่สูญหายไป การประดิษฐ์สมการเชิง

อนุรักษนี์�สามารถทาํไดโ้ดยง่ายหากพิจารณาการไหลผ่านกรอบเล็ก ๆ ขนาดกวา้ง dx และ dy  

ซึ� งมีความลึกหนึ�งหน่วยดงัแสดงในรูป 2.2 ณ ตาํแหน่งใดตาํแหน่งหนึ�งที�ตรึงอยูใ่นโดเมนของ

การไหล 

 

รูป 2.2  รูปแบบแสดงฟลกัซ์ของมวลผา่นกรอบขนาดเลก็ที�ตรึงอยูใ่นโดเมนของการไหล 

         เพื�อใชใ้นการประดิษฐส์มการเชิงอนุรักษม์วล 
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  ตลอดขอบซ้าย dy ของกรอบเล็ก ๆ นี� มีปริมาณฟลกัซ์ของมวลที�ไหลเขา้เท่ากบั 

 dyu  เนื�องจากทั� งความหนาแน่น  และความเร็ว u นั�นเปลี�ยนแปลงไปตลอด ดังนั�น

ปริมาณฟลกัซ์ของมวลที�ไหลออกทางดา้นขวาของกรอบคือ    dydxxuu    นั�นคือ 

ปริมาณฟลกัซ์ของมวลที�เพิ�มขึ�นในทิศแกน x ผา่นขอบ dy ของการไหลผา่นกรอบเลก็ ๆ นี� คือ 
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u 


 









  =   
 

dydx
x

u



 
    (2.20) 

ทาํนองเดียวกนั ปริมาณฟลกัซ์ของมวลที�เพิ�มขึ�นในการไหลผา่นขอบ dx ล่างไปยงัขอบบนคือ 
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    (2.21) 

และเนื�องจากปริมาณมวลในกรอบเลก็ ๆ นี� คือ  dx dy  ดงันั�น อตัราการเปลี�ยนแปลงของมวล

หรือปริมาณฟลกัซ์ของมวลที�ลดลงไปคือ 

      dx dy
t





            (2.22) 

แต่เนื�องจากมวลในกรอบเลก็ ๆ นี�ตอ้งไม่เกิดการสูญหาย ดงันั�น จึงหมายความวา่ปริมาณฟลกัซ์

ของมวลที�เพิ�มขึ�นจากการไหลผ่านขอบ dx และ dy จาํเป็นตอ้งเท่ากบัปริมาณฟลกัซ์ของมวล

ในกรอบเลก็ ๆ ที�ลดลงในนั�น นั�นคือ 

 
   u v

dx dy dx dy
x y

  


 
 =   dx dy

t





   

ทาํการหารสมการนี�ตลอดดว้ย dx dy แลว้ยา้ยขา้งจะได ้

   
   u v

t x y

     
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 =   0  (2.23) 

หรือ 

  V
t





 



 
 =   0 (2.24) 

  สมการ (2.24) นี� คือสมการเชิงอนุรักษม์วล ซึ� งเป็นสมการพื�นฐานของความเป็น

จริงสมการแรกในระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการไหล โดยบ่งบอกว่ามวลนั�นไม่มีการ 

สูญหายไปไหน สมการดงักล่าวนี�อยูใ่นรูปแบบของพจน์เชิงอนุพนัธ์อนัดบัหนึ�ง อนัประกอบดว้ย

ตัวไม่รู้ค่า (unknown) ถึง 3 ค่า คือ , u และ v ซึ� งต่างเปลี�ยนแปลงไปได้ตลอดโดเมนของ 
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การไหล ดงันั�น สมการเชิงอนุรักษม์วลนี� เพียงสมการเดียวจึงไม่สามารถใชแ้กปั้ญหาได ้และ

จาํเป็นตอ้งประดิษฐส์มการของความเป็นจริงอื�น ๆ ในการไหลเพิ�มเติมขึ�นอีก 

 
 

2.4  สมการเชิงอนุรักษ์โมเมนตมั 
 

  ความเป็นจริงชนิดที�สองของการไหลโดยทั�วไปที�สามารถนาํมาประดิษฐ์ขึ�นเป็น

สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเพิ�มเติมไดน้ั�นมาจากการใชก้ฎขอ้ที�สองของนิวตนั (Newton’s second 

law) ที�กล่าวว่า แรงเท่ากบัมวลคูณดว้ยอตัราเร่ง ดงันั�น ในการใชก้ฎขอ้ที�สองของนิวตนัที�ตอ้ง

มีความสัมพนัธ์กบัการเร่ง เราจะพิจารณามวลซึ� งมีขนาดกวา้ง dx และ dy โดยมีความลึกหนึ� ง

หน่วยดงัแสดงในรูป 2.3  ซึ� งกาํลงัเคลื�อนที�ไปกบัการไหล 

 

 

รูป 2.3  รูปแบบแสดงแรงต่าง ๆ ในทิศแกน x ที�กระทาํบนกอ้นของไหลซึ�งเคลื�อนที� 

                   ไปกบัการไหลเพื�อใชใ้นการประดิษฐส์มการเชิงอนุรักษโ์มเมนตมั 

 

  เพื�อใหง่้ายแก่การทาํความเขา้ใจในการประดิษฐส์มการต่อไป รูป 2.3 นี�แสดงแรง

ต่าง ๆ ที�กระทาํในทิศแกน x เท่านั�น กฎขอ้ที�สองของนิวตนัเมื�อพิจารณาในทิศแกน x  คือ 

   xF  =   xma   (2.25) 

โดย xF  คือแรงรวมในทิศแกน x, m คือมวลของกอ้นของไหลนี�  และ xa  คือความเร่งของมวล

ในทิศแกน x  
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  แรงรวมในทิศแกน x ประกอบด้วยแรงที�กระทาํที�ผิวต่าง ๆ (surface forces) 

และแรงเนื� องจากนํ� าหนักของตัวเอง (body force)  สําหรับแรงที�กระทําที�ผิวนั� นย ัง

ประกอบดว้ยแรงอนัเนื�องมาจากความดนั p, ความเคน้ตั�งฉาก (normal stress) x  และความ

เคน้เฉือน (shear stress) yx   สําหรับความเคน้เฉือนนี� ตวัห้อยแรก (y ในที�นี� ) ระบุดา้นที�ตั�ง

ฉากกบัแกน y ซึ� งมีความเคน้เฉือนนี� กระทาํอยู่ ส่วนตวัห้อยหลงั (x ในที�นี� ) ระบุทิศทางของ

ความเคน้เฉือนที�กระทาํ  ดงันั�น แรงรวมที�กระทาํที�ผวิต่าง ๆ ในทิศแกน x ของกอ้นมวลนี� คือ 

p
p p dx dy

x

       
  x

x xdx dy
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 
 
 
 
 

     
  

yx

yx yxdy dx
y


 
 
 
 
 
 

 
    

 

             (2.26) 

ส่วนแรงอนัเนื�องมาจากนํ�าหนกัของตวัเองในทิศแกน x  คือ 

           xf dx dy   (2.27) 

ดงันั�น แรงรวมทั�งหมดในทิศแกน x ที�เกิดจากพจน์ต่าง ๆ ในสมการ (2.26) และ (2.27)  คือ 

  xF   =       
yxx

x

p
dx dy f dx dy

x x y




 
       

  (2.28) 

ในขณะที�มวลของกอ้นของไหลนี� คือ 

      m   =    dx dy    (2.29) 

  ค่าความเร่ง xa  ของมวลในสมการ (2.25) คืออตัราการเปลี�ยนแปลงของความเร็ว 

u ของมวลที�กาํลงัเคลื�อนที�นั�นต่อเวลา เนื�องจากเรากาํลงัจบัตาเฝ้าดูมวลนี� ที�กาํลงัเคลื�อนที�ไปกบั

การไหล ดงันั�น ความเร่ง xa  นี� คือ ค่าอนุพนัธ์สมับูรณ์ของ u  กล่าวคือ 

     xa   =   
Du

Dt
  (2.30) 

แทนสมการ (2.28)-(2.30) ลงในกฎขอ้ที�สองของนิวตนัสมการ (2.25) แลว้หารตลอดดว้ย     

dx dy  จะได ้

  
Du

Dt
  =         

yxx
x

p
f

x x y





   
  

          (2.31ก) 

 ในทํานองเดียวกัน กฎข้อที�สองของนิวตันในทิศแกน y ก่อให้เกิดสมการ            

เชิงอนุพนัธ์ที�สอดคลอ้งกนั ดงันี�  
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xy y

y

p
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y x y
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   
  

          (2.31ข)
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สมการ (2.31ก-ข) นี� เรียกว่าสมการนาเวียร์-สโตกส์ (Navier-Stokes equations) เพื�อเป็น

เกียรติแก่ชาวฝรั�งเศสชื�อ M. Navier และชาวองักฤษชื�อ G. Stokes ซึ� งต่างประดิษฐ์สมการนี�

ขึ�นมาไดเ้ช่นเดียวกนั 

  สมการนาเวียร์-สโตกส์ (2.31ก-ข) ต่างอยูใ่นรูปแบบของค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์อนั

เนื�องมาจากการประดิษฐส์มการโดยการจบัตามองกอ้นมวลของไหลที�เคลื�อนตวัไป ค่าอนุพนัธ์

สมับูรณ์นี�สามารถแปลงใหอ้ยูใ่นรูปแบบของค่าอนุพนัธ์ธรรมดาซึ� งเปรียบเสมือนผูส้งัเกตจบัตา

นิ�งอยู่ที�ตาํแหน่งใดตาํแหน่งหนึ� งแลว้เฝ้ามองการเปลี�ยนแปลงของของไหลที�เคลื�อนที�ผ่านไป 

โดยใชค้วามสมัพนัธ์ในสมการ (2.11) ประยกุตเ์ขา้กบัความเร็ว u  ดงันี�  

          
Du

Dt
  =     

u
V u

t


 



 
   (2.32) 

ดงันั�น 
Du

Dt
    =     

u
V u

t
 


 


 
  (2.33) 

นั�นคือ พจน์ทางดา้นซา้ยมือของสมการนาเวียร์-สโตกส์ที�อยูใ่นรูปแบบของค่าอนุพนัธ์สัมบูรณ์

สามารถแทนดว้ยพจน์ทั�งสองทางดา้นขวามือของสมการ (2.33) นี� ซึ� งอยู่ในรูปแบบของค่า

อนุพนัธ์ธรรมดา และสามารถนาํไปใชร่้วมกบัสมการเชิงอนุรักษม์วล (2.24) เพื�อใชว้ิเคราะห์

ปัญหาได ้เพราะทุกพจน์ในสมการต่าง ๆ เหล่านี�ลว้นอยูใ่นรูปแบบของค่าอนุพนัธ์ธรรมดาแลว้  

อยา่งไรก็ตาม พจน์ทั�งสองทางดา้นขวามือของสมการ (2.33) นี� ยงัสามารถทาํให้อยูใ่นรูปแบบ

ที�ง่ายและสะดวกมากขึ�นอีกโดยใชค้วามสมัพนัธ์ของสมการดงัต่อไปนี�    

เนื�องจาก  
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t t
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t t

  
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 
  (2.34) 

และเนื�องจาก     uV
 

 =   ( )  ( )u V V u   
   

   

ดงันั�น   V u 
 

  =   ( )  ( )uV u V   
   

  (2.35) 

แทนสมการ (2.34) และ (2.35) ลงในสมการ (2.33) จะได ้
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 (2.36) 

แต่เนื�องจากผลรวมของ 2 พจน์ในวงเล็บสี� เหลี�ยมนั�นมีค่าเท่ากบัศูนยต์ามสมการเชิงอนุรักษ์

มวล (2.24) ดงันั�น สมการ (2.36) จึงกลายมาเป็น 
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 (2.37) 

แทนสมการ (2.37) นี�ลงในสมการ (2.31ก) จะได ้
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   (2.38ก) 

ในทาํนองเดียวกนั สมการ (2.31ข) สามารถเขียนไดเ้ป็น 

            
 

   
v

vV
t





  



 
 =         

xy y

y

p
f

y x y

 


 
   
  

   (2.38ข) 

สมการ (2.38ก-ข) นี� เรียกว่า สมการนาเวียร์-สโตกส์ที�อยู่ในรูปแบบอนุรักษ ์(conservation 
form) 

  พจน์ทางด้านขวามือของสมการนาเวียร์-สโตกส์นี�  ประกอบด้วยค่าความเคน้ 

ตั�งฉากและความเคน้เฉือน ซึ� งจาํเป็นตอ้งถูกเขียนให้อยูใ่นรูปแบบของความเร็วในแกนต่าง ๆ 

กนั ในปลายคริสตศ์ตวรรษที� 17 ไอแซ็ก นิวตนั (Isaac Newton) ไดเ้สนอวา่ ค่าความเคน้เหล่านี�

แปรผนัโดยตรงกบัการเปลี�ยนแปลงของความเร็ว (velocity gradient) ขอ้เสนอนี�พบวา่สามารถ

ใชไ้ดก้บัของไหลทั�วไปในทางปฏิบติั ทาํใหเ้ป็นที�ยอมรับและเรียกของไหลที�มีคุณสมบติัเช่นนี�วา่ 

ของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) ข้อเสนอดังกล่าวก่อให้เกิดความสัมพันธ์

ระหวา่งค่าความเคน้และความเร็ว ดงันี�   

     x    =    
u

  2V
x

 

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 
          (2.39ก) 

      y    =    
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          (2.39ข) 

และ     xy  =   yx    =   
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โดย  แทนค่าความหนืดพลศาสตร์ (dynamic viscosity) หรือบางครั� งถูกเรียกว่าค่าความ

หนืดที�หนึ� ง (first viscosity) และ  คือค่าความหนืดที�สอง (second viscosity) ซึ� งสโตกส์

ไดต้ั�งสมมุติฐาน (Stokes’s hypothesis) ไวว้า่ 

      =   
2

3
   (2.40) 

และพบวา่สมมุติฐานดงักล่าวนี� ใชไ้ดดี้หากของไหลนั�นเป็นแก๊ส (gas) แต่หากของไหลนั�นเป็น

ของเหลว (liquid) ซึ� งโดยมากการไหลสําหรับปัญหาทั�ว ๆ ไปนั� นจะไม่เกิดการอัดตัว 

(incompressible) กล่าวคือ ค่าความหนาแน่น  นั�นคงที� สมการอนุรักษม์วล (2.24) จึงลดรูป

ลงเป็น V


 = 0 หรือ Vdiv


= 0 ทาํให้ค่าความหนืดที�สอง  นี� ไม่ได้ถูกนํามาใช้ในการ

คาํนวณ และความเค้นตั� งฉากในสมการ (2.39ก-ข) จึงมีค่าเป็น 2 เท่าของค่าความหนืด

พลศาสตร์คูณกบัค่าการเปลี�ยนแปลงของความเร็ว ดว้ยเหตุผลดงักล่าวนี� เอง ทาํให้การคน้ควา้

หาความจริงของค่าความหนืดที�สอง  ไม่ค่อยไดรั้บความสนใจ  จึงไม่เกิดความชดัเจนและ

ไม่ไดรั้บการยนืยนัโดยแน่ชดัตราบจนทุกวนันี�  

  เมื�อแทนค่าความเคน้ต่าง ๆ ที�อยูใ่นรูปของความเร็วจากสมการ (2.39ก-ค) ลงใน

สมการ (2.38ก-ข) ก่อให้เกิดสมการนาเวียร์-สโตกส์ที�อยู่ในรูปแบบอนุรักษ์ ซึ� งสามารถ

นาํไปใชแ้กปั้ญหาไดด้งันี�  
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     (2.41ก) 
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  สมการ (2.41ก-ข) นี�  แสดงถึงความซบัซอ้นของสมการนาเวียร์-สโตกส์ซึ� งพจน์

ต่าง ๆ นั�นอยู่ในรูปแบบของค่าอนุพนัธ์ของตัวไม่รู้ค่า ยิ�งไปกว่านั�น พจน์ที�สองและสาม

ทางด้านซ้ายมือของสมการทั� งสองนี� ต่างเป็นพจน์แบบไม่เชิงเส้น (nonlinear terms) ซึ� ง

ก่อใหเ้กิดความซบัซอ้นต่อเนื�องในการแกร้ะบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเช่นนี� ไม่วา่จะดว้ยการ

ใชร้ะเบียบวธีิเชิงตวัเลขแบบใด ๆ กต็าม 
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2.5  สมการเชิงอนุรักษ์พลงังาน 

 

  การไหลหลายชนิด เช่น การไหลผ่านยานอวกาศที�ขบัเคลื�อนดว้ยความเร็วสูง

หลายเท่าของเสียง ไปจนถึงการไหลของอากาศร้อนใตห้ลงัคานั�น ความเร็วของการไหลและ

อุณหภูมิที�เปลี�ยนแปลงไปในของไหลนั�นต่างขึ�นอยูแ่ก่กนัและกนั ดงันั�น ความจริงชนิดที�สาม

ของการไหลใด ๆ ที�สามารถนาํมาใชเ้พื�อประดิษฐ์สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยเพิ�มเติมไดอี้กนั�นคือ

กฎที�วา่พลงังานนั�นไม่สูญหายไป (conservation of energy) รูป 2.4 แสดงมวลที�มีขนาดกวา้ง 

dx และ dy โดยมีความลึกหนึ�งหน่วยซึ�งกาํลงัเคลื�อนที�ไปกบัการไหล 
 

 

รูป 2.4  รูปแบบแสดงงานที�เกิดขึ�นและปริมาณฟลกัซ์ในทิศแกน x ที�ไหลผา่นกอ้นมวล 

                 ซึ� งเคลื�อนที�ไปกบัการไหลเพื�อใชใ้นการประดิษฐส์มการเชิงอนุรักษพ์ลงังาน 
 

  สมการเชิงอนุรักษพ์ลงังานสามารถประดิษฐขึ์�นไดโ้ดยใชก้ฎขอ้แรกของเทอร์โม-

ไดนามิกส์ ซึ� งกล่าวว่า อตัราการเปลี�ยนแปลงของพลงังานในกอ้นมวลจะเท่ากบัปริมาณฟลกัซ์

ความร้อนที�ใหแ้ก่กอ้นมวลบวกกบัอตัราของงานที�เกิดขึ�นเนื�องจากแรงต่าง ๆ ที�กระทาํบนกอ้น

มวลนั�น นั�นคือ 

 อตัราการเปลี�ยนแปลง
ของพลงังานใน 

กอ้นมวล 

= 

ปริมาณฟลกัซ์
ความร้อนที�ให ้

แก่กอ้นมวล 

    

อตัราของงานที�เกิดขึ�น
เนื�องจากแรงต่าง ๆ 

บนกอ้นมวลนั�น 

 

หรือ A = B     C (2.42) 
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โดย A, B และ C แทนความหมายต่าง ๆ ดงัแสดงในสมการ (2.42) นี�  

  หากเริ�มตน้พิจารณาที�พจน์ C ซึ� งแทนอตัราของงานที�เกิดขึ�นเนื�องจากแรงต่าง ๆ 

ที�กระทาํบนก้อนมวลนี�  แรงชนิดแรกคือแรงจากนํ� าหนักของก้อนมวลเอง ซึ� งเมื�อคูณกับ

ความเร็วของการไหลในทิศทางนั�น ก่อใหเ้กิดอตัราของงานคือ 

           ( )f V dx dy 
 

 

จากรูป 2.4 อตัราของงานที�เกิดขึ�นจากความดนั p ที�กระทาํบนดา้น dy ในทิศแกน x  คือ 

         
 

dydx
x

up
up    up


















  =   
 

dydx
x

up



  

อตัราของงานที�เกิดขึ�นจากความเคน้ตั�งฉาก x  ที�กระทาํบนดา้น dy ในทิศแกน x คือ 

    
 

dy u    dydx
x

u
    u x

x
x 


 










  =   

 
dydx

x

u x



 
 

และอตัราของงานที�เกิดขึ�นจากความเคน้เฉือน yx  ที�กระทาํบนดา้น dx ในทิศแกน x  คือ 

   
 

dx u    dxdy
y

u
    u yx

yx

yx 


 










  =   

 
dydx

y

u yx



 
 

ในทาํนองเดียวกนั อตัราของงานที�เกิดขึ�นเนื�องจากแรงต่าง ๆ ที�กระทาํบนกอ้นมวลในทิศแกน 

y ก็สามารถประดิษฐ์ขึ�นได้เช่นกนั ก่อให้เกิดอตัราของงานทั� งหมดที�เกิดขึ�นเนื�องจากแรง

ต่าง ๆ  บนกอ้นมวลนี� คือ 
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
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
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                     f V dx dy 
 

   (2.43) 

  สําหรับพจน์ B ซึ� งแทนปริมาณฟลกัซ์ความร้อนที�ให้แก่กอ้นมวลนั�นประกอบ 

ดว้ย 2 ส่วน ส่วนแรกคือปริมาณฟลกัซ์ความร้อนที�เกิดขึ�นบนปริมาตรของกอ้นมวล ยกตวัอยา่ง

เช่น ปริมาณฟลกัซ์ความร้อนที�ผลิตขึ�นไดเ้องภายในกอ้นมวลนั�น (internal heat generation) 

หากกาํหนดให ้ Q  แทนปริมาณฟลกัซ์ความร้อนที�เกิดขึ�นเองต่อมวลหนึ�งหน่วย ดงันั�น ปริมาณ 

ฟลกัซ์ที�เกิดขึ�นเองสาํหรับกอ้นมวลนี� คือ 

 dydxQ  
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และจากรูป 2.4 ปริมาณฟลกัซ์สุทธิอนัเนื�องมาจากการถ่ายเทความร้อนในทิศแกน x ผา่นขอบ 

dy ทั�งทางดา้นซา้ยและดา้นขวาของกอ้นมวลคือ 

dydx
x

q
q    q x

xx 
















    =   dydx
x

qx




  

ในทาํนองเดียวกนั ปริมาณฟลกัซ์สุทธิอนัเนื�องมาจากการถ่ายเทความร้อนในทิศแกน y ผ่าน

ขอบ dx ทั�งดา้นล่างและดา้นบนของกอ้นมวลคือ 

dxdy
y

q
q    q y

yy 


















    =   dydx

y

qy




  

ดงันั�น ปริมาณฟลกัซ์ความร้อนทั�งหมดที�เกิดขึ�นบนกอ้นมวลนี� คือ 

  B  =   
yx

qq
Q    dx dy

x y


 
    

   (2.44) 

แต่จากกฎของฟูริเยร์ (Fourier’s law) ปริมาณฟลกัซ์ความร้อน xq  และ yq  นั�นแปรผนัขึ�นอยู่

กบัความชนัของอุณหภูมิ (temperature gradient) ดงันี�  

 xq  =  
x
T

k



  และ    yq  =  
y
T

k



   (2.45) 

โดย k แทนสมัประสิทธิ� การนาํความร้อน (thermal conductivity) ของของไหล  ดงันั�น พจน์ 

B จึงกลายมาเป็น 

    B   =        
T T

Q k k dx dy
x x y y


                   

           (2.46) 

  ส่วนพจน์ A ซึ� งแทนอตัราการเปลี�ยนแปลงของพลงังานในกอ้นมวลอนัประกอบ 

ดว้ย พลงังานภายใน (internal energy) ซึ� งเกิดจากการเคลื�อนไหวของโมเลกุลภายในของไหล

นั�น และพลงังานจลน์ (kinetic energy) ซึ� งเกิดขึ�นเนื�องจากของไหลนั�นเกิดการไหล หาก e 

แทนพลงังานภายใน และ 22V  คือพลงังานจลน์ที�กอ้นมวลนั�นไหลดว้ยความเร็ว V ดงันั�น 

พลงังานรวม (total energy) คือ 22Ve   ซึ� งมีหน่วยต่อหนึ� งหน่วยมวล เนื�องจากปริมาณ

มวลทั�งหมดของกอ้นมวลนี� คือ dydx   ดงันั�น พจน์ A ซึ� งแทนอตัราการเปลี�ยนแปลงของ

พลงังานในกอ้นมวลซึ�งเคลื�อนที�ไปกบัการไหลนี� คือ 
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    A   =   
2

2

D V
e dx dy

Dt


 
 

 
  (2.47) 

  ทาํการแทนพจน์ A ซึ� งคืออตัราการเปลี�ยนแปลงของพลงังานในกอ้นมวลจาก 

สมการ (2.47) นี�  และพจน์ B ซึ� งคือปริมาณฟลกัซ์ความร้อนที�ให้แก่ก้อนมวลจากสมการ 

(2.46) รวมทั�งพจน์ C ซึ� งคืออตัราของงานที�เกิดขึ�นเนื�องจากแรงต่าง ๆ บนกอ้นมวลนั�นจาก

สมการ (2.43) ลงในสมการ (2.42) แลว้หารตลอดดว้ย dx dy ก่อให้เกิดสมการเชิงอนุรักษ์

พลงังาน ดงันี�  
2

2

D V
e

Dt


 
 

 
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   up vpT T
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x x y y x y
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                    
 

                    
       yx xy yx

u v vu
            

x y x y

     
   

   
Vf  


   (2.48) 

   สมการเชิงอนุรักษพ์ลงังาน (2.48) ที�ประดิษฐ์ขึ�นมาไดนี้�  อยู่ในรูปแบบของค่า

อนุพันธ์สัมบูรณ์ (substantial derivative) ซึ� งจําเป็นต้องเปลี�ยนให้อยู่ในรูปแบบของค่า

อนุพนัธ์ธรรมดาจึงสามารถใชร่้วมกบัสมการเชิงอนุรักษม์วล (2.24) และสมการเชิงอนุรักษ์

โมเมนตมั (2.41) ได ้ค่าอนุพนัธ์สมับูรณ์ในสมการเชิงอนุรักษพ์ลงังาน (2.48) นี�กระทาํบนทั�ง

พจน์ของพลงังานภายใน e และพจน์ของพลงังานจลน์ 22V   ดงันั�น เพื�อใหง่้ายแก่ความเขา้ใจ

ในการประดิษฐส์มการต่อไป จึงขอแสดงขั�นตอนการแปลงรูปแบบของค่าอนุพนัธ์สมับูรณ์ของ

พลงังานภายใน e แต่เพียงอยา่งเดียวก่อน ดงัต่อไปนี�  

  ขั�นตอนในการแปลงรูปแบบค่าอนุพนัธ์เริ�มจากทาํการคูณสมการ (2.31ก) และ 

(2.31ข) ดว้ยความเร็ว u และ v ตามลาํดบั จะได ้ 
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         (2.49ก) 

 
 2 2D v
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   
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          (2.49ข) 

นาํทั�งสองสมการนี�มารวมกนั และเนื�องจาก 22 vu   = 2V  ดงันั�นจะได ้

     
 2 2D V

Dt
  =  

yxxp p
u   v   u

x y x y

    
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xy y
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x y

   
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             x xuf vf    (2.50) 
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