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บทท่ี 1 บทนํา  

Introduction 

 

1.1 ความสาํคญัของพลศาสตรโ์ครงสร้าง 

ในการออกแบบโครงสร้างสําหรบังานวศิวกรรมโยธาให้สามารถรบัแรงที่เกิดจากการใช้งานหรอืจาก

สภาพแวดลอ้มต่าง ๆ แบบจําลองของแรงเหล่านัน้มกัถูกจําลองใหอ้ยู่ในรูปแบบง่ายเพื่อสะดวกต่อการ

จําลองใหอ้ยู่ในรปูสมการเชงิคณิตศาสตรแ์ละวเิคราะหผ์ล เช่น น้ําหนักบรรทุกคงที ่น้ําหนักบรรทุกจร ที่

ถูกจําลองใหเ้ป็นแรงแบบสถติ (Static force) ซึง่ลกัษณะของแรงดงักล่าวไม่มกีารเปลีย่นแปลงตามเวลา

อย่างมนีัยสาํคญั หรอืเปลีย่นแปลงอย่างชา้ ๆ จงึทําใหก้ารวเิคราะหจ์ากแบบจําลองของแรงสถติใหผ้ลที่

ถูกต้องได้ อย่างไรก็ดี สําหรบัแรงที่มีการเปลี่ยนแปลงตามเวลาอย่างมีนัยสําคญั เช่น แรงลม แรง

เน่ืองจากการสัน่สะเทอืนของแผ่นดนิไหว แรงจากการจราจร แรงจากเครื่องจกัร หรอืแรงจากกจิกรรม

ของมนุษย ์เป็นตน้ ซึง่จดัเป็นแรงพลศาสตร ์(Dynamic force) แรงเหล่าน้ีอาจทาํใหเ้กดิผลการตอบสนอง

ของโครงสรา้งทีแ่ตกต่างไปอย่างมากจากการวเิคราะหแ์รงแบบสถติ และในหลายกรณีทีเ่ป็นสาเหตุให้

เกดิการวบิตัขิองโครงสรา้ง เช่น อาคารถล่มเน่ืองจากแผ่นดนิไหว หรอืความเสยีหายต่อโครงสรา้งจาก

พายุ เป็นต้น ซึ่งเป็นปัญหาที่ต้องคํานึงถึงความปลอดภยั (Safety) ของโครงสรา้ง ผลกระทบจากแรง

พลศาสตรอ์กีรปูแบบหน่ึงทีพ่บทัว่ไปคอืผลต่อความเหมาะสมในการใชง้าน (Serviceability) ไดแ้ก่ ระดบั

การสัน่สะเทอืนทีส่งูเกนิระดบัการยอมรบัไดข้องผูใ้ชอ้าคาร การสัน่สะเทอืนทีม่ผีลต่อเครื่องมอืทีต่อ้งการ

ความละเอยีดแม่นยําสูง ปัญหาการล้าของวสัดุ เป็นต้น ซึ่งในการวเิคราะห์ผลของแรงพลศาสตร์ต้อง

คํานึงถึงการสร้างแบบจําลองของโครงสร้าง แบบจําลองของแรง และกระบวนการวิเคราะห์ เพื่อให้

สามารถแสดงพฤตกิรรมทีม่ผีลเปลีย่นแปลงตามเวลาใหไ้ดส้มบรูณ์ทีส่ดุ  

สามารถกล่าวไดว้่า วตัถุประสงค์ของการวเิคราะหเ์ชงิพลศาสตรค์อื เพื่อวเิคราะหแ์ละแปรความหมาย

ของการตอบสนองทีเ่กดิขึน้กบัโครงสรา้งภายใตก้ารกระทาํของแรงแบบพลศาสตร ์สาํหรบัการตรวจสอบ

ความปลอดภยั และ/หรอื ความเหมาะสมในการใชง้านของโครงสรา้ง 

1.2 ลกัษณะของปัญหาเชิงพลศาสตร ์

นิยามของ “พลศาสตร์” ในที่น้ีคอื สิง่ที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา ดงันัน้ แรงพลศาสตร์จงึหมายถึง แรงที่

ขนาด ทิศทาง และ/หรือ ตําแหน่งที่กระทํา เปลี่ยนแปลงตามเวลา ซึ่งทําให้เกิดผลตอบสนองเชิง

พลศาสตรใ์นรปูแบบต่าง ๆ เชน่ แรงภายใน การเปลีย่นรปู ทีเ่ปลีย่นแปลงตามเวลาดว้ยเชน่กนั  

ลกัษณะของปัญหาเชงิพลศาสตรท์ีต่่างจากปัญหาเชงิสถติยศาสตรม์ ี2 ประเดน็หลกั คอื  

1) ปัญหาเชงิพลศาสตรม์ลีกัษณะเปลี่ยนแปลงตามเวลาทัง้แรงและผลตอบสนอง ทําใหค้ําตอบ

ของปัญหาไม่มีเพียงแค่ค่าเดียว ดงันัน้ คําตอบจึงต้องอยู่ในรูปลําดบัตามเวลาในช่วงที่สนใจ หรือ 

ผลตอบสนองตามประวตัเิวลา (Response time history)   
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2) เมื่อเปรยีบเทยีบระหว่างปัญหาแบบสถติยศาสตรแ์ละพลศาสตรด์งัรูปที่ 1.1 กล่าวไดว้่า ใน

ปัญหาแบบสถิตยศาสตรใ์นรูป (ก) ระบบโครงสรา้งจะอยู่ในสภาพสมดุลระหว่างแรงภายนอกและแรง

ภายในที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลงตามเวลา ผลตอบสนองของโครงสร้างในรูปของการกระจัด 

(Displacement) มคีวามสมัพนัธก์บัแรงภายในผ่านกลไกของความยดืหยุ่นของโครงสรา้ง แต่ในปัญหา

แบบพลศาสตรท์ีผ่ลตอบสนองมกีารเปลีย่นแปลงตามเวลานัน้ทาํใหเ้กดิเป็นอนุพนัธข์องการกระจดัเทยีบ

กบัเวลา คอื ความเรว็ (Velocity) และความเร่ง (Acceleration) ของการเคลื่อนที่ ซึ่งทําให้แรงภายใน

โครงสรา้งมคีวามสมัพนัธก์บัคา่ผลตอบสนองในทัง้ 3 รปูแบบน้ีดว้ย การวเิคราะหเ์ชงิพลศาสตรจ์งึมคีวาม

ซบัซอ้นขึน้เน่ืองจากการมอียู่ของแรงเหล่าน้ี ดงันัน้ลกัษณะทีส่ําคญัของปัญหาเชงิพลศาสตร ์คอื การมี

อยู่ของแรงภายในที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา ซึ่งหากแรงภายนอกมีการเปลี่ยนแปลงตามเวลาอย่างมี

นยัสาํคญัแลว้จะสง่ผลใหเ้กดิการตอบสนองเชงิพลศาสตรท์ีช่ดัเจน 

จากตวัอย่างในรปูที ่1.1 (ข) หากพจิารณาว่าทีต่ําแหน่งต่าง ๆ ของเสามมีวลและเกดิความเร่งขึน้ แรงที่

เกดิจากการเคลื่อนที่แบบมคีวามเร่งตามกฎของนิวตนัมคี่าเท่ากบัผลคูณของมวลกบัความเร่งที่แต่ละ

ตําแหน่ง และเกดิแรงตา้นการเคลื่อนทีน้ี่คอืแรงภายในในรปูแบบของ แรงเฉื่อย (Inertia force) ซึง่กระทาํ

กระจายอยู่ทีม่วลตลอดทัง้โครงสรา้ง ดงันัน้ สมดุลของแรงพลศาสตรจ์งึมผีลจากแรงเฉื่อย และแรงอื่น ๆ 

ทีเ่ป็นผลจากการเคลื่อนทีร่วมอยูด่ว้ย จงึควรสงัเกตวา่ จากทีเ่ขา้ใจวา่ตําแหน่งทีม่มีวลคอืตําแหน่งทีม่แีรง

เฉื่อย ดงันัน้ตําแหน่งทีค่วรพจิารณาแรงเฉื่อยควรตอ้งเป็นตําแหน่งทีม่มีวลหลกัของโครงสรา้ง ซึง่นําไปสู่

เรือ่งการพจิารณาระดบัขัน้ความเสร ีในหวัขอ้ต่อไป 

 

รปูที ่1.1 ตวัอยา่งเปรยีบเทยีบความแตกต่างของระบบแบบสถติยศาสตรแ์ละพลศาสตร ์ 

1.3 ระดบัขัน้ความเสรี (Degree-of-Freedom, DOF) 

เมือ่พจิารณาตวัอยา่งของระบบพลศาสตรใ์นรปูที ่1.1 (ข) เน่ืองจากมวลของระบบมกีารกระจายอยูต่ลอด

ทัง้ความสูง จึงจําเป็นต้องพจิารณาแรงที่เกิดขึ้นที่ตําแหน่งต่าง ๆ น้ีให้ได้ครบสมบูรณ์ ซึ่งทําให้การ

วิเคราะห์เพิ่มความซบัซ้อนขึ้น แต่อาจใช้การจําลองว่าแบ่งโครงสร้างออกเป็นชิ้นส่วนย่อย ๆ และ

กําหนดใหม้วลของแต่ละชิ้นรวมกนัอยู่ที่ตําแหน่งนัน้ ๆ ซึ่งจะสามารถใชก้ารวเิคราะหห์าผลตอบสนอง

(ก) Static System 

p p(t) 

(ข) Dynamic System 

Inertia forces 
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เฉพาะทีต่ําแหน่งของมวลทีพ่จิารณาเพื่อวเิคราะหน์ัน้ได ้โดยจํานวนของตวัแปรของผลตอบสนองทีต่อ้ง

ใชส้าํหรบัการวเิคราะหส์าํหรบัระบบหน่ึง ๆ น้ีเรยีกวา่ ระดบัขัน้ความเสร ี(Degree-of-Freedom, DOF) 
 

ระดบัขัน้ความเสรี คือ จํานวนของพิกดัอิสระทีส่ามารถใช้อธิบายการเคลือ่นทีข่องระบบได้อย่าง

สมบรูณ์ หรอื จาํนวนของตวัแปรของผลตอบสนองทีต่อ้งใชเ้พือ่พจิารณาแรงเฉือ่ยทีส่าํคญัของระบบได ้
 

ตวัอย่างของการพจิารณาระดบัขัน้ความเสรแีสดงในรูปที่ 1.2 ในรูป (ก) การเคลื่อนที่ของอนุภาคใน

ระนาบจะต้องใชพ้กิดัอสิระ x  และ y  ในการอธบิายการเคลื่อนทีไ่ดส้มบูรณ์ ดงันัน้อนุภาคในระนาบมี

ระดบัขัน้ความเสรเีท่ากบัสอง สําหรบัในรูป (ข) แบบจําลองของระนาบพืน้ในอาคาร การเคลื่อนที่ของ

ระนาบจะตอ้งใชพ้กิดัของมุม θ  เพิม่ขึน้ในการอธบิายการเคลื่อนทีแ่บบหมุนรอบแกนทีต่ัง้ฉากกบัระนาบ 

ดงันัน้ระบบน้ีจงึมรีะดบัขัน้ความเสรเีท่ากบัสาม ในรปู (ค) แบบจําลองอย่างงา่ยของหอสูง การเคลื่อนที่

ของมวลบนปลายของเสาที่ไม่มน้ํีาหนักและไม่คดิการเปลี่ยนรูปในแนวแกนของเสาสามารถอธบิายได้

ด้วยระยะพกิดัในแนวราบเท่านัน้ ระบบน้ี จึงมรีะดบัขัน้ความเสรเีท่ากบัหน่ึง และในรูป (ง) สําหรบั

แบบจาํลอง 2 มติขิองอาคารสงู N  ชัน้ หากพจิารณาว่าไมม่กีารเปลีย่นรปูในแนวแกนของแต่ละชิน้ส่วน 

และการเคลื่อนทีข่องแต่ละชัน้เป็นอสิระต่อกนัจงึใชจุ้ดศูนยก์ลางของมวลในแต่ละชัน้ในการอธบิายการ

เคลื่อนทีข่องทัง้ชัน้ ดงันัน้ระดบัขัน้ความเสรขีองอาคารน้ีจงึมคีา่เทา่กบั N  

 

รปูที ่1.2 ตวัอยา่งระดบัขัน้ความเสรขีองระบบต่าง ๆ 

สาํหรบัระบบทีส่ามารถระบุตําแหน่งของมวลไดช้ดัเจนดงัตวัอยา่งในรปูที ่1.2 ระดบัขัน้ความเสรสีามารถ

ถูกระบุได้โดยตรงที่ตําแหน่งของมวลเหล่านัน้ อย่างไรก็ตาม สําหรบัระบบที่มีมวลกระจายอยู่ทัว่

โครงสรา้ง จาํเป็นตอ้งมวีธิกีารระบุระดบัขัน้ความเสรสีาํหรบัการวเิคราะหอ์ยา่งเหมาะสม 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

(ก) (ข) 

(ค) (ง) 
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1.4 วิธีระบรุะดบัขัน้ความเสรี 

ในระบบทีม่มีวลกระจายค่าอยู่ตลอดโครงสรา้ง แรงเฉื่อยจงึเกดิขึน้ทีต่ําแหน่งเหล่านัน้ทําใหจ้ํานวนของ

ระดบัขัน้ความเสรเีป็นค่าอนันต์ วิธีการระบุระดบัขัน้ความเสรเีพื่อให้มจีํานวนจํากดัและเพื่อกําหนด

ตําแหน่งทีใ่ชว้เิคราะหผ์ลตอบสนองทาํไดโ้ดยวธิดีงัต่อไปน้ี 

1.4.1 วธิกีารรวมมวล (Lumped mass method) 

วธิน้ีีเป็นวธิอีย่างงา่ย โดยพจิารณาใหม้วลทีก่ระจายตวัของระบบรวมไวเ้ป็นจุด ๆ (Lumps หรอื points) 

ที่กําหนดขึน้ แล้วพจิารณาเฉพาะแรงเฉื่อย ของจุดเหล่าน้ีเท่านัน้ วธิน้ีีเหมาะกบัระบบที่มวลส่วนใหญ่

รวมตวัอยูเ่ป็นแห่ง ๆ และองคป์ระกอบอื่นแทนดว้ยชิน้สว่นทีไ่ม่คดิมวลได ้ความถูกตอ้งของคาํตอบจาก

การจําลองแบบน้ีขึน้อยู่กบัจํานวน และการกระจายตวัของ lumped mass ตวัอย่างสาํหรบัคานช่วงเดยีว

แสดงในรปูที ่1.3 

 

รปูที ่1.3 แบบจาํลองรวมมวลสาํหรบัคานชว่งเดยีว 

1.4.2 วธิพีกิดัการกระจดัทัว่ไป (Generalized displacement) 

ในกรณีทีม่วลของระบบกระจายตวัค่อนขา้งสมํ่าเสมอ วธิใีนการระบุระดบัขัน้ความเสรทีีเ่หมาะสมวธิหีน่ึง

คอืวธิ ีGeneralized displacement ทีม่พีืน้ฐานใหพ้จิารณาว่าการกระจดัของโครงสรา้งทีต่ําแหน่งต่าง ๆ 

มรีูปแบบที่สามารถแทนด้วยผลรวมของฟังก์ชนัในรูปแบบง่ายได้ เช่น รูปแบบอนุกรม หรอืฟังก์ชนั

ตรโีกณมติ ิเป็นตน้ และฟังกช์นัเหล่าน้ีจะแสดงพกิดัของการกระจดัทีต่ําแหน่งต่าง ๆ ทัง้โครงสรา้งต่อไป 

ตวัอย่างเช่น คานช่วงเดยีวทีม่รีูปร่างการแอ่นตวัทีม่รีูปแบบซบัซอ้น สามารถอธบิายไดด้ว้ยผลรวมของ

ฟังกช์นั Sine ไดด้งัสมการที ่1.1 และรปูที ่1.4 

1
( ) ( )sinn

n

n xw x q t
L
π∞

=

 =  
 

∑  (1.1) 

 โดยทัว่ไป รูปร่างใด ๆ สามารถถูกแทนดว้ยผลรวมถงึอนันต์ชุดของฟังก์ชนั Sine ทีม่เีงื่อนไขขอบเขต

ของทีร่องรบัแบบเดยีวกนัได ้และค่าแอมพลจิูดของฟังก์ชนั Sine คอืค่าการกระจดัประจํารูปแบบนัน้ ๆ 

ทาํใหจ้าํนวนระดบัขัน้ความเสรทีีเ่ป็นอนนัตถ์ูกแทนไดด้ว้ยผลรวมของรปูแบบยอ่ย ๆ เหล่าน้ี 

อย่างไรกด็ ีการรวมเทอมจํานวนอนันต์ดงัสมการที ่1.1 อาจประมาณไดโ้ดยคดิเฉพาะเทอมแรก ๆ เช่น

การรวม 3 ถงึ 5 เทอมแรกกม็กัใหค้าํตอบทีลู่่เขา้หาคาํตอบทีถู่กตอ้งได ้สมการที ่1.1 สามารถเขยีนใหอ้ยู่

ในรปูแบบทัว่ไปไดด้งัสมการที ่1.2 โดยทีฟั่งกช์นัใด ๆ ( )xψ แทนถงึรปูรา่งทีม่คี่าตามตําแหน่งและตอ้งมี

เงือ่นไขขอบเขตเหมอืนกบัระบบจรงิ และเทอม ( )nq t  แทนถงึแอมพลจิดูทีเ่ปลีย่นแปลงตามเวลาเรยีกว่า 

Generalized coordinate จาํนวน N  แทนถงึจาํนวนระดบัขัน้ความเสรขีองแบบจาํลอง ความถูกตอ้งของ

คาํตอบจากการจาํลองแบบน้ีขึน้อยูก่บัจาํนวน N  ทีใ่ชค้าํนวณ และความเหมาะสมของฟังกช์นัทีใ่ช ้

m1 m2 m3 
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( )
1

( ) ( )
N

n n
n

w x q t xψ
=

= ∑  (1.2) 

 

รปูที ่1.4 ตวัอยา่งการใชว้ธิ ีGeneralized displacement สาํหรบัคานชว่งเดยีว 

1.4.3 วธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์

วธิไีฟไนต์เอลเิมนต์สําหรบัระบบเชงิพลศาสตร์มพีื้นฐานเดยีวกบัหลกัของการวเิคราะห์กลศาสตรข์อง

ระบบแบบต่อเน่ือง วธิน้ีีสามารถใหผ้ลทีแ่ม่นยําสูงและเหมาะกบัการพฒันาเป็นโปรแกรมวเิคราะห์ดว้ย

คอมพวิเตอร ์หลกัการพืน้ฐานเริม่จากการแบ่งโครงสรา้งเป็นชิน้ส่วนย่อย ๆ ทีม่รีูปร่างและขนาดตามที่

เลอืก และแต่ละชิ้นส่วนต่อกนัทีจุ่ดต่อ (Node) ซึ่งการกระจดัหรอืการหมุนที่ Node จะถูกพจิารณาเป็น 

Generalized coordinate ของระบบ ซึง่ทาํใหส้ามารถอธบิายรปูรา่งของการกระจดัตลอดทัง้โครงสรา้งได้

จากผลรวมของ Generalized coordinate ในรปูของสมการที ่1.2 เช่นกนั ในวธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์ฟังกช์นั 

ψ  เรยีกวา่ฟังกช์นัการประมาณคา่ในชว่ง (Interpolation function) หรอืฟังกช์นัรปูรา่ง (Shape function)  

ตวัอยา่งของการใชไ้ฟไนตเ์อลเิมนตส์าํหรบัการระบุระดบัขัน้ความเสรสีาํหรบัตวัอยา่งคานชว่งเดยีวแสดง

ดงัรปูที ่1.5 โดยทีแ่ต่ละ Node ม ีDOF เท่ากบั 2 คอื การกระจดัในแนวตัง้ฉากกบัแกนคานและการหมุน 

เช่นที่ Node 3 มฟัีงก์ชนั ψ  สําหรบั 2 DOF และ 2 ชิ้นส่วนที่มาต่อกนั ขอ้ดขีองวธิีน้ีคอื การกําหนด

จํานวนชิน้ส่วนทําใหส้ามารถเลอืกระดบัของความถูกต้องของคําตอบและความซบัซอ้นของแบบจําลอง

เองได้ และเน่ืองจาก Interpolation function ของแต่ละชิ้นสามารถใช้เหมอืนกนัได้ อีกทัง้สมการการ

 

= 

+ 

+ 

 

 

 
 

+… 
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หน้าที ่1-6                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

วเิคราะหม์ลีกัษณะทีแ่ยกตวั (Uncouple) ของ DOF ส่วนใหญ่ของระบบ เพราะการพจิารณาเป็น Node 

ระหวา่งชิน้สว่น จงึทาํใหก้ารวเิคราะหห์าคาํตอบจงึใชก้ระบวนการทีไ่มซ่บัซอ้นมากนกัได ้

 

รปูที ่1.5 ตวัอยา่งการพจิารณา DOF ของคานโดยวธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์

1.5 สมการการเคล่ือนท่ี (Equation of Motion)  

ในปัญหาเชงิสถติยศาสตร ์การหาผลตอบสนองเน่ืองจากแรงทีก่ระทําต่อระบบทําไดจ้ากการแกส้มการ

ควบคุม (Governing equation) ส่วนในปัญหาเชงิพลศาสตร ์สมการทีแ่สดงความสมัพนัธ์ระหว่างแรงที่

กระทาํและผลตอบสนองอยูใ่นรปูของ สมการการเคลื่อนที ่(Equation of motion) คอื สมการทีใ่ชส้าํหรบั

การอธบิายการเคลื่อนทีข่องระบบ และคาํตอบของสมการน้ี ซึง่เป็นคา่การกระจดั )(tu  และอนุพนัธใ์นรปู 

ความเรว็ )(tu  และความเร่ง )(tu  จะขึน้กบัเวลาในระหว่างการเคลื่อนที ่ t  สําหรบัที ่DOF ต่าง ๆ การ

สรา้งสมการการเคลื่อนทีเ่ป็นเรือ่งสาํคญัทีส่ดุในการวเิคราะหเ์ชงิพลศาสตร ์และมวีธิดีงัต่อไปน้ี 

1.5.1 หลกัการสมดุลโดยตรง (Direct equilibrium) 

พื้นฐานของหลกัการน้ีมาจาก จากกฎขอ้ที่สองของ Newton ที่กล่าวว่า “อตัราการเปลี่ยนแปลงโมเมน  

ตมัของระบบใด ๆ มคีา่เทา่กบัแรงทีก่ระทาํกบัระบบนัน้” โดยแสดงไดด้งัสมการที ่1.3 

( ) d dt m
dt dt
 =  
 

up  (1.3) 

โดยที ่ ( )tp  และ u  เป็นเซตของแรงและการกระจดัของ DOF ต่าง ๆ ของระบบทีม่มีวล m  โดยทัว่ไป 

มวลไมเ่ปลีย่นคา่ตามเวลา ดงันัน้ 

2

2( ) dt m
dt

=
up  (1.4) 

สมการที ่1.4 มคีวามหมายวา่ แรงมคีา่เทา่กบัผลคณูของมวลกบัความเรง่ หรอืเขยีนไดเ้ป็น 

2

2( ) 0dt m
dt

− =
up  (1.5) 

 

Node 1 
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เรยีกพจน์ 
2

2

dm
dt

u
 ว่า แรงเฉื่อย (Inertia force) ที่ต้านทานการเคลื่อนที่อย่างมคีวามเร่งของมวล ซึ่ง

แนวคดิทีว่่า การเคลื่อนทีข่องมวลทาํใหเ้กดิแรงเฉื่อยทีม่คี่าเป็นสดัส่วนกบัความเร่งและมทีศิตรงกนัขา้ม

กนั เรยีกวา่หลกัการของ d’Alembert (d’Alembert’s principle)  

การเขยีนสมการสมดุลของแรงพลศาสตรค์อืการรวมแรงทัง้หมดทีก่ระทํากบัมวล ในเทอมของแรง ( )tp   

ทีป่ระกอบดว้ย แรงภายนอก แรงเฉื่อย แรงจากการยดึรัง้ต่าง ๆ และแรงหน่วง เป็นตน้  

1.5.2 หลกัการการกระจดัเสมอืน (Virtual displacement principle) 

สาํหรบัระบบทีม่คีวามซบัซอ้นในการกําหนดทศิทางของแรง เช่นมหีลายชิน้สว่น หรอืม ีDOF ทีเ่คลื่อนที่

ในแนวต่าง ๆ กนั ทาํใหก้ารพจิารณาสมดุลของแรงทาํไดย้าก วธิกีารกระจดัเสมอืนมคีวามสะดวกสาํหรบั

การเขยีนสมการการเคลื่อนที่มากกว่า เน่ืองจากพจิารณางานเสมอืนด้วยการหาผลรวมของงานเป็น

ปรมิาณสเกลารไ์ด ้หลกัการการกระจดัเสมอืน คอื “สาํหรบัระบบทีอ่ยู่ในสภาพสมดุลภายใตแ้รงทีก่ระทาํ

ใด ๆ และหากมกีระจดัเสมอืนเกดิขึน้ งานเสมอืนของแรงภายนอกของระบบจะตอ้งมคีา่เป็นศนูย”์ 

1.5.3 หลกัการแปรผนั (Variational approach) 

ในหลกัการทีก่ล่าวมาทัง้สอง จาํเป็นตอ้งหาแนวของแรงทีเ่กดิขึน้ในระบบใหถู้กตอ้ง ซึง่แมแ้ต่การรวมงาน

เสมอืนแบบสเกลารใ์นหวัขอ้ 1.5.2 กจ็ําเป็นตอ้งพจิารณาเวกเตอรข์องแรงใหถู้กตอ้ง หลกัการทีส่ามารถ

ใชโ้ดยที่ไม่ต้องพจิารณาการรวมผลแบบเวกเตอรเ์น่ืองจากแรงไดค้อื หลกัการแปรผนั ที่สามารถสรา้ง

สมการการเคลื่อนทีจ่ากพลงังานในระบบไดโ้ดยสะดวก ซึ่งพจิารณาผลของแรงที่กระทําในรูปแบบของ

พลงังานจลน์ พลงังานศกัย ์และงานในระบบ แล้วหาค่าการแปรผนัของค่าเหล่านัน้ หลกัการแปรผนัน้ี

เรยีกชื่อวา่หลกัการของแฮมลิตนั (Hamilton’s principle) ดงัสมการที ่1.6 

  

2 2

1 1

( ) 0
t t

nc
t t

T V dt W dtδ δ− + =∫ ∫
 

(1.6) 

โดยที่ T  และ V  คอืพลงังานจลน์ และพลงังานศกัย์ ตามลําดบั ncW คอืงานเน่ืองจากแรงไม่อนุรกัษ์ 

(Non-conservative force) และสญัลกัษณ์ δ  แทนการแปรผนัในชว่งเวลา 1t  ถงึ 2t   

1.6 สรปุเน้ือหาประจาํบท  

ในบทน้ีเป็นการแนะนําลกัษณะของระบบเชงิพลศาสตร ์โดยเรื่องทีส่าํคญัคอื นิยามและวธิกีารเลอืกระดบั

ขัน้ความเสรสีําหรบัการวเิคราะห์เชงิพลศาสตร์ และแนวทางในการสร้างสมการการเคลื่อนที่ ซึ่งเป็น

จุดเริม่ต้นในการวเิคราะห์เชงิพลศาสตร์ โดยสรุปคอื การเริม่วเิคราะห์ปัญหาเชงิพลศาสตร์ต้องมกีาร

กําหนดระดบัขัน้ความเสรทีีเ่หมาะสม และสรา้งสมการการคณิตศาสตรเ์พื่อใชใ้นการอธบิายการเคลื่อนที่

ทีเ่ปลีย่นแปลงไดต้ามเวลาสาํหรบัการวเิคราะหผ์ลตอบสนองเชงิพลศาสตร ์โดยเน้ือหาทีต่่อเน่ืองในบทที ่

2 จะแสดงเน้ือหาของการสรา้งแบบจาํลองและสมการสาํหรบัวเิคราะหแ์บบจาํลองเชงิพลศาสตรอ์ยา่งงา่ย 
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บทท่ี 2 ระบบท่ีมีระดบัขัน้ความเสรีเท่ากบัหน่ึง  

Single Degree-of-Freedom System 

 

2.1 แบบจาํลองของระบบโครงสร้างอย่างง่าย 

แบบจําลองของระบบโครงสรา้งอยา่งงา่ยทีจ่ะใชใ้นการอธบิายทฤษฎเีบือ้งตน้คอืระบบทีม่รีะดบัขัน้ความ

เสรเีทา่กบัหน่ึง (Single Degree-of-Freedom system, SDOF) ระบบน้ีเป็นระบบพืน้ฐานซึง่สามารถใชใ้น

การจาํลองโครงสรา้งทีไ่มซ่บัซอ้น ตวัอยา่งเช่น สาํหรบัอาคารชัน้เดยีวในรปูที ่2.1 (ก) อาจจาํลองใหเ้ป็น

ระบบซึ่งประกอบดว้ย มวลของหลงัคา และ เสาที่ไม่คดิน้ําหนักยดึตดิกบัพืน้ล่างดงัรูปที ่2.1 (ข) ซึ่งใน

ระบบน้ีจะพจิารณาเฉพาะการเคลื่อนทีใ่นแนวราบ u  ของมวลสว่นบนเป็นเพยีง DOF เดยีวของทัง้ระบบ 

และเรยีกวา่ ระบบ SDOF   

 

รปูที ่2.1 อาคารชัน้เดยีวและแบบจาํลองสาํหรบัระบบ SDOF 

2.2 องคป์ระกอบพืน้ฐานของระบบพลศาสตร ์

ในการศกึษาพฤตกิรรมของระบบพลศาสตรเ์พื่อศกึษาแรงทีเ่กดิขึน้ระหว่างการเคลื่อนที ่พจิารณาระบบ

จาํลอง SDOF ทีเ่กดิการสัน่ไหวอยา่งอสิระดงัตวัอยา่งในรปูที ่2.2 (ก)  

(1) ตําแหน่งที ่1 เริม่ตน้จากระบบถูกทาํใหม้กีารกระจดัเริม่ตน้เท่ากบั 0u  ทีส่ภาพน้ีหากระบบเริม่

จากหยุดน่ิงจะไดว้่าแรงภายนอกทีต่อ้งใชผ้ลกัระบบตอ้งสมดุลกบัแรงภายในทีพ่ยายามตา้นการกระจดัที่

เกดิจากสตฟิเนสของเสาทัง้สอง ซึง่ทีต่ําแหน่งน้ีมพีลงังานศกัยส์งูสดุ 

(2) หากปล่อยใหร้ะบบเกดิการเคลื่อนที่อย่างอสิระ ระบบจะเริม่เคลื่อนที่จากสภาพหยุดน่ิงและมี

ความเรว็ทีค่่อย ๆ เพิม่ขึน้เน่ืองจากแรงสตฟิเนสในเสาทีพ่ยายามดงึระบบกลบัเขา้สู่ตําแหน่งทีไ่ม่มกีาร

กระจดั หรือตําแหน่งสมดุลแบบสถิต ที่ตําแหน่งที่ 2 ซึ่งที่ตําแหน่งน้ีมีพลงังานศกัย์เป็นศูนย์และได้

เปลีย่นไปเป็นพลงังานจลน์ทีม่คีา่สงูสดุ 

(ก) (ข) 
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หน้าที ่2-2                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

(3) เมื่อระบบเคลื่อนผ่านถึงตําแหน่งที่ 2 ระบบจะยงัไม่หยุดน่ิง แต่จะเคลื่อนที่ผ่านจุดน้ีด้วยค่า

ความเรว็สูงทีสุ่ดและยงัคงเคลื่อนต่อไปอกีดา้นเน่ืองดว้ยการมอียู่ของพลงังานจลน์ หรอืแรงเฉื่อย โดย

ความเรว็จะคอ่ย ๆ ลดลงจนหยดุน่ิงทีต่ําแหน่งที ่3 โดยทีพ่ลงังานศกัยม์คีา่สงูสดุอกีครัง้  

 (4) ระบบมกีารกระจดัสูงสุดอกีครัง้แต่เกดิในดา้นตรงกนัขา้มกบัจุดเริม่ต้น ณ ตําแหน่งน้ีจงึเกดิ

แรงทีพ่ยายามดงึกลบัไปทีต่ําแหน่งสมดุลแบบสถติอกีครัง้ ทาํใหร้ะบบตอ้งเคลื่อนทีก่ลบัมาทีจุ่ดที ่4 จุดที ่

5 และเกดิการเคลื่อนทีก่ลบัไป-มา ตลอดไป หากพลงังานในระบบไมถู่กสลายหรอืเปลีย่นไปในรปูอื่นได ้

การเคลื่อนทีใ่นลกัษณะน้ีเรยีกว่า การเคลื่อนทีแ่บบฮารม์อนิกเชงิเดยีว (Simple harmonic motion) ซึ่ง

กราฟทีแ่สดงความสมัพนัธข์องการเคลื่อนทีใ่นรปูของการกระจดัในแกนตัง้กบัเวลาในแกนนอน แสดงได้

ดงัรปูที ่2.2 (ข) 

 

 

 

 

รปูที ่2.2 การเคลื่อนทีข่องระบบ SDOF แบบ Simple Harmonic  

อย่างไรกต็ามในการเคลื่อนทีข่องระบบจรงิ อาจมกีารสูญเสยีพลงังานของการสัน่ไหวออกนอกระบบได ้

คุณสมบตัใินดา้นการสลายพลงังานของระบบเรยีกว่า ความหน่วง (Damping) ซึ่งทําใหค้่ากระจดัสูงสุด

ของการเคลื่อนทีใ่นแต่ละรอบลดลง จนกระทัง่หยุดน่ิงทีจุ่ดสมดุลในทีสุ่ด แรงทีเ่กดิขึน้แบบน้ีเรยีกว่าแรง

หน่วง (Damping force)  

จากแรงสาํคญัทัง้ 3 คอื แรงเฉื่อย แรงสตฟิเนส และ แรงหน่วง ทีก่ล่าวมาน้ี เมื่อพจิารณาคุณสมบตัขิอง

โครงสร้างที่เป็นตวักําหนดค่าแรงทัง้ 3 ค่าน้ี จะได้องค์ประกอบพื้นฐานของระบบพลศาสตร์ที่สําคญั 

ประกอบดว้ย 

 

2  

 

 1 

3 

4 

5 

(ข) 

1 2 3 4 5 

(ก) 

0u   0u   0u   
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พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม หน้าที ่2-3 

1) มวล (Mass) 

มวลของโครงสรา้งมกัใชส้ญัลกัษณ์แทนดว้ย m  ในการสรา้งแบบจําลองสาํหรบัการวเิคราะห ์การหาค่า

มวลของระบบสามารถทาํไดโ้ดยวธิทีีก่ล่าวไวใ้นบทที ่1 จากนัน้การเคลื่อนทีข่องมวลน้ีสามารถอธบิายได้

ดว้ยพกิดัอสิระของตําแหน่งนัน้ จากกฎการเคลื่อนทีข่อ้ที ่2 ของนิวตนั เมือ่มแีรงกระทาํต่อมวลใหเ้กดิการ

เคลื่อนทีด่ว้ยความเรง่ แรงนัน้มคีา่เทา่กบัผลคณูของมวลทีค่งทีก่บัคา่ความเรง่ ดงัสมการที ่2.1  

2

2
d uf m
dt

=  (2.1) 

สมการ 2.1 สามารถเขยีนเป็นสมการที ่2.2 

2

2 0d uf m
dt

− =  (2.2) 

พจน์ที่ 2 ของสมการ 2.2 เรยีกว่าแรงเฉื่อย (Inertia force, If ) ที่เป็นแรงต้านทานการเคลื่อนที่แบบมี

ความเรง่ของมวล ซึง่หลกัการทีพ่จิารณาวา่มวลทาํใหเ้กดิแรงเฉื่อยทีม่คีา่เป็นสดัสว่นกบัความเรง่แต่มทีศิ

ตรงกนัขา้มน้ีเรยีกวา่ d’Alembert’s principle นัน่คอื 

2

2I
d uf m
dt

=  (2.3) 

2) สตฟิเนส (Stiffness) 

สตฟิเนสของโครงสรา้ง k  มนิียามคอืค่าแรงที่ใชใ้นการทําใหโ้ครงสรา้งเคลื่อนที่หรอืเปลี่ยนรูปเท่ากบั

หน่ึงหน่วยของการกระจดั  ตวัอย่างของระบบอย่างง่ายที่ประกอบไปดว้ย มวล และ สปรงิ ดงัรูปที ่2.3 

(ก)  ความสมัพนัธร์ะหว่างแรง F  กบัการกระจดั u  สาํหรบัโครงสรา้งทีม่พีฤตกิรรมในช่วงยดืหยุ่นเชงิ

เสน้ (Linear elastic) แสดงไดใ้นรปูที ่2.3 (ข)  

 

รปูที ่2.3 แรงสตฟิเนส 

ดงันัน้ ความสมัพนัธร์ะหวา่งแรงสตฟิเนส Sf  กบัการกระจดั u  ตามกฎของฮคุ (Hook’s law) คอื 

Sf ku=  (2.4) 

โครงสรา้งทางวศิวกรรมโยธา เชน่ โครงขอ้แขง็ ทีป่ระกอบไปดว้ยชิน้สว่น คาน พืน้ และ เสาเป็นหลกั ซึง่

ค่าสตฟิเนสของแต่ละชิน้ส่วนนิยามขึน้ตามลกัษณะการเปลีย่นรปู เช่น การเปลีย่นรปูตามแนวแกน การ

F 

u 

Slope  = k F 

u 

m 
k 

(ก) (ข) 
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หน้าที ่2-4                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

โก่งตวัในแนวดิง่ หรอืการโก่งตวัทางดา้นขา้ง เป็นต้น ค่าสตฟิเนสซึ่งสอดคลอ้งกบัลกัษณะของแรงและ

การเปลีย่นรปูสามารถคํานวณไดต้ามทฤษฎโีครงสรา้ง ตารางที ่2.1 แสดงถงึการเคลื่อนตวัสงูสุดและค่า

สตฟิเนสของโครงสรา้งภายใตแ้รงในลกัษณะต่างๆ  

ตารางที ่2.1 ลกัษณะการเคลื่อนตวัและคา่สตฟิเนสของโครงสรา้ง 

ลกัษณะโครงสรา้ง คา่การเคลื่อนตวัสงูสดุ u  คา่สตฟิเนส k  
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3) ความหน่วง (Damping) 

จากทีไ่ดอ้ธบิายมาแลว้เบือ้งตน้ ความหน่วงคอืคุณสมบตัใินการสลายพลงังานของการเคลื่อนที ่โดยการ

เปลี่ยนพลงังานในการเคลื่อนทีใ่หเ้ป็นพลงังานในรปูอื่น เช่น ความรอ้น หรอื เสยีงเป็นตน้ ดงันัน้ในการ

เคลื่อนที่ของระบบเมื่อเวลาผ่านไป พลงังานของการเคลื่อนที่จะลดลงทําให้ระยะกระจดัมคี่าน้อยลง

จนกระทัง่เป็นศูนยใ์นทีสุ่ด ในโครงสรา้งจรงิทัว่ไปอาจประกอบดว้ยความหน่วงจากหลายแหล่ง พจิารณา

ตัวอย่างของอาคารดงัรูปที่ 2.4 ที่มาของความหน่วงของระบบน้ีประกอบไปด้วย ความหน่วงที่เป็น

คุณสมบตัขิองวสัดุเน่ืองจากแรงเสยีดทานในเน้ือของวสัดุเอง เช่น คอนกรตี เหลก็ เป็นต้น ความหน่วง
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พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม หน้าที ่2-5 

เน่ืองจากแรงเสยีดทานจากรอยต่อและผวิสมัผสัทีเ่กดิขึน้ระหว่างชิน้สว่นต่างๆ และความหน่วงเน่ืองจาก

สภาพแวดลอ้มทีโ่ครงสรา้งตัง้อยู ่เชน่ จากดนิหรอือากาศเป็นตน้ 

 

รปูที ่2.4 ทีม่าของความหน่วงในระบบโครงสรา้ง 

ซึง่จากปัจจยัและสาเหตุของความหน่วงทีม่หีลายรปูแบบน้ี ทาํใหก้ารคาํนวณหาค่าความหน่วงทาํไดย้าก

ในทางปฏบิตั ิแต่สามารถตรวจวดัไดจ้ากการทดสอบกบัโครงสรา้งจรงิ ซึง่จากผลการทดสอบต่างๆ ทาํให้

ทราบวา่สาํหรบักรณีทัว่ไปนัน้แรงหน่วง Df  สามารถแสดงในรปูความสมัพนัธอ์ยา่งงา่ยทีแ่ปรผนัเชงิเสน้

กบัความเรว็ของการเคลื่อนทีไ่ดค้อื 

D
duf c
dt

=  (2.5) 

โดยที ่ c  คอื ค่าสมัประสทิธิข์องความหน่วง ที่มหีน่วยเป็นหน่วยของแรงต่อความเรว็ และในการแสดง

สัญลักษณ์ตัวหน่วงในแบบจําลองนิยมใช้สัญลักษณ์ของระบบชุดลูกสูบน้ํามัน (Dash pot) ดังนัน้

องค์ประกอบพื้นฐานของระบบที่มีระดบัขัน้ความเสรีเท่ากบัหน่ึงภายใต้แรงภายนอก ( )p t  กระทํา 

สามารถแสดงไดด้งัรปูที ่2.5 

 

รปูที ่2.5 แบบจาํลองสาํหรบัระบบ SDOF 

 

Air 

Soil 

Material (Steel, Concrete) 

Friction at Connection Joint 

Friction at Attached Surface 

m 
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หน้าที ่2-6                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

สาํหรบัระบบทีม่พีฤตกิรรมในช่วงยดืหยุ่นเชงิเสน้ องคป์ระกอบของระบบดงัรปูที ่2.5 อาจแยกพจิารณา

ไดจ้ากหลกัการ Superposition ดงัรปูที ่2.6 

 

รปูที ่2.6 องคป์ระกอบพืน้ฐานสาํหรบัระบบพลวตั 

นัน่คอืระบบเชงิพลศาสตรท์ีอ่ธบิายการเคลื่อนทีด่ว้ยการกระจดั ความเรว็ และความเร่งดงัรูปที ่2.6 (ก) 

ประกอบไปดว้ย องค์ประกอบดา้นสตฟิเนสซึ่งสมัพนัธ์กบัการกระจดัดงัรูปที ่2.6 (ข) องค์ประกอบดา้น

ความหน่วงซึง่สมัพนัธก์บัความเรว็ดงัรปูที ่2.6 (ค) องคป์ระกอบดา้นมวลซึง่สมัพนัธก์บัความเรง่ดงัรปูที ่

2.6 (ง) และ องคป์ระกอบเน่ืองจากแรงภายนอก ( )p t  ทีก่ระทาํต่อระบบแปรผนัตามเวลาดงัรปูที ่2.6 (จ) 

ความสมัพนัธร์ะหวา่งการกระจดั ความเรว็ และความเรง่ อยูใ่นรปูของอนุพนัธเ์ทยีบกบัเวลา คอื 

ความเรว็                                       ( ) duu t
dt

=  (2.6) 

ความเรง่                                       
2

2
( ) ( )( ) du t d u tu t

dt dt
= =


  (2.7) 

โดยทัว่ไปนิยมใชส้ญัลกัษณ์ ( . ) แทนอนุพนัธอ์นัดบัทีห่น่ึงเทยีบกบัเวลา และ ( .. ) แทนอนุพนัธอ์นัดบัที่

สองเทยีบกบัเวลา 

2.3 สมการการเคล่ือนท่ีของระบบ SDOF  

2.3.1 หลกัการสมดุลโดยตรง 

สาํหรบัระบบทีไ่ม่ซบัซอ้นเช่นระบบทีม่รีะดบัขัน้ความเสรเีท่ากบัหน่ึง สามารถเขยีนสมการการเคลื่อนที่

ไดโ้ดยงา่ยจากการพจิารณาสมดุลของแรงทัง้หมดทีก่ระทาํต่อระบบตามวธิใีนหวัขอ้ 1.5.1 ดงัตวัอยา่งใน

รปูที ่2.7 และพจิารณาผลรวมของแรงทีก่ระทาํต่อกอ้นมวล จะสามารถเขยีนสมการไดด้งัสมการที ่2.8 

(ก) (ค) (จ) (ง) (ข) 

u(t) 
p(t) 

f 
S f 

D f 
I p(t) 

u(t), u(t) . u(t) .. 
u(t) u(t) . u(t) .. , 
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พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม หน้าที ่2-7 

 

รปูที ่2.7 ระบบ SDOF และการสมดุลของแรง 

)(tpfff SDI =++  (2.8) 

แทนค่าจากสมการที ่2.3 2.4 และ 2.5 และใชส้ญัลกัษณ์ดงัสมการ 2.6 และ 2.7 สาํหรบัสมการ 2.8 จะได ้

สมการการเคลื่อนทีส่าํหรบัระบบ SDOF ดงัสมการที ่2.9 ซึง่หากเปรยีบเทยีบกบัสมการสาํหรบัสมดุลเชงิ

สถิตคือ พจน์ที่ 1 และ 2 เป็นศูนย์ เน่ืองจากการกระจดัไม่เปลี่ยนแปลงตามเวลาและสมดุลกับแรง

ภายนอกแบบสถติ ( )ku p=  

( )mu cu ku p t+ + =   (2.9) 

2.3.2 หลกัการการกระจดัเสมอืน 

สมการการเคลื่อนที่ของระบบในรูปที่ 2.7 สามารถสรา้งโดยใชว้ธิกีารกระจดัเสมอืนตามหวัขอ้ที่ 1.5.2 

หากพจิารณาว่ามวลเกดิกระจดัเสมอืนเท่ากบั uδ  ดงันัน้งานเสมอืนของแรงทัง้หมดในระบบสามารถ

เขยีนไดว้า่ 

( ) 0I D Sf u f u f u p t uδ δ δ δ− − − + =  (2.10) 

โดยเครือ่งหมายลบเกดิจากแรงกระทาํในแนวตรงขา้มกบัแนวของ uδ  สมการที ่2.10 เขยีนไดใ้หมเ่ป็น 

( )( ) 0mu cu ku p t uδ− − − + =   (2.11) 

สาํหรบัคา่ uδ  ทีไ่มเ่ป็นศนูย ์จงึสามารถเขยีนเป็นสมการการเคลื่อนทีไ่ดเ้หมอืนกบัสมการ 2.9 

2.3.3 หลกัการแปรผนั 

สาํหรบัวธิ ีHamilton’s principle ตามหวัขอ้ที ่1.5.3 เมือ่นํามาใชก้บัตวัอยา่งตามรปู 2.7 เริม่จากการเขยีน

พลงังาน และงานของระบบ SDOF ไดค้อื 

พลงังานจลน์ ( ) 21 2T mu=   และพลงังานศกัย ์ ( ) 21 2V ku=  และไดว้า่ T mu uδ δ=    V ku uδ δ=  

และการแปรผนัของงานเน่ืองจากแรงไมอ่นุรกัษ์คอื ( )ncW p t u cu uδ δ δ= −   

(ก) (ข) 
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หน้าที ่2-8                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

เมือ่แทนคา่ลงสมการที ่1.6 จะได ้ 

2

1

( ( ) ) 0
t

t

mu u cu u ku u p t u dtδ δ δ δ− − + =∫     (2.12) 

ทาํการหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น (Integrate by parts) ของพจน์แรกในสมการที ่2.13 ไดด้งัน้ี 

( ) [ ]
2 2 2 2

2

1

1 1 1 1

t t t t
t

t
t t t t

dmu udt mu u dt mu u mu udt mu udt
dt

δ δ δ δ δ= = − = −∫ ∫ ∫ ∫       (2.13) 

โดยหลกัของ Hamilton’s principle พจน์ [ ] 2

1

t

tmu uδ  ในสมการที่ 2.13 มคี่าเป็นศูนย์ เน่ืองจาก  

การแปรผนัทีจุ่ดเริม่ตน้และสิน้สดุของชว่งเวลาทีพ่จิารณาตอ้งเป็นศนูย ์ 1( ) 0u tδ =  และ 2( ) 0u tδ =  

แทนคา่สมการ 2.13 ลง 2.12 จะได ้

2

1

( ( )) 0
t

t

mu cu ku p t udtδ− − − + =∫    (2.14) 

สาํหรบัคา่ uδ  ทีไ่มเ่ป็นศนูย ์สมการที ่2.14 จงึสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรปูสมการที ่2.9 ไดอ้กีเชน่กนั 

2.4 สมการการเคล่ือนท่ีสาํหรบัโครงสร้างภายใต้แผน่ดินไหว 

ผลเน่ืองจากแผ่นดนิไหวต่อโครงสรา้งไม่ใช่แรงทีก่ระทําโดยตรงกบัโครงสรา้ง แต่เป็นผลเทยีบเท่าของ

แรงเมื่อโครงสรา้งเกดิการเคลื่อนตวัขึน้ สมการการเคลื่อนที่ของแผ่นดนิไหวสามารถสรา้งได้จากการ

พิจารณาสมดุลของแรงทัง้หมดเช่นกัน โดยเมื่อเกิดการเคลื่อนที่ของที่รองรบัอย่างมีความเร่งจาก

ตําแหน่งสมดุลซึง่ส่งผลใหเ้กดิการเคลื่อนทีข่องโครงสรา้งทัง้ระบบ พฤตกิรรมของโครงสรา้งเมื่อเกดิการ

เคลื่อนทีเ่ชน่น้ีสามารถอธบิายไดเ้มือ่เขยีนสมการการเคลื่อนทีข่องโครงสรา้งภายใตแ้ผน่ดนิไหว พจิารณา

โครงสร้างดงัรูปที่ 2.8 (ก) ระยะกระจดัของการเคลื่อนที่ของที่รองรบัแทนด้วย gu  ส่วนระยะกระจดั

สมัพทัธร์ะหวา่งมวลกบัทีร่องรบัแทนดว้ย u  ดงันัน้ระยะกระจดัรวมของมวล tu  คอื 

( ) ( ) ( )t
gu t u t u t= +  (2.15) 

 
รปูที ่2.8 ระบบ SDOF ภายใตแ้ผน่ดนิไหว และการสมดุลของแรง 

 
 

u g (ข) 

 

 

(ก) 
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เมือ่พจิารณาสมดุลของแรงตามรปูที ่2.8 (ข) จะไดค้วามสมัพนัธ ์

0I D Sf f f+ + =  (2.16) 

เน่ืองจากแรงสตฟิเนสและแรงหน่วงแปรผนัตามการกระจดัสมัพทัธ์และความเรว็สมัพทัธ์ตามลําดบั จงึ

ยงัคงสามารถแสดงค่าแรงทัง้ 2 ไดใ้นรูปสมการ 2.4 และ 2.5 ตามลําดบั แต่สําหรบัแรงเฉื่อยซึ่งเป็นผล

ของความเรง่รวมของระบบซึง่อยูใ่นรปู 

t
If mu=   (2.17) 

แทนคา่สมการ 2.4 2.5 และ 2.17 ในสมการ 2.16 และใชส้มการ 2.15 จะได ้

( )gmu cu ku mu t+ + = −    (2.18) 

สมการที ่2.18 คอืสมการการเคลื่อนทีส่าํหรบัการกระจดัสมัพทัธ ์ ( )u t  ของโครงสรา้งภายใตก้ารเคลื่อนที่

ของพืน้เน่ืองจากแผ่นดนิไหวดว้ยความเร่ง ( )gu t  เมื่อเปรยีบเทยีบสมการ 2.18 กบั สมการ 2.9 จะเหน็

ได้ว่าผลที่เกิดขึ้นเน่ืองจากการเคลื่อนที่ของพื้นด้วยความเร่ง ( )gu t  คือทําให้เสมือนมีแรงภายนอก

กระทําต่อระบบค่าเท่ากับ ( )gmu t−   เรียกผลเช่นน้ีว่า แรงแผ่นดินไหวประสิทธิผล (Effective 

earthquake force, ( )effp t ) 

( ) ( )eff gp t mu t= −   (2.19) 

ขอ้ควรสงัเกตคอืแรงแผ่นดนิไหวประสทิธผิลเป็นสดัส่วนโดยตรงกบัมวลของโครงสรา้ง ดงันัน้ปัจจยัหน่ึง

ทีม่ผีลต่อระดบัความรนุแรงของแรงจากแผน่ดนิไหวต่อโครงสรา้งกค็อืมวลของโครงสรา้งเอง 

 

รปูที ่2.9 แรงแผน่ดนิไหวประสทิธผิล 

  

(ก) (ข) 

Moving Base Stationary Base 
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หน้าที ่2-10                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

2.5 ผลของแรงโน้มถ่วงโลก 

สําหรบัระบบทีเ่คลื่อนทีใ่นแนวดิง่ ผลของแรงโน้มถ่วงทีม่ต่ีอการเคลื่อนทีส่ามารถพจิารณาจากตวัอย่าง

ในรปูที ่2.10 โดยมวล m  ทีแ่ขวนดว้ยสปรงิ k  และตวัหน่วง c  เกดิการกระจดั ( )u t  ภายใตแ้รง ( )p t

ดงัรปู (ก) มผีงัวตัถุอสิระทีม่แีรงกระทาํดงัรปู (ข) ซึง่สมการสมดุลของแรงแสดงดงัสมการที ่2.20   

 

รปูที ่2.10 การพจิารณาผลของแรงโน้มถ่วงโลก 

( )mu cu ku p t W+ + = +   (2.20) 

โดยที ่W  คอืน้ําหนักจากแรงโน้มถ่วงของระบบ การกระจดัรวมของทัง้ระบบ สามารถเขยีนเป็นค่าการ

กระจดัจากน้ําหนกัแบบสถติ st∆  รวมกบัคา่จากการกระจดัแบบพลศาสตร ์ ( )u t  ไดค้อื  

( ) ( )stu t u t= ∆ +  (2.21) 

แรงในสปริงมีค่าเป็น  ( )stku k ku t= ∆ +  และสําหรบัค่ากระจัดจากน้ําหนักแบบสถิต st W k∆ =  

สมการที ่2.20 จงึเขยีนไดใ้หมเ่ป็น 

( ) ( )mu cu ku t p t+ + =   (2.22) 

สาํหรบัคา่ st∆ ทีไ่มเ่ปลีย่นตามเวลา ดงันัน้ u u=   และ u u=   ทาํใหส้มการการเคลื่อนทีข่องระบบคอื 

( ) ( )mu cu ku t p t+ + = 

 (2.23) 

สมการที ่2.23 แสดงถงึสมการการเคลื่อนทีเ่ขยีนอยูใ่นพจน์ของการตอบสนองเชงิพลศาสตร ์ซึง่เป็นการ

เคลื่อนที่รอบตําแหน่งสมดุลเชงิสถิต ดงันัน้จงึไม่มผีลจากแรงโน้มถ่วงของโลก และเพื่อความสะดวก 

สมการที ่2.23 นิยมเขยีนเป็นสมการในรปูแบบ 2.9 โดยคําตอบทีไ่ดจ้งึเป็นค่าทีเ่ทยีบกบัตําแหน่งสมดุล

เชงิสถติ 

2.6 มวลของการหมนุรอบแกน 

ในหวัข้อที่ผ่านมาเป็นการพิจารณาการเคลื่อนที่ในแนวเส้นตรง และแรงเฉื่อยเกิดจากมวลคูณกับ

ความเรง่ในแนวเสน้ตรงนัน้ ปัญหาเชงิพลศาสตรใ์นหลายกรณเีกีย่วขอ้งกบัการหมนุรอบแกน เชน่การบดิ

 

 

k c 

m 

 

  

 
 

  
 

  

 
 

 

(ก) (ค) (ข) 
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ตวัของพืน้อาคารเป็นตน้ ในการสัน่แบบหมุนน้ี ปรมิาณทีใ่ชใ้นการอธบิายแรงเฉื่อยอนัเน่ืองจากการหมนุ

ของวตัถุดว้ยความเร่งเชงิมุมรอบแกน O เรยีกว่า โมเมนต์ของความเฉื่อยของมวล (Mass moment of 

inertia OI ) ค่าน้ีขึน้อยู่กบัมวลและการกระจายตวัของมวลรอบแกนหมุนโดยมนิียามคล้ายกบัโมเมนต์

ความเฉื่อยเชงิขัว้ของพืน้ที ่(Polar moment of inertia of area 2J r dA= ∫ ) ดงัน้ี 

2
OI r dm= ∫  (2.24) 

มหีน่วยในระบบ SI คอื kg-m2 ตวัอยา่งของคา่ OI  ตามรปูที ่2.11 ไดแ้ก่ 

(ก) กอ้นมวล m ทีห่มนุรอบแกน O  ทีร่ะยะหา่ง r ;  2
OI mr=  

(ข) แผน่วงกลมทีม่มีวล m รศัม ี r  ทีห่มนุรอบแกน O ; 21
2OI mr=  

(ค) แผน่สีเ่หลีย่มผนืผา้ทีม่มีวล m กวา้ง b  ยาว d ทีห่มนุรอบแกน O ; ( )2 21
12OI m b d= +  

 

รปูที ่2.11 ตวัอยา่งโมเมนตข์องความเฉื่อยของมวล 

ตวัอย่างที ่2.1 จงหาค่าสตฟิเนสตา้นทานแรงทางดา้นขา้งของโครงขอ้แขง็แบบ Portal ดงัรปู ต-2.1 (ก) 

โดยเสาทัง้สองมปีลายล่างยดึแน่นกบัฐาน โดยใหพ้จิารณา 2 เงือ่นไขดงัต่อไปน้ี 

1) คานมสีตฟิเนสตา้นการโก่งตวัเป็นอนนัต ์ bEI = ∞  ดงัรปู ต-2.1 (ข) 

2) คานมสีตฟิเนสตา้นการโก่งตวัเป็นศนูย ์ 0bEI =  ดงัรปู ต-2.1 (ค) 

 

รปูที ่ต-2.1 

    

 

 

 

(ก) (ค) (ข) 

   

(ก) (ค) (ข) 
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หน้าที ่2-12                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

วธิทีํา 1) เน่ืองจากคานที่ยดึปลายเสาด้านบนไม่มกีารดดั เสาจงึเสมอืนกบัถูกยดึรัง้แบบมคี่าสตฟิเนส 

ของแต่ละตน้เทา่กบั 312 cEI h  ดงันัน้สตฟิเนสรวมของระบบมคีา่เทา่กบั 

3 32 12 24c ck EI h EI h= × =  

2) เน่ืองจากคานทีย่ดึปลายเสาดา้นบนอ่อนมาก เสาจงึเสมอืนเป็นเสาปลายยื่นทีห่มุนไดอ้สิระ มี

คา่สตฟิเนสของแต่ละตน้เทา่กบั 33 cEI h  ดงันัน้สตฟิเนสรวมของระบบมคีา่เทา่กบั 

3 32 3 6c ck EI h EI h= × =  

ในสภาพจรงิ คานมคี่า 0 bEI< < ∞  ดงันัน้จงึไม่สามารถใชสู้ตรคํานวณอย่างง่ายดงัทีแ่สดงขา้งต้นได ้

ปัญหาลกัษณะดงักล่าว มแีนวทางการพจิารณาดงัตวัอยา่งที ่2.2 ต่อไป 

ตวัอย่างที่ 2.2 พจิารณาโครงขอ้แขง็แบบ Portal ดงัรูป ต-2.2 (ก) จงหาค่าสติฟเนสต้านทานแรงทาง

ดา้นขา้งของระบบเพือ่การจาํลองใหเ้ป็นระบบ SDOF 

 
รปูที ่ต-2.2 

วธิทีํา ระบบโครงสรา้ง ม ีDOF เท่ากบั 3 ประกอบดว้ย 1u  คอืการเคลื่อนทีใ่นแนวราบของคาน 2u  และ 

3u  คอืการหมุนของขอ้ต่อทัง้สอง แต่เน่ืองจากมวลของ DOF สําหรบัการหมุนทีข่อ้ต่อมผีลน้อยมาก จงึ

มกัละทิง้จากการจําลองได ้ทําใหจ้ําลองใหเ้ป็นระบบ SDOF คอืทําการรวมผลของ 2u  และ 3u  สาํหรบั

สติฟเนสของ 1u  โดยหลกัการวเิคราะห์โครงสรา้ง เรยีกว่าวธิคีวบรวมเชงิสถิต (Static condensation) 

สตฟิเนสของระบบ 3DOF สามารถหาไดจ้ากรปู ต-2.2 (ข) (ค) และ (ง) ซึง่สาํหรบั 2L h=  และ b cI I=

แสดงคา่ในรปูเมทรกิซไ์ดด้งัน้ี 

(ก) 

(ค) 

(ข) 

 

 

 
  

 

 

  

 
 

 

 

(ง) 

 

 
 

 

 
   



บทที ่2 ระบบทีม่รีะดบัขัน้ความเสรเีทา่กบัหน่ึง 

 

พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม หน้าที ่2-13 
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หากพจิารณาเฉพาะความสมัพนัธข์องแรงจากสตฟิเนส Sf  กบัเวกเตอรก์ารกระจดั สามารถแสดงไดด้งัน้ี 
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   (ก) 

พจิารณาเฉพาะ 2 สมการของ 2u  และ 3u  จะได ้
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นัน่คอื    
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  (ข) 

แทนผลจากสมการ (ข) ลงในสมการแถวแรกใน (ก) 
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ดงันัน้สติฟเนสต้านทานแรงทางด้านขา้งของระบบน้ีคอื 3 3
96 13.71
7

c cEI EIk
h h

= =   ซึ่งมคี่าอยู่ระหว่าง

คาํตอบของตวัอยา่งที ่2.1 ใน 2 กรณ ี

สําหรบัโครงขอ้แขง็ดงัตวัอย่าง 2.2 ที่มคี่า , , ,b cI I L h  ใด ๆ ค่าสตฟิเนสต้านทานแรงทางดา้นขา้งของ

ระบบสามารถแสดงไดเ้ทา่กบั 

3 3

24 12 1
12 4

c cEI EIk
h h

ρ λ
ρ
+

= =
+

 

โดยนิยามค่าอตัราส่วนสตฟิเนสของคานเทยีบกบัเสาคอื ( ) ( )2b cEI L EI hρ = ÷  และค่า λ  มคี่าอยู่

ในชว่ง 6 ถงึ 24 ตามคา่ ρ  โดยแสดงไดเ้ป็นกราฟความสมัพนัธด์งัน้ี  

 



บทที ่2 ระบบทีม่รีะดบัขัน้ความเสรเีทา่กบัหน่ึง 
 

 

หน้าที ่2-14                พลศาสตรโ์ครงสรา้งพืน้ฐานสาํหรบัการออกแบบตา้นทานแรงลมและแรงเน่ืองจากแผน่ดนิไหว โดย นคร ภู่วโรดม 

 

รปูที ่ต-2.3 

ตวัอยา่งที ่2.3 จงสรา้งสมการการเคลื่อนทีข่องระบบดงัรปูที ่ต-2.4 (ก) ทีไ่มม่คีวามหน่วง และไมค่ดิมวล

ของคาน สปรงิมคีา่สตฟิเนสเทา่กบั k  

 

รปูที ่ต-2.4 

วธิทีาํ สมการการเคลื่อนทีข่องระบบ SDOF น้ีคอื 

( ) ( )emu k u t p t+ =  

โดยที ่ ek  คอื สตฟิเนสรวมของระบบคานและสปรงิ ทีม่คีวามสมัพนัธค์อื 

 S ef k u=  และ beam springu u u= +  

ซึง่คา่ของแรงทีป่ลายคานมคีา่เทา่กบัแรงในสปรงิ Sf  ดงัรปูที ่ต-2.4 (ข) 

ดงันัน้     
beam

S S S

e

f f f
k k k

= +  

หรอื    beam

beam
e

k kk
k k
⋅

=
+

 

ตวัอย่างที ่2.4 จงสรา้งสมการการเคลื่อนทีข่องระบบมวลแขวน (Pendulum) ทีม่มีวล m  และเชอืกยาว 

L  ดงัรปูที ่ต-2.5 (ก) โดยไมค่ดิความหน่วง 
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