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การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอนัดับที่ 2 

 ในบทที่ 7 จะเปนการนำประโยชนของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองมาชวยอธิบายในเหตุการณและการแกปญหา

ทางวิศวกรรม เชน 

– การเคล่ือนที่ขึ้นและลงของวัตถุที่ตดิแนนกับปลายของลวดสปริง

– ปญหาวงจรไฟฟาที่ประกอบดวย ตัวเก็บประจุ ตัวตานทาน ขดลวดเหนี่ยวนำ

– การเคล่ือนที่ของวัตถุที่ลอยตัวบนของเหลวเชน น้ำ น้ำมัน

– การเคล่ือนที่ของลูกตุมนาิกา

– สมการเสนลวดสลิงที่แขวนระหวางจุดสองจุดเชน สายไฟฟาแรงสูง สะพานแขวน

– ปญหาการหมุนตัวของวัตถุ

– การเคล่ือนที่แบบโพรเจกไทลเชน วิถีกระสุนปนใหญ การเคล่ือนที่ของจรวด
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

7.1 การเคลื่อนที่ของวัตถทุี่ติดแนนกับปลายลวดสปริง 

ลวดสปริงเสนหนึ่งยาว S ฟุต ผูกปลายดานบนยึดติดแนนกับเพดาน  

เมื่อปลายดานลางผูกติดกับวัตถุหนัก W ปอนด ลวดสปริงจะยืดลงมา L ฟุต  

แลวหยุดระดับที่วัตถุหยุดนิ่งเรียกวา ระดับสมดุล 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขณะนี้หากเราดึงหรือผลักวัตถุขึ้นลงในแนวดิ่งก็จะทำใหวัตถุเคล่ือนที่ไปจากระดับสมดุลในลักษณะขึ้นหรือลง 

ในหัวขอนี้เราสนใจลักษณะการเคล่ือนที่ของวัตถุวาเคล่ือนที่เปนอยางไร 

กอนอื่นมาพิจารณาวาขณะที่วัตถุหยุดนิ่งมแีรงกระทำกับวัตถุ 2 แรงคือ 

1. แรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถุ 
 1F   

2. แรงดึงกลับของลวดสปริง 
 2F   

การหาแรงดึงกลับของลวดสปริงทำไดดังนี้ จากกฎของฮุค (Hooke’s law) 

“ เมื่อออกแรงดึงหรือกดลวดสปริงทางแนวยาว ขนาดของแรงดึงกลับ F เปนสัดสวนกับความยาว s ที่เปล่ียนไป ” 

เพราะฉะนั้น ถา F เปนแรงดึงกลับ และ s เปนความยาวที่เปล่ียนไป แลว F แปรผันตรงกับ s 

ดังนั้นมีคาคงตัว k ที่ทำให F = ks  

เพราะฉะนั้นที่ระดับสมดุลแรงจากน้ำหนักของวัตถุ = แรงดึงกลับของลวดสปริง 

               
 1F  = 

 2F   

                W = Lk  

ดังนั้น k = W
L

 ปอนดตอฟุต เราเรียกคาคงตัว k วา คาคงตัวของลวดสปริง 

ตัวอยางเชน ผูกวัตถุหนัก 30 ปอนดที่ปลายของลวดสปริง ทำใหลวดสปริงยาวลงมา 2 ฟุต  

จะไดคาคงตัวของลวดสปริงนี้มีคาเทากับ k = W
L  = 30

2  = 15 ปอนดตอฟุต 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตอไปเราจะหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ (เมื่อวัตถุเคล่ือนที่ในแนวดิ่งเทานั้น)  

เมื่อเราทำการดึงวัตถุลงมาแลวปลอยดวยความเร็ว หรือดันขึ้นไปแลวปลอยดวยความเร็วตน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การหาสมการของการเคล่ือนที่ทำไดดังนี้  

ลวดสปริงยาว S ฟุต  

ลวดสปริงมีคาคงตัวของลวดสปริง k ปอนดตอฟุต  

น้ำหนักของวัตถุเทากับ W ปอนด  

เมื่อผูกวัตถุกับลวดสปริง ลวดสปริงยาวลงมา L ฟุตแลวหยุดที่ระดับสมดุล  

เมื่อ t > 0  

ให x = x(t) เปนระยะที่วัตถุหางจากระดับสมดุล  

โดยมีขอตกลงเกี่ยวกับเคร่ืองหมายของ x ดังนี้  

ที่ระดับสมดุล x = 0 

ถาวัตถุอยูเหนือระดับสมดุล ให x มีคาเปนลบ, x < 0 

ถาวัตถุอยูต่ำกวาระดับสมดุล ให x มีคาเปนบวก, x > 0 

เมื่อ x = x(t) เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ จะได dx
dt

 เปนความเร็วของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

เพราะฉะนั้น  ขณะวัตถุเคล่ือนที่ลงจะไดวา   dx
dt

 > 0 

     ขณะวัตถุเคล่ือนที่ขึ้นจะไดวา   dx
dt

 < 0 

และ    ขณะที่วัตถุเปล่ียนทิศทางของการเคล่ือนที่จะไดวา dx
dt

 = 0 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ขณะที่วัตถุเคล่ือนที่มีแรงที่กระทำกับวัตถุดังนี้คือ 

1. แรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถุ 
 1F   

2. แรงดึงกลับหรือแรงผลักลงมาของลวดสปริง 
 2F  

3. แรงแดมป ซึ่งหมายถึงแรงที่ตานทานการเคล่ือนที่ซึ่งอาจเกิดจากสภาพแวดลอม เชน การเคล่ือนที่ในอากาศจะมี

การตานทานการเคล่ือนที่นอยกวาการเคล่ือนที่ในของเหลว และทิศทางของแรงแดมปจะตรงขามกบัการเคล่ือนที่

เสมอ การหาคาแรงแดมปทำไดดังนี้ ขนาดของแรงแดมปแปรผันตรงกับขนาดของความเร็วของการเคล่ือนของวัตถุ

ขณะนั้น 

ให 
 3F  เปนแรงแดมป  

ดังนั้น 
 3F  แปรผันตรงกับ dx

dt   

เนื่องจากแรงแดมปมีทิศทางสวนทางกับการเคล่ือนที่เสมอ  

ดังนั้นมีคาคงตัว c ที่ทำให 
 3F  = – c dx

dt  และ c > 0 

4. แรงภายนอก 
 4F  เชนแรงที่เกิดจากสนามแมเหล็ก แรงที่เกิดจากนำแทงแมเหล็กถาวรมาวางไวใตวัตถุขณะเคล่ือนที่ 

หรือการนำแมเหล็กไฟฟามาวางไวเหนือวัตถุขณะเคล่ือนที่  

ดังนั้นให 
 4F  = f(t) เปนแรงภายนอกที่มากระทำกับวัตถุ 

ผลรวมของแรงทั้งหมดคือแรงที่ทำใหวัตถุเกิดการเคล่ือนที่ F = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F  + 

 4F   

จากกฎของนิวตัน (Newton’s Law) จะได F = ma เมื่อ m เปนมวลของวัตถุ  

เพราะวา m = W
g  

g = 32 ฟุตตอวินาที 2   

และ a = 
2

2
d x
dt

 เปนความเรงของการเคล่ือนที่ 

เพราะฉะนั้น          ma = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F  + 

 4F   

            m 
2

2
d x
dt

 = W – k(x + 1) – c dx
dt  + f(t)  

               = mg – kx – kL – c dx
dt

 + f(t) 

เพราะวา mg = kL เพราะฉะนั้น m 
2

2
d x
dt

 = – kx – c dx
dt

 + f(t) 

เพราะฉะนั้น m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t) 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ 2 ที่มีสัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัวซึ่งผลเฉลย x(t) ของสมการเปนสมการของ

การเคล่ือนที่ของวัตถุ 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การเคลื่อนที่ที่ไมมีแรงแดมปและแรงจากภายนอก 

ดังนั้น 
 4F  = f(t) = 0 และ 

 3F  = 0 

สมการเชิงอนุพันธที่ไดคือ m 
2

2
d x
dt

 + kx = 0 

ผลเฉลย x(t) = 1c  cos k
m  t + 2c  sin k

m  t = A sin ( k
m  t + φ) 

เมื่อ A = 2 2
1 2c c+  และ φ = arctan( 1

2

c
c

)  

การเคล่ือนที่นี้เรียกวา การเคลื่อนที่แบบซิมเบิลฮารมอนิก 

 

 

 

 

 

 

 

 

โดยที่ แอมพลิจูด (amplitude) ของการเคล่ือนที่หมายถึงระยะไกลสุดจากจุดระดับสมดุลเทากับ A ฟุต 

คาบ (period) ของการเคล่ือนที่หมายถึงเวลาที่ใชในการเคล่ือนที่ไกลสุดทางดานบวก 2 คร้ัง ติดกัน 

คาบมีคาเทากับ 2
k
m

π  = 2π m
k  วินาทีตอรอบ  

ความถี่ (frequency) ของการเคล่ีอนที่เทากับ 1
2π

k
m  รอบตอวินาท ี

หมายเหต ุสำหรับการเคล่ือนที่แบบซิมเบิลฮารโมนิกที่แอมพลิจูดเปล่ียนคาตามเวลาสมการของการเคล่ือนที่เปน  

x(t) = A(t) sin (ω t + φ) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

หนวยในมาตราอังกฤษและมาตราเมตริก 

สัญลักษณ หนวยอังกฤษ หนวยเมตริก 

แรง f(t) ปอนด นิวตัน 

ระยะทาง x(t) ฟุต เมตร 

ความเร็ว x′(t) = v(t) ฟุตตอวินาท ี เมตรตอวินาท ี

ความเรง x′′(t) = a(t) ฟุตตอวินาที 2  เมตรตอวินาที 2  

มวล m สลัก = ปอนด – วินาที 2ตอฟุต กิโลกรัม 

คาคงตัวลวดสปริง k ปอนดตอฟุต นิวตันตอเมตร 

คาคงตัวแรงแดมป c ปอนดตอ(ฟุตตอวินาที) นิวตันตอ(เมตรตอวินาที) 

 

ความสัมพันธระหวางหนวยอังกฤษและหนวยเมตริก 

มวล 1 สลัก = 14.5939 กิโลกรัม 

ระยะทาง 1 ฟุต = 0.304801 เมตร 

ปริมาตร 1 แกลลอน = 0.13368 กิโลกรัม 

แรง 1 ปอนด = 4.44822 นิวตัน 

คาคงตัวของแรงโนมถวง g = 32 ฟุตตอวินาที 2  หรือ g = 9.80665 เมตรตอวินาที 2  
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.1 เมื่อนำวัตถุหนัก 6 ปอนด ผูกไวที่ปลายลางของลวดสปริงจะทำใหลวดสปริงยาวมา 6 นิ้ว  

ถาดึงวัตถุนี้ลงมาต่ำกวาระดับสมดุล 4 นิ้ว แลวปลอย จงหา 

 1. สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

 2. แอมพลิจูด คาบ และความถี่ของการเคล่ือนที่ 

 3. ตำแหนง ความเร็ว ความเรงของการเคล่ือนที่เมื่อเวลา 1
2

 วินาที หลังจากปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่ 

วิธีทำ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

คาคงตัวของลวดสปริง k = W
L

 = 6
0.5

 = 12 ปอนดตอฟุต  

มวลของวัตถุ m = W
g  = 6

32
  

c = 0 และ f(t) = 0 จะไดสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ 6
32

 
2

2
d x
dt

 + 12x = 0 

                       
2

2
d x
dt

 + 64x = 0 

รากของสมการชวย 2r  + 64 = 0 คือ r = ± 8i 

เพราะฉะนั้น x(t) = 1c  cos 8t + 2c  sin 8t 

เพราะวา x = 4
12

 เมื่อ t = 0 เพราะฉะนั้น 4
12

 = 1c  นั่นคือ 1c  = 1
3

  

เพราะวา dx
dt

 = 0 เมื่อ t = 0 เพราะฉะนั้น 0 = 8 2c  นั่นคือ 2c  = 0 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

เพราะฉะนั้น x(t) = 1
3

 cos 8t หรือ x(t) = 1
3

 sin (8t + 
2
π ) 

แอมพลิจูด = 1
3

 ฟุต 

คาบ = 2
8
π  = 

4
π  วินาทีตอรอบ 

ความถี่ = 4
π

 รอบตอวินาที 

เพราะวา dx
dt

 = 8
3

 cos (8t + 
2
π  ) และ 

2

2
d x
dt

 = – 64
3

 sin (8t + 
2
π  ) 

เพราะฉะนั้นเมื่อ t = 1
2

 วินาที จะได  

x( 1
2

) = 1
3

 sin (4 + 
2
π  ) = – 0.217881 

dx
dt

( 1
2

) = 8
3

 cos (4 + 
2
π  ) = 2.01814 

2

2
d x
dt

( 1
2

) = – 64
3

 sin (4 + 
2
π  ) = 13.944397 

เพราะฉะนั้นเมื่อเวลา 1
2

 วินาที วัตถุอยูที่ระยะ 0.22 ฟุต เหนือระดับสมดุลและกำลังเคล่ือนที่ลงมาดวยความเร็ว 

2.02 ฟุตตอวินาที และความเรง 14 ฟุตตอวินาที 2                      
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.2 จากตัวอยาง 7.1.1  

ถาขณะที่ปลอยใหวัตถุเคล่ือนที่นั้น เราทำการผลักวัตถุลงมาดวยความเร็ว 2 ฟุตตอวินาที  

จงหาสมการของการเคล่ือนที่ แอมพลิจูด คาบ ความถี่ของการเคล่ือนที่ของวัตถุ  

และลักษณะการเคล่ือนที่เมื่อเวลา t = 1 

วิธีทำ จากผลเฉลย x(t) = 1c  cos 8t + 2c  sin 8t และ 1c  = 1
3

  

เมื่อ t = 0, dx
dt

 = 2 จะได 2 = 8 2c  นั่นคือ 2c  = 1
4

  

เพราะฉะนั้น   x(t)  = 1
3

 cos 8t + 1
4

 sin 8t  

       = 5
12

 sin (8t + φ)         เมื่อ φ = arctan 4
3

 = 0.927 เรเดียน 

เพราะฉะนั้น แอมพลิจูด = 5
12

 ฟุต  

คาบ = 
4
π  วินาทีตอรอบ  

ความถี่ = 4
π

 รอบตอวินาที 

เพราะวา x(t) = 1
3

 cos 8t + 1
4

 sin 8t  

เพราะฉะนั้น    x′(t) = 40
12

 cos (8t + φ)  

และ      x′′(t) = – 320
12

 sin (8t + φ)  

เมื่อ t = 1 จะได   x(1) = 5
12

 sin (8 + 0.927) = 0.1988 

       x′(1) = 40
12

 cos (8 + 0.927) = – 2.9295 

       x′′(1) = – 320
12

 sin (8 + 0.927) = 12.7233 

เพราะฉะนั้นเมื่อเวลา t = 1 จะได  

วัตถุอยูที่ตำแหนง 0.1988 ฟุตใตระดับสมดุล กำลังเคล่ือนที่ขึ้นดวยความเร็ว 2.9295 ฟุตตอวินาที  

และความเรง 12.7233 ฟุตตอวินาที 2                          
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad และ Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การเคลื่อนที่ของวัตถุที่มีไมมีแรงภายนอกมากระทำ 

เพราะฉะนั้น 
 4F  = f(t) = 0  

เพราะฉะนั้นสมการเชิงอนุพันธที่ไดคือ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt  + kx = 0 

รากของสมการชวยคือ r = 
2c c 4mk

2m
− ± −   

เราพิจารณาลักษณะรากของสมการชวยเปน 3 กรณีคือ 

กรณีที่ 1 2c  – 4mk < 0 

เพราะฉะนั้นรากสมการเปนจำนวนเชิงซอน r = – c
2m  ± 

24mk c
2m

−  i  

ผลเฉลยของสมการคือ 

x(t)  = 
 

ct
2me

−
 ( 1c  cos (

24mk c
2m

− )t + 2c  sin (
24mk c

2m
− )t)  

  = 
 

ct
2me

−
 A sin (

24mk c
2m

−  t + φ)  

                 เมื่อ A = 2 2
1 2c c+  และ φ = arctan 1

2

c
c   

A 
 

ct
2me

−
 เรียกวาตัวประกอบแรงแดมป (damping factor)  

ลักษณะของการเคล่ือนที่จะมีแอมพลิจูดเปล่ียนตามเวลา t  

และ 
  t
lim
→∞

 x(t) = 0 นั่นคือเมื่อเวลาผานไปนาน ๆ วัตถุจะหยุดการเคล่ือนที่  

การเคล่ือนที่แบบนี้เรียกวา การเคลื่อนที่ในลักษณะสั่นภายในแรงแดมป (damped, ascillatory mation) 

 

กรณีที่ 2 2c  – 4mk = 0 

เพราะฉะนั้น r = – c
2m  เปนรากซ้ำกัน 2 ของสมการชวย 

x(t) = ( 1c  + 2c  t) 
 

ct
2me

−
 เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ ซึ่งการเคล่ือนที่ในลักษณะนี้วัตถุจะไมเกิดการส่ัน

แตจะคอย ๆ เคล่ือนที่แลวหยุดนิ่งที่ระดับสมดุล การเคล่ือนที่ในลักษณะนี้เรียกวา การเคลื่อนที่ภายใตคาวิกฤตของ

แรงแดมป (critically damped motion) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

กรณีที่ 3 2c  – 4mk > 0 

เพราะฉะนั้นรากสมการเปนจำนวนเชิงซอนจริง 2 คาคือ  

 1r  = 
2c c 4mk

2m
− + −  และ 

 2r  = 
2c c 4mk

2m
− − −  

เพราะวา 2c 4mk−  < 0 เพราะฉะนั้น 
 1r  < 0 และ 

 2r  < 0 

สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุคือ x(t) = 1c   
r t1e  + 2c   

r t2e  ซึ่งลักษณะของการเคล่ือนที่จะไมมีการส่ันไปมา 

เพราะวา 
  t
lim
→∞

 x(t) = 
  t
lim
→∞

 1c   
r t1e  + 2c   

r t1e  = 0  

เพราะฉะนั้นเมื่อเวลาผานไปนาน ๆ วัตถุจะหยุดนิ่ง 

การเคล่ือนที่ในลักษณะนี้เรียกวา การเคลื่อนที่ภายใตแรงแดมปที่มากเกนิไป (overdamped motion) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.3 ยึดปลายสปริงดานหนึ่งกับเพดานหอง และปลายที่เหลือผูกกับน้ำหนัก 64 ปอนด จะทำใหเสนลวด

สปริงยาวออกจากเดิม 16 ฟุต ตอไปดึงวัตถุลงมาจากระดับสมดุล 6 นิ้ว แลวปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่โดยไมมีแรง

ภายนอกมากระทำ นอกจากแรงแดมปอันเนื่องมาจากสภาพแวดลอมมีคาคงตัวแรงแดมป c = 4 เทาของความเร็ว

ในขณะเคล่ือนที่ จงอธิบายการเคล่ือนที่ของวัตุ 

วิธีทำ W = 32 ปอนด  

คาคงตัวของลวดสปริง = W
L  = 64

16  = 4 ปอนดตอฟุต 

สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ   64
32  

2

2
d x
dt

 + 4 dx
dt  + 4x = 0 

               
2

2
d x
dt

 + 2 dx
dt  + 2x = 0 

รากสมการชวย 2r  + 2r + 2 = 0 คือ r = 2 4 8
2

± −  – 1 ± i 

เพราะฉะนั้นผลเฉลย x(t) =  te−  ( 1c  cos t + 2c  sin t) 

เพราะวา x = 1
2  เมื่อ t = 0 เพราะฉะนั้น 1

2  = 1c   

เพราะวา dx
dt  = 0 เมื่อ t = 0 และ 

x′(t) = –  te−  ( 1
2  cos t + 2c  sin t) +  te−  ( – 1

2  cos t + 2c  cos t) 

จะได 0 = – 1
2  + 2c  ดังนั้น 2c  = 1

2   

เพราะฉะนั้น   x(t)  =  te−  ( 1
2  cos t + 1

2  sin 2 3t)  

       = 1
2

  te−  sin (t + 4
π ) 

เพราะฉะนั้นการเคล่ือนที่เปนการเคล่ือนที่ในลักษณะส่ันภายใตแรงแดมปโดยมีตัวประกอบแรงแดมปเทากับ  

1
2

  te−  และคาบของการเคล่ือนที่เทากับ 2π และความถี่เทากับ 1
2π                
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.4 จากตัวอยาง 7.1.3 ถาแรงแดมปเปล่ียนไปเปน c = 4 2  เทาของความเร็วขณะเคล่ือนที่ 

จงอธิบายการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

วิธีทำ เมื่อคา c = 4 2   

สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ 2 
2

2
d x
dt

 + 4 2  dx
dt

 + 4x = 0 

              
2

2
d x
dt

 + 2 2  dx
dt

 + 2x = 0 

เพราะวาสมการชวย 2r  + 2 2  r + 2 = 0 

          (r + 2 ) 2  = 0 

เพราะวาสมการชวยมีราก r = – 2  ภาวะรากซ้ำ 2  

เพราะฉะนั้น x(t ) = ( 1c  + 2c  t )  2 te−   

เพราะวา x = 1
2  เมื่อ t = 0 เพราะฉะนั้น 1c  = 1

2   

เพราะวา dx
dt  = 0 เมื่อ t = 0  

จาก    x(t ) = ( 1
2  + 2c  t )  2 te−   

จะได    x′(t ) = – 2  2 te−  ( 1
2  + 2c  t ) + 2c   2 te−  

ดังนั้น 0 = – 1
2

 + 2c  และ 2c  = 1
2

 

เพราะฉะนั้น   x(t )  = ( 1
2  + 1

2
 t )  2 te−   

      x′(t )  = – 2  2 te−  ( 1
2  + 1

2
 t ) + 1

2
  2 te−  

       = ( – 2  – 1
2

 t )  2 te−  

สรุปการเคล่ือนที่เปนในลักษณะการเคล่ือนที่ภายใตคาวิกฤตของแรงแดมป  

เพราะวา x(t) > 0 และ dx
dt  = ( – 2  – 1

2
 t )  2 te−  < 0 ทุกคา t  

เพราะฉะนั้นวัตถุจะคอย ๆ เคล่ือนที่จากระยะ 1
2  ฟุต ต่ำกวาระดับสมดุล แลวคอย ๆ เคล่ือนที่ขึ้นมาสูระดับสมดุล

และหยุดนิ่งที่ระดับสมดุลเมื่อเวลาผานไปนาน ๆ                      
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.5 จากตัวอยาง 7.1.3 ใหคาคงตัวแรงแดมป c = 6 เทาของความเร็วในขณะเคล่ือนที่  

จงอธิบายการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

วิธีทำ เพราะวา c = 10  

เพราะฉะนั้นสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ 2 
2

2
d x
dt

 + 6 dx
dt  + 4x = 0 

สมการชวย    2r  + 3r + 2 = 0 

       (r + 1)(r + 2) = 0 

               r = – 1, – 2 

ดังนั้นผลเฉลย    x(t) = 1c   te−  + 2c   2te−   

และ       x′(t) = – 1c   te−  – 2 2c   2te−  

เพราะวา x(0) = 1
2  และ x′(0) = 0 เพราะฉะนั้น 1c  + 2c  = 1

2  และ – 1c  – 2 2c  = 0 

ดังนั้น 1c  = 1 และ 2c  = – 1
2   

เพราะฉะนั้น x(t) =  te−  – 1
2   2te−  เปนสมการของการเคล่ือนที่ภายใตแรงแดมปมากเกินไป 

เพราะวา     x(t) = 1
2   2te−  (2 te  – 1) > 0  

และ      x′(t) = –  te−  +  2te−   

       = –  2te− ( te  – 1) < 0 เมื่อ t > 0  

เพราะฉะนั้นวัตถุจะเคล่ือนที่จากระยะ 1
2  ฟุต ใตระดับสมดุลและเคล่ือนที่ขึ้นมาสูระดับสมดุล และคอย ๆ หยุดนิ่งใต

ระดับสมดุล                                  
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การเคลื่อนที่ของวัตถุที่มทีั้งแรงแดมปและแรงภายนอก 

สมการของการเคล่ือนที่ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t) มีผลเฉลย x(t) = cx (t) + px (t)  

โดยที่ cx (t) เปนผลเฉลยของสมการ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = 0  

เราเรียก cx (t) วาเปน พจนช่ัวคราว (transient term) ของการเคล่ือนที่  

และ px (t) ที่เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t)  

เราเรียก px (t) วาเปน พจนสถานะคงตัว (steady – state term) ของการเคล่ือนที่ 

เพราะวา 
  t
lim
→∞

 cx (t) = 0 เพราะฉะนั้นเมื่อเวลาผานไปนาน ๆ การเคล่ือนที่ของวัตถุจะเปนไปตามสมการของการ

เคล่ือนที่ x(t) = px (t) เทานั้น 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.6 ยึดปลายสปริงดานหนึ่งกับคานและปลายที่เหลือผูกติดกับวัตถุหนัก 32 ปอนด คาคงตัวของลวดสปริง

เทากับ 13 ปอนดตอฟุต มีแรงภายนอกที่กระทำกับวัตถุเทากับ f(t) = 6 5  cos t มีคาคงตัวแรงแดมปเทากับ c = 

2 เทาของความเร็วในการเคล่ือนที่ ปลอยใหวัตถุเกิดการเคล่ือนที่จากตำแหนงสมดุลดวยความเร็วตนเทากับศูนย 

จงหาสมการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ 32
32  

2

2
d x
dt

 + 6 dx
dt

 + 13x  = 6 5  cos t 

                 
2

2
d x
dt

 + 6 dx
dt

 + 13x  = 6 5  cos t 

การหาพจนชั่วคราว cx (t)  

รากสมการชวย 2r  + 6r + 13 = 0 คือ r = 
6 36 4(1)(13)

2(1)
− ± −

 = 6 36 52
2

− ± −  = – 3 ± 2 i  

เพราะฉะนั้น cx (t) =  3te− ( 1c  cos 2t + 2c  sin 2t) 

การหาพจนสถานะคงตัว px (t)  

px (t)  = 2
1

D 6D 13+ +
 6 5  cos t  

   = (6 5 ) 2
1

D 6D 13+ +
 cos t 

   = (6 5 ) 2
1

1 6D 13− + +
 cos t 

   = (6 5 ) 1
6D 12+

 cos t 

   = 5  1
D 2+

 cos t 

   = 5  D 2
D 2
−
−

1
D 2+

 cos t 

   = 5  (D – 2) 2
1

D 4−
 cos t 

   = 5  (D – 2) 2
1

1 4− −
 cos t 

   = 5  (D – 2) 1
5−  cos t 

   = – 1
5

 (D – 2) cos t 

   = – 1
5

 (– sin t – 2 cos t) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

เพราะฉะนั้น x(t) = cx (t) + px (t)  

      =  3te− ( 1c  cos 2t + 2c  sin 2t) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) 

จาก x(0) = 0 จะได 0 = 1c  + 2
5

 เพราะฉะนั้น 1c  = – 2
5

 

  x(t)  = cx (t) + px (t)  

   =  3te− ( – 2
5

 cos 2t + 2c  sin 2t) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) 

  x′(t)  = – 3  3te− ( – 2
5

 cos 2t + 2c  sin 2t) +  3te− ( 4
5

 sin 2t + 2 2c  cos 2t) 

     – 1
5

 (– cos t + 2 sin t ) 

จาก x′(0) = 0 จะได  

  0  = – 3 ( – 2
5

 + 0) + (0 + 2 2c ) – 1
5

 (– 1 + 0) 

  0  = 6
5

 + 2 2c  + 1
5

  

 2c   = – 7
2 5

 

เพราะฉะนั้น  x(t)  =  3te− ( – 2
5

 cos 2t – 7
2 5

 sin 2t) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) 

       = – 1
2 5

  3te− ( 4 cos 2t + 7 sin 2t) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) 

       = – 65
2 5

  3te− ( 4
65

 cos 2t + 7
65

 sin 2t) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) 

       = – 13
2   3te− sin(2t + 

 1φ ) – 1
5

 (– sin t – 2 cos t ) เมื่อ 
 1φ  = arctan 4

7   

       = – 13
2   3te− sin(2t + 

 1φ ) + 1
5

 (2 cos t + sin t )  

       = – 13
2   3te− sin(2t + 

 1φ ) + ( 2
5

 cos t + 1
5

 sin t )  

       = – 13
2   3te− sin(2t + 

 1φ ) + sin(t + 
 2φ ) เมื่อ 

 2φ  = arctan 2
1   

เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุโดยมีพจนชั่วคราว cx (t) = – 13
2   3te− sin(2t + 

 1φ )  

และพจนสถานะคงตัว px (t) = sin(t + 
 2φ )                      
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากกราฟของ x(t) จะเห็นไดวา เมื่อเวลาผานไปนาน ๆ (t > 4) กราฟของ x(t) เหมือนกับ px (t)  
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.7 ยึดปลายสปริงดานหนึ่งกับคานและปลายที่เหลือผูกติดกับวัตถุหนัก 32 ปอนด คาคงตัวของลวดสปริง

เทากับ 25 ปอนดตอฟุต มีแรงภายนอกที่กระทำกับวัตถุเทากับ f(t) = cos t มีคาคงตัวแรงแดมปเทากับ c = 8 เทา

ของความเร็วในการเคล่ือนที่ ปลอยใหวัตถุเกิดการเคล่ือนที่จากตำแหนงสมดุลดวยความเร็วตนเทากับศูนย 

จงหาสมการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ    32
32  

2

2
d x
dt

 + 8 dx
dt

 + 25x  = cos t 

                  
2

2
d x
dt

 + 8 dx
dt

 + 25x  = cos t 

การหาพจนชั่วคราว cx (t)  

รากของสมการชวย 2r  + 8r + 25 = 0 คือ r = 
8 64 4(1)(25)

2(1)
− ± −

 = 8 64 100
2

− ± −  = – 4 ± 3 i  

เพราะฉะนั้น cx (t) =  4te− ( 1c  cos 3t + 2c  sin 3t) 

การหาพจนสถานะคงตัว px (t)  

px (t)  = 2
1

D 8D 25+ +
 cos t  

   = 2
1

1 8D 25− + +
 cos t  

   = 1
8D 24+

 cos t  

   = 1
8  1

D 3+  cos t  

   = 1
8  (D – 3) 1

D 3−
1

D 3+  cos t  

   = 1
8  (D – 3) 2

1
D 9−

 cos t  

   = 1
8  (D – 3) 2

1
1 9− −

 cos t  

   = 1
8  (D – 3) 1

10−
 cos t  

   = – 1
80  (D – 3) cos t 

   = – 1
80  (– sin t – 3 cos t) 

   = 1
80  (sin t + 3 cos t) 

เพราะฉะนั้น  x(t)  = cx (t) + px (t)  

       =  4te− ( 1c  cos 3t + 2c  sin 3t) + 1
80  (sin t + 3 cos t) 

เพราะวา            x(0)  = 0  
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

   (1) ( 1c  + 2c (0)) + 1
80  (0 + 3)  = 0 

เพราะฉะนั้น 1c  = – 3
80   

ดังนัน้ x(t) =  4te− ( – 3
80  cos 3t + 2c  sin 3t) + 1

80  (sin t + 3 cos t) 

x′(t) =  4te− ( 9
80  sin 3t + 3 2c  cos 3t) – 4  4te− ( – 3

80  cos 3t + 2c  sin 3t) + 1
80  (cos t – 3 sint) 

เพราะวา               x′(0)  = 0 

(1)(0 + 3 2c (1) – 4(1)( – 3
80 (1) + 0) + 1

80  (1 – 0)  = 0 

              3 2c  + 12
80  + 1

80  = 0 

เพราะฉะนั้น 2c  = – 13
240   

เพราะฉะนั้น  x(t)  =  4te− ( – 3
80  cos 3t – 13

240  sin 3t) + 1
80  (sin t + 3 cos t) 

       = – 1
240   4te− ( 9 cos 3t + 13 sin 3t) + 1

80  (sin t + 3 cos t) 

       = – 
2 29 13
240
+   4te− ( 

2 2
9

9 13+
 cos 3t + 

2 2
13

9 13+
 sin 3t) 

          + 10
80  ( 1

10
 sin t + 3

10
 cos t) 

       = – 250
240   4te− ( 9

250
 cos 3t + 13

250
 sin 3t) 

          + 10
80  ( 1

10
 sin t + 3

10
 cos t) 

       = – 10
48   4te−  sin(3t + 

 1φ ) + 10
80  sin(t + 

 2φ ) 

เมื่อ 
 1φ  = arctan 9

13  และ 
 2φ  = arctan 3 

เพราะฉะนั้นการเคล่ือนที่ของวัตถุมีพจนชั่วคราวเปน – 10
48

 4te−  sin(3t + 
 1φ ) 

และเมื่อเวลาผานไปนานประมาณ t > 5 จะพบวาพจนชั่วคราวจะไมมีผลตอการเคล่ือนที่  

และวัตถุจะเคล่ือนที่ภายใตสมการของพจนสถานะคงตัวคือ 10
80  sin(t + 

 2φ )  

ซึ่งเปนการเคล่ือนที่แบบซิมเปลฮารมอนิกที่มีแอมพลิจูด = 10
80  ฟุต คาบ = 2π วินาทีตอรอบ  

และ ความถี่ = 1
2π  รอบตอวินาที                          
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad และ Mathematica 
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การประสานจังหวะ (resonance) 

จากการที่สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ x(t) = cx (t) + px (t) และเมื่อเวลาผานไปนานพอสมควร cx (t) มีคานอย

มากจนตัดทิ้งได ดังนั้นการเคล่ือนที่ตอไปของวัตถุเปนผลมาจากแรงภายนอกเทานั้น  

ในหัวขอนี้เราสนใจถึงแอมพลิจูดของพจนสถานะคงตวัที่เปนผลมาจากแรงภายนอก f(t) = 
 1A  cos ωt, 

 1A  > 0 

เพื่อความสะดวกในการจัดรูปสมการ ให a = c
2m  และ 2b  = k

m   

เพราะฉะนั้น m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = 
 1A  cos ωt 

จัดรูปสมการเปน 
2

2
d x
dt

 + 2a dx
dt

 + 2b  x = 
 1B  cos ωt เมื่อ 

 1B  =  1A
m  

เราสนใจในกรณีที่การเคล่ือนที่เกิดการส่ัน นั่นคือ 2c  – 4mk < 0  

    
2

2
c

4m
 – 2

4mk
4m

 < 0  

      2a  – 2b  < 0  

      2a  < 2b  

เพราะวา a > 0 และ b > 0 เพราะฉะนั้น a < b 

เพราะฉะนั้น  cx (t) = A  ate−  sin ( 2 2b a−  t + φ)  

และ     px (t) =  

 

1
2 2 2 2 2

B

(b ) 4a−ω + ω
 sin (ωt + θ) เมื่อ θ = arctan(

2 2b
2a
−ω
ω

) 

เพราะฉะนั้นแอมพลิจูดของพจนสถานะคงตัวเปนฟงกชันของ ω  

กลาวคือ F(ω) =  

 

1
2 2 2 2 2

B

(b ) 4a−ω + ω
 

เพราะวา F(0) =  1
2

B
b

 > 0 และ 
  

lim
ω→∞

 F(ω) = 0 

เพราะฉะนั้นสนใจในการหาคา ω และ 0 < ω < ∞ ที่ทำให F(ω) มีคาสูงสุด 

เพราะวา F ′(ω) = 
     

 

  

2 2 2
1

3
22 2 2 2 2

2B ((b 2a ) )

((b ) 4a )

ω − −ω

−ω + ω

 

และ F ′(ω) = 0 เมื่อ ω = 0 หรือ ω = 2 2b 2a−   
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ถา ω < 2 2b 2a−  แลว  
2ω  < 2b  – 2 2a  ดังนั้น 0 < ( 2b  – 2 2a ) –  

2ω  และ F ′(ω) > 0 

ถา ω > 2 2b 2a−  แลว  
2ω  > 2b  – 2 2a  ดังนั้น 0 > ( 2b  – 2 2a ) –  

2ω  และ F ′(ω) < 0 

เพราะฉะนั้น F(ω) มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ ω = 
 1ω  = 2 2b 2a−   

และ F(
 1ω ) =  

  

1
2 2

B

2a b a−
 

 

การเคล่ือนที่ของวัตถ ุถามีแรงภายนอก f(t) = 
 1A  cos ωt กระทำกับวัตถ ุแลว ω = 

 1ω  = 2 2b 2a−   

เราเรียกวาแรงภายนอกเกดิ การประสานจังหวะ (resonance) กับระบบของการเคล่ือนที่ 

เพราะฉะนั้นแรงภายนอก f(t) = 
 1A  cos ωt  

เกิดการประสานจังหวะเมื่อ ω = 
 1ω  = 2 2b 2a−  = 2k c2( )m 2m−  = 

2

2
k c
m 2m
−  

แอมพลิจูดหลังการประสานจังหวะ = F(
 1ω ) = 

1

2
2

A
m

c k c(2)( )2m m 4m

 
 
 

−
 = 1

2

2mA

c 4mk c−
 

คาบ = 
 1

2π
ω  = 

2
2

2
k c
m 2m

π

−

 และ ความถี่ = 

2
2

k c
m 2m

2

−

π
 

จากสูตร cx (t) = A  ate−  sin( 2 2b a−  t + φ)  

จะไดความถี่ของการเคล่ือนที่เมื่อไมมีแรงภายนอกมากระทำเทากับ 
2 2b a
2
−
π

 = 

2
2

k c
m 4m

2

−

π
 

ซึ่งมีคามากกวาความถี่แบบที่มีการประสานจังหวะกับแรงภายนอก 

ลักษณะที่นาสนใจอีกประการหนึ่งคือ การประสานจังหวะที่ไมมีแรงแดมป (undamped resannce) ซึ่งหาไดดังนี้ 

เมื่อ ω = 
 1ω  = b = k

m   
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จากสมการ  m 
2

2
d x
dt

 + kx = 
 1A  cos( k

m  t) 

     
2

2
d x
dt

 + k
m

 x =  1A
m  cos( k

m  t) 

จะได cx (t)  = 1c  cos( k
m  t) + 2c  sin( k

m  t) 

     = A sin ( k
m t + φ) 

เมื่อ A = 2 2
1 2c c+  และ φ = arctan 1

2

c
c   

และ  px (t)  =  1A
2m  k

m  t sin( k
m  t) 

จะเห็นไดวา 
  t
lim
→∞

 x(t) = 
  t
lim
→∞

 A sin ( k
m t + φ) +  1A

2m  k
m  t sin( k

m  t) = ∞ 

สรุปไดวาการประสานจังหวะที่ไมมแีรงแดมประยะทางของวัตถุจากระดับสมดุลจะมากขึ้นไมส้ินสุดเมื่อคิดในลักษณะ

ของสภาพจริงคือ ลวดสปริงจะตองขาดออกจากกัน 
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ตัวอยาง 7.1.8 ยึดปลายสปริงดานหนึ่งกับคานและปลายที่เหลือผูกติดกับวัตถุหนัก 8 ปอนด คาคงตัวของลวดสปริง

เทากับ 3 ปอนดตอฟุต มแีรงภายนอกที่กระทำกับวัตถุเทากับ f(t) = cos t มีคาคงตัวแรงแดมปเทากับ c = 8 เทาของ

ความเร็วในการเคล่ือนที่ ปลอยใหวัตถุเกิดการเคล่ือนที่จากตำแหนงต่ำกวาระดับสมดุล 1
2  ฟุต และดันลงมาดวย

ความเร็วตนเทากับ 2 ฟุตตอวินาท ี

ในขณะที่ปลอยวัตถุนี้มีแรงภายนอก f(t) = 4 cos ωt กระทำตอระบบการเคล่ือนที่ จงตอบคำถามตอไปนี้ 

1. ถามีแรงตานทานการเคล่ือนที่คิดเปนตัวเลข (เปนปอนด) เทากับ 1 เทาของความเร็วในขณะเคล่ือนที่  

 จงหาพจนชั่วคราวของการเคล่ือนที่และพจนสถานะคงตัวเมื่อเกิดการประสานจังหวะ 

2. ถาไมมีแรงตานทานการเคล่ือนที่ จงหาคา ω ที่ทำใหการเคล่ือนที่เปนแบบการประสานจังหวะที่ไมมแีรงแดมป 

และสมการของการเคล่ือนที่หลังการประสานจังหวะ 

วิธีทำ 1. W = 8 ปอนด, k = 3 ปอนดตอฟุต, c = 1 ดังนั้น m = W
g  = 8

32  = 1
4   

แรงภายนอกเกิดการประสานจังหวะเมื่อ ω = 
2

2
k c
m 2m
−  = 

2

2
3 1
1 1( ) 2( )4 4

−  = 12 8−  = 2 

คือ      8
32  

2

2
d x
dt

 + (1) dx
dt

 + 3x = 4 cos 2t 

       
2

2
d x
dt

 + 4 dx
dt

 + 12x = 16 cos 2t 

พิจารณาสมการ  
2

2
d x
dt

 + 4 dx
dt

 + 12x = 0 

รากของสมการชวย 2r  + 4r + 12 = 0 คือ r = 
 

24 4 4(1)(12)
2(1)

− ± −
 =  4 32

2
− ± −  = – 2 ± 2 2  i 

เพราะฉะนั้น cx (t)  =  2te−  ( 1c  cos 2 2  t + 2c  sin 2 2  t) 

และ     px (t) = 2
1

D 4D 12+ +
 (16 cos 2t) 

       = 16 2
1

D 4D 12+ +
 cos 2t 

       = 16 2
1

2 4D 12− + +
 cos 2t 

       = 16 1
4 4D 12− + +

 cos 2t 

       = 16 1
4D 8+  cos 2t 

       = 4 1
D 2+

 cos 2t 
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       = 4 (D – 2) 1
D 2−

1
D 2+

 cos 2t 

       = 4 (D – 2) 2
1

D 4−
 cos 2t 

       = 4 (D – 2) 2
1

2 4− −
 cos 2t 

       = 4 (D – 2) 
 

1
4 4− −

 cos 2t 

       = 4 (D – 2) 1
8−  cos 2t 

       = – 1
2  (D – 2) cos 2t 

       = – 1
2  ( – 2 sin 2t – 2 cos 2t) 

       = sin 2t + cos 2t 

เพราะฉะนั้น  x(t)  = cx (t) + px (t)  

       =  2te−  ( 1c  cos 2 2  t + 2c  sin 2 2  t) + sin 2t + cos 2t 

เพราะวา x(0) = 1
2   

เพราะฉะนั้น 1
2  = (1)( 1c (1) + 2c (0)) + 0 + 1 

     1
2  = 1c  + 1 

เพราะฉะนั้น 1c  = – 1
2  

เพราะฉะนั้น   x(t) =  2te−  (– 1
2  cos 2 2  t + 2c  sin 2 2  t) + sin 2t + cos 2t 

      x′(t) =  2te−  ( 1
2  2 2  sin 2 2  t + 2c  2 2  cos 2 2  t) 

         – 2  2te−  (– 1
2  cos 2 2  t + 2c  sin 2 2  t) + 2 cos 2t – 2 sin 2t 

       =  2te−  ( 2  sin 2 2  t + 2c  2 2  cos 2 2  t) 

         – 2  2te−  (– 1
2  cos 2 2  t + 2c  sin 2 2  t) + 2 cos 2t – 2 sin 2t 

เพราะวา  x′(0) = 2 

      2 = (1) ( 2  (0) + 2c  2 2  (1)) – 2(1)(– 1
2 (1) + 2c (0)) + 2(1) – 2(0) 

      2 = 2c  2 2  + 1 + 2 

    2c  = – 1
2 2
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เพราะฉะนั้น  x(t)  =  2te−  (– 1
2  cos 2 2  t – 1

2 2
 sin 2 2  t) + sin 2t + cos 2t 

       = – 1
2 2

  2te−  ( 2  cos 2 2  t + sin 2 2  t) + 2  ( 1
2

 sin 2t + 1
2

 cos 2t) 

       = – 3
2 2

  2te−  ( 2
3

 cos 2 2  t + 1
3

 sin 2 2  t) 

          + 2  ( 1
2

 sin 2t + 1
2

 cos 2t) 

       = – 3
2 2

  2te−  sin(2 2  t + 
 1φ ) + 2  sin(2t + 

 2φ ) 

เมื่อ 
 1φ  = arctan( 2 ) และ 

 2φ  = arctan 1 = 4
π   

เพราะฉะนั้น x(t) = – 3
2 2

  2te−  sin(2 2  t + 
 1φ ) + 2  sin(2t + 4

π ) 

เพราะฉะนั้นพจนชั่วคราว   cx (t) = – 3
2 2

  2te−  sin(2 2  t + 
 1φ ) 

และพจนสถานะคงตัว    px (t) = 2  sin(2t + 4
π ) 

เพราะฉะนั้นสมการของการเคล่ือนที่เมื่อเวลาผานไปนาน ๆ คือ px (t) = 2  sin(2t + 4
π )        
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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2. ในกรณีที่เกิดการประสานจังหวะที่ไมมีแรงแดมป (ความถี่ของแรงภายนอก = 2
ω
π

) 

การหาความถี่ของการเคล่ือนที ่( 2
ω
π

) เมื่อไมมีแรงแดมป หาไดจากสมการ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt  + kx = 0 

      W
g  

2

2
d x
dt

 + (0) dx
dt  + 3x = 0 

         8
32  

2

2
d x
dt

 + 3x = 0 

           1
4  

2

2
d x
dt

 + 3x = 0 

           
2

2
d x
dt

 + 12x = 0 

เพราะฉะนั้น                 
2

2
d x
dt

 + 12x = 0  

ดังนั้น x(t) = 1c  cos(2 3 t) + 2c  sin(2 3 t) 

เพราะวา x(0) = 1
2  

เพราะฉะนั้น 1
2  = 1c (1) + 2c (0) เพราะฉะนั้น 1c  = 1

2  

x(t) = 1
2  cos(2 3 t) + 2c  sin(2 3 t) 

x′(t) = – 1
2  2 3  sin(2 3 t) + 2 3 2c  cos(2 3 t) 

เพราะวา x′(0) = 2  

เพราะฉะนั้น 2 = – 1
2  2 3  (0) + 2 3 2c (1) เพราะฉะนั้น 2c  = 1

3
  

 x(t)  = 1
2  cos(2 3 t) + 1

3
 sin(2 3 t) 

   = 1
2 3

( 3  cos(2 3 t) + 2 sin(2 3 t) 

   = 7
2 3

( 3
7

 cos(2 3 t) + 2
7

 sin(2 3 t) 

   = 7
2 3

 sin(2 3 t + φ) เมื่อ φ = arctan 3
2   

เพราะฉะนั้นผลเฉลย cx (t) = 7
2 3

 sin(2 3 t + φ) ซึ่งมีความถี่เทากับ 2 3
2π   

หมายเหตุ ω ทำใหเกิดการประสานจังหวะที่ไมมีแรงแดมป เมื่อ ω = k
m  = 3

1( )4
 = 12  = 2 3   
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การหา px (t) ของสมการ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt  + kx = 4 cos(2 3 t) 

เพราะฉะนั้น   8
32  

2

2
d x
dt

 + 3x = 4 cos(2 3 t) 

      
2

2
d x
dt

 + 12x = 16 cos(2 3 t) 

 

 px (t) = 2
1

D 12+
 16 cos(2 3 t) 

   = 16 2
1

D 12+
 cos(2 3 t) 

   = 16 2
1

D 12+
 cos(2 3 t) 

   = 16 Re( 2
1

D 12+
 2 3 ite ) 

   = 16 Re( 2
1

D 12+
 2 3 ite ) 

ให       P(D) = 2D  + 12 

   P(r) = 2r  + 12 

    P(2 3 i) = 0 

       P′(r) = 2r 

   P′(2 3 i) = 4 3 i 

 Re( 2
1

D 12+
 2 3 ite ) = Re(

 

 

2 3 itte
P (2 3 i)′ ) 

         = Re(
 

 

2 3 itte
4 3 i

) 

         = t
4 3

Re( cos(2 3 t) isin(2 3 t)
i
+ ) 

         = t
4 3

Re( icos(2 3 t) sin(2 3 t)
1
−
− ) 

         = t
4 3

sin(2 3  t) 

เพราะฉะนั้น px (t) = 4
3

 t sin(2 3  t) 

เพราะฉะนั้น x(t) = cx (t) + px (t) = 7
2 3

 sin(2 3 t + φ) + 4
3

t sin(2 3  t) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากลักษณะของการเคล่ือนที่จะเห็นไดวาแอมพลิจูดจะมีคามากขึ้นเร่ือย ๆ เมื่อ t → ∞ 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากลักษณะของการเคล่ือนที่จะเห็นไดวาแอมพลิจูดจะมีคามากขึ้นเร่ือย ๆ เมื่อ t → ∞ 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การเคลื่อนที่ในรูปแบบบีต ( beat ) 

จากสมการของการเคล่ือนที่ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t)  

ให f(t) = A cos (ωt) และ 
 0ω  = k

m   

สมมติวาไมมีแรงแดมป  

ดังนั้น c = 0 จะไดสมการของการเคล่ือนที่เปน    m 
2

2
d x
dt

 + kx = A cos (ωt) 

                 
2

2
d x
dt

 + k
m  x = A

m  cos (ωt) 

                 
2

2
d x
dt

 +  
2
0ω  x = A

m  cos (ωt) 

ในกรณีที่ 
 0ω  ≠ w จะได 

    cx (t) = 1c  cos (
 0ω  t) + 2c  sin (

 0ω  t) 

และ    px (t) = 
 

2 2
0

1
D + ω

( A
m  cos (ωt)) 

      = A
m  

 
2 2

0

1
D + ω

(cos (ωt)) 

      = A
m  

 
2 2

0

1
−ω + ω

(cos (ωt)) 

      = A
m  

 
2 2
0

1
ω −ω

(cos (ωt)) 

      = 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (ωt) 

เพราะฉะนั้น x(t) = cx (t) + px (t)  

      = 1c  cos (
 0ω  t) + 2c  sin (

 0ω  t) + 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (ωt) 

เพราะฉะนั้น x′(t) = – 
 0ω  1c  sin (

 0ω  t) + 
 0ω  2c  cos (

 0ω  t) – 
2 2
0

A
m( )

ω
ω −ω

 sin (ωt) 

ในกรณีที่เง่ือนไขเร่ิมตนคือ x(0) = 0 และ x′(0) = 0  

เพราะวา x(0) = 0 

0 = 1c (1) + 2c (0) + 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 (1) 

0 = 1c  + 
2 2
0

A
m( )ω −ω
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

1c  = – 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 

เพราะฉะนั้น x(t) = – 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (
 0ω  t) + 2c  sin (

 0ω  t) + 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (ωt) 

เพราะฉะนั้น x′(t) = 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 
 0ω  sin (

 0ω  t) + 
 0ω  2c  cos (

 0ω  t) – 
2 2
0

A
m( )

ω
ω −ω

 sin (ωt) 

x′(0) = 0 จะได  

    0 = 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 
 0ω  (0) + 

 0ω  2c  (1) – 
2 2
0

A
m( )

ω
ω −ω

 (0) 

  
 0ω  2c  = 0 

เพราะวา 
 0ω  = k

m  ≠ 0 เพราะฉะนั้น 2c  = 0 

เพราะฉะนั้น cx (t) = – 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (
 0ω  t)  

เพราะฉะนั้นผลเฉลย 

x(t)  = cx (t) + px (t)  

  = – 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (
 0ω  t) + 

2 2
0

A
m( )ω −ω

 cos (ωt) 

  = 
2 2
0

A
m( )ω −ω

 ( cos (ωt) – cos (
 0ω  t)) 

จากเอกลักษณตรีโกณมิติ 2 sin A sin B = cos (A – B) – cos (A + B) 

ให A – B = ωt และ A + B = 
 0ω  t  

จะได A = 
1
2  (

 0ω  + ω)t และ B = 
1
2  (

 0ω  – ω)t  

เพราะฉะนั้น cos (ωt) – cos (
 0ω  t)  = cos (A – B) – cos (A + B)  

             = 2 sin A sin B  

             = 2 sin ( 1
2  (

 0ω  + ω)t) sin ( 1
2  (

 0ω  – ω)t) 

เพราะฉะนั้น x(t) = 
2 2
0

2A
m( )ω −ω

 sin ( 1
2  (

 0ω  + ω)t) sin ( 1
2  (

 0ω  – ω)t) 

ลักษณะการเคล่ือนที่ของวัตถุจะมีรูปแบบเปนบีต 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.9 ยึดปลายสปริงดานหนึ่งกับคานและปลายที่เหลือผูกติดกับวัตถุหนัก 32 ปอนด คาคงตัวของลวดสปริง

เทากับ 25 ปอนดตอฟุต มีแรงภายนอกที่กระทำกับวัตถุเทากับ f(t) = 5 cos 4t การเคล่ือนที่ไมมีแรงแดมป ปลอยให

วัตถุเกิดการเคล่ือนที่จากตำแหนงสมดุลดวยความเร็วตนเทากับศูนย 

วิธีทำ สมการของการเคล่ือนที่ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = A cos (ωt) 

จากเง่ือนไขที่กำหนดใหจะได W = 32, k = 25, c = 0, ω = 4, A = 5 และ m = W
g  = 32

32  = 1 

เพราะฉะนั้น 
 0ω  = k

m  = 25
1  = 5 

สมการของการเคล่ือนที่คือ  

x(t)  = 
2 2
0

2A
m( )ω −ω

 sin ( 1
2  (

 0ω  + ω)t) sin ( 1
2  (

 0ω  – ω)t) 

  = 
2 2

2(5)
(1)(5 4 )−

 sin ( 1
2  (5 + 4)t) sin ( 1

2  (5 – 4)t) 

  = 10
9

 sin ( 9
2 t) sin ( 1

2 t) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

กราฟของการเคล่ือนที่ในชวงเวลา [0, 2π], [2π, 4π], [4π, 6π], [6π, 8π], [8π, 10π] มีลักษณะเหมือนกัน 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ปญหาการเคล่ือนที่ของวัตถุที่ยึดตดิกับคอยสสปริงและช็อกแอบซอรบเบอร (shock absorber) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สปริงยาว S ฟุต ปลายดานลางยึดติดกับพื้น ปลายดานบนยึดติดกับพื้นเรียบตรงขนานกับพื้น 

วางกอนวัตถุที่มีมวล m บนพื้นเรียบทำใหสปริงยุบตัวลงมา L ฟุต และหยุดที่ระดับสมดุล  

ใหวัตถุเคล่ือนที่ x ฟุต ตามแนวดิ่งจากระดับสมดุล 

เมื่อ t > 0  

ให x = x(t) เปนระยะที่วัตถุหางจากระดับสมดุล  

โดยมีขอตกลงเกี่ยวกับเคร่ืองหมายของ x ดังนี้ ที่ระดับสมดุล x = 0 

ถาวัตถุอยูเหนือระดับสมดุล ให x มีคาเปนลบ, x < 0 

ถาวัตถุอยูต่ำกวาระดับสมดุล ให x มีคาเปนบวก, x > 0 

เมื่อ x = x(t) เปนสมการของการเคล่ือนทีข่องวัตถุ จะได dx
dt

 เปนความเร็วของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

เพราะฉะนั้น   ขณะวัตถุเคล่ือนที่ลงจะไดวา dx
dt

 > 0 

      ขณะวัตถุเคล่ือนที่ขึ้นจะไดวา dx
dt

 < 0 

และ      ขณะที่วัตถุเปล่ียนทิศทางของการเคล่ือนที่ dx
dt

 = 0 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ขณะนีเ้ราสนใจกรณีมีแรง 4 แรงที่มากระทำกับวัตถุคือ 

1. แรง 
 1F  เปนแรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถุ 

 1F  = W = mg 

2. แรง 
 2F  เปนแรงดันกลับของสปริง 

 2F  = – k(L + x) เมื่อ k เปนคาคงตัวของสปริง 

3. แรง 
 3F  เปนแรงตานการเคล่ือนที่ซึ่งเปนผลมาจากช็อกแอบซอรบเบอรโดยมีแรงตานการเคล่ือนที ่= c dx

dt
  

เพราะวาแรงตานการเคล่ือนที่มีทิศทางสวนทางกับความเร็ว  

เพราะฉะนั้นเมื่อใหคาคงตัว c > 0 จะได 
 3F  = – c dx

dt
  

4. แรงภายนอกที่มากระทำกับวัตถุ 
 4F  = f(t) 

เมื่อ x(t) = ตำแหนงของวัตถุเมื่อเวลา t ใด ๆ 

ให F = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F  + 

 4F   

จากกฎของนิวตันจะได F = ma  

เพราะฉะนั้น   ma  = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F  + 

 4F   

       = mg – k(L + x) – c dx
dt

 + f(t) 

เพราะวาแรงดันกลับของสปริงเทากับแรงจากน้ำหนักของวัถตุ เพราะฉะนั้น kL = mg 

เพราะฉะนั้น ma = – kx – c dx
dt

 + f(t)  

เพราะวา a = 
2

2
d x
dt

 เพราะฉะนั้น m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t) 

เปนสมการเชิงอนุพันธของระบบสมการเคล่ือนที่ของวัตถุที่ยึดตดิกับสปริงและชอ็กแอบซอรบเบอร 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.10 ยึดปลายดานลางของสปริงติดกับพื้นและปลายดานบนยึดติดกับพื้นเรียบตรงขนานกับพื้น วางกอน

วัตถุที่มีมวล 1 สลัก สปริงมีคาคงตัว k = 5 ปอนดตอฟุต คาคงตัวแรงแดมปของช็อกแอบซอรบเบอร c = 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เมื่อเร่ิมตนการเคล่ือนที่ยกวัตถุใหสูงกวาระดับสมดุล 4 ฟุต และดันลงมาดวยความเร็ว 2 ฟุตตอวินาที 

จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ ให x(t) เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

การเง่ือนไขที่กำหนดใหจะได m = 1 สลัก, c = 6 และ k = 5 ปอนดตอฟุต  

x(0) = – 4 และ x′(0) = 2 

จากสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที ่m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx  = 0 

เพราะฉะนั้น           
2

2
d x
dt

 + 6 dx
dt

 + 5x  = 0 

ผลเฉลยของสมการคือ x(t) = 1c   te−  + 2c   5te−  

จากเง่ือนไขเร่ิมตน x(0) = – 4 และ x′(0) = 2 จะได 1c  = – 9
2   te−  และ 2c  = 1

2  

เพราะฉะนั้น x(t) = – 9
2   te−  + 1

2   5te−   
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ลักษณะการเคล่ือนที่ของวัตถุจะเคล่ือนที่ขึ้นมาที่ระดบัสมดุล แลวจึงคอย ๆ มาหยุดนิ่งที่ระดับสมดุล 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

ตัวอยาง 7.1.11 ยึดปลายดานลางของสปริงติดกับพื้นและปลายดานบนยึดติดกับพื้นเรียบตรงขนานกับพื้น วางกอน

วัตถุที่มีมวล 1 สลัก สปริงมีคาคงตัว k = 2 ปอนดตอฟุต คาคงตัวแรงแดมปของช็อกแอบซอรบเบอร c = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เมื่อเร่ิมตนการเคล่ือนที่ยกวัตถุใหสูงกวาระดับสมดุล 3 ฟุต และดันลงมาดวยความเร็ว 2 ฟุตตอวินาที 

จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ ให x(t) เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

การเง่ือนไขที่กำหนดใหจะได m = 1 สลัก, c = 2 และ k = 2 ปอนดตอฟุต  

x(0) = – 3 และ x′(0) = 2 

จากสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที ่   m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx  = 0 

เพราะฉะนั้น             
2

2
d x
dt

 + 2 dx
dt

 + 2x  = 0 

จะไดผลเฉลย x(t) =  te− ( 1c  cos t + 2c  sin t) 

จากเง่ือนไขเร่ิมตน x(0) = – 3, x′(0) = 2 จะได 1c  = – 3 และ 2c  = – 1 

เพราะฉะนั้น x(t) =  te− ( – 3 cos t – sin t) 
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บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ลักษณะการเคล่ือนที่ 

วัตถุจะเคล่ือนที่ลงมาผานระดับสมดุล แลวเคล่ือนที่ขึ้นและลงเล็กนอยสลับกันที่ระดับสมดุล  

และจะหยุดนิ่งเมื่อเวลาผานไปนาน ๆ 
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ตัวอยาง 7.1.12 ยึดปลายดานลางของสปริงติดกับพื้นและปลายดานบนยึดติดกับพื้นเรียบตรงขนานกับพื้น วางกอน

วัตถุที่มีมวล 1 สลัก สปริงมีคาคงตัว k = 1 ปอนดตอฟุต คาคงตัวแรงแดมปของช็อกแอบซอรบเบอร c = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เมื่อเร่ิมตนการเคล่ือนที่ยกวัตถุใหสูงกวาระดับสมดุล 4 ฟุต และดันลงมาดวยความเร็ว 5 ฟุตตอวินาที 

จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ ให x(t) เปนสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

การเง่ือนไขที่กำหนดใหจะได m = 1 สลัก, c = 2 และ k = 1 ปอนดตอฟุต  

x(0) = – 4 และ x′(0) = 5 

จากสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที ่m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx  = 0 

               
2

2
d x
dt

 + 2 dx
dt

 + x  = 0 

จาก x(0) = – 4, x′(0) = 5 จะได 1c  = – 4, 2c  = 1  

เพราะฉะนั้น x(t) = ( – 4 + t)  te−  
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ลักษณะการเคล่ือนที่วัตถุจะเคล่ือนที่ลงมาผานระดับสมดุลเมื่อ t = 4 แลวจึงเคล่ือนที่ขึ้น 

และวัตถุจะอยูใตระดับสมดุลตลอดเวลา t > 4 จนกระทั่งหยุดนิ่ง 
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การเคลื่อนที่ของวัตถุที่ยึดติดกับสปริงและช็อกแอบซอรบเบอรตามแนวนอน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วัตถุมีมวล m วางบนพื้นราบ 

สปริงยาว S ฟุต ปลายดานซายยึดติดกับผนัง ปลายดานขวายึดติดวัตถ ุ

ช็อกแอบซอรบเบอรปลายดานขวายึดติดกับผนัง ปลายดานซายยึดติดวัตถุ 

ตำแหนงที่วัตถุหยุดนิ่งเรียกวา ระดับสมดุล  

ใหวัตถุเคล่ือนที่ x ฟุต ตามแนวระดับ (ซาย–ขวา) จากระดับสมดุล 

เมื่อ t > 0  

ให x = x(t) เปนระยะที่วัตถุหางจากระดับสมดุล  

โดยมีขอตกลงเกี่ยวกับเคร่ืองหมายของ x ดังนี้ ที่ระดับสมดุล x = 0 

ถาวัตถุอยูดานซายของระดับสมดุล ให x มีคาเปนลบ, x < 0 

ถาวัตถุอยูดานขวาระดับสมดุล ให x มีคาเปนบวก, x > 0 

เมื่อ x = x(t) เปนสมการของการเคล่ือนทีข่องวัตถุ  

จะได dx
dt

 เปนความเร็วของการเคล่ือนที่ของวัตถุ 

เพราะฉะนั้น   ขณะวัตถุเคล่ือนที่ไปทางดานขวาจะไดวา dx
dt

 > 0 

      ขณะวัตถุเคล่ือนที่ไปทางดานซายจะไดวา dx
dt

 < 0 

และ      ขณะที่วัตถุเปล่ียนทิศทางของการเคล่ือนที่ dx
dt

 = 0 
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วัตถุมีมวล m สลัก คาคงตัวสปริง k ปอนดตอฟุต  

คาคงตัวของแรงแดมป (เกิดจากช็อกแอบซอรบเบอร) มีคา c > 0 

เมื่อวัตถุเคล่ือนที่ออกจากระดับสมดุล x ฟุต จะพบวามีแรงกระทำกับวัตถุดังนี้ 

1. แรง 
 1F  เปนแรงดึงกลับของสปริงเทากับ – kx 

2. แรงตานการเคล่ือนที่ 
 2F  = – c dx

dt
  

3. แรงภายนอก 
 3F  = f(t) 

ให F = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F   

จากกฎของนิวตันจะไดวา F = ma เมื่อ a = 
2

2
d x
dt

  

         ma = 
 1F  + 

 2F  + 
 3F   

          = – kx – c dx
dt

 + f(t) 

   m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx  = f(t) 

เพราะฉะนั้นสมการเชิงอนุพันธแสดงการเคล่ือนที่ของวัตถุคือ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t) 
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ตัวอยาง 7.1.13 วัตถุมีมวล m = 1
4  สลัก วางบนพื้นราบ สปริงมีคาคงตัว k = 4 ปอนดตอฟุต ปลายดานซายยึดติด

กับผนัง ปลายดานขวายึดติดวัตถุ ช็อกแอบซอรบเบอรปลายดานขวายึดติดกับผนัง ปลายดานวายยึดติดวัตถุ คาคงตัว

แรงแดมปของช็อกแอบซอรบเบอร c = 2 ขณะเคล่ือนที่มีแรงภายบอก f(t) = 6 cos(2 2 t) 

เร่ิมตนเคล่ือนที่โดยเล่ือนวัตถุมาทางดานขวา 4
3  ฟุต และเล่ือนวัตถุไปทางดานขวาดวยความเร็ว 2

3  ฟุตตอวินาที 

จงหาสมการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

วิธีทำ ให x(t) เปนสมการของการเคล่ือนที่ 

การเคล่ือนที่ของวัตถุในระบบที่มีคา m = 1
4  สลัก k = 4 ปอนดตอฟุต และ c = 2 

โดยมีเง่ือนไขเร่ิมตน x(0) = 4
3  และ x′(0) = 2

3  
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สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่คือ  m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = 6 cos(2 2 t) 

               1
4  

2

2
d x
dt

 + 2 dx
dt

 + 4x = 6 cos(2 2 t) 

                  
2

2
d x
dt

 + 8 dx
dt

 + 16x = 24 cos(2 2 t) 

สมการชวยคือ  2r  + 8r + 16  = 0,  

         (r + 4) 2  = 0 

รากของสมการชวยคือ r = – 4 มีภาวะรากซ้ำ 2 

เพราะฉะนั้น cx (t) = ( 1c  + 2c  t)  4te−   

px (t)  = 2
1

D 8D 16+ +
 (24 cos(2 2 t)) 

   = 24 2
1

D 8D 16+ +
 cos(2 2 t) 

   = 24 2
1

(2 2) 8D 16− + +
 cos(2 2 t) 

   = 24 1
8 8D 16− + +

 cos(2 2 t) 

   = 24 1
8D 8+  cos(2 2 t) 

   = 3 1
D 1+  cos(2 2 t) 

   = 3 (D – 1) 1
D 1−  1

D 1+  cos(2 2 t) 

   = 3 (D – 1) 2
1

D 1−
 cos(2 2 t) 

   = 3 (D – 1) 2
1

(2 2) 1− −
 cos(2 2 t) 

   = 3 (D – 1) 1
8 1− −

 cos(2 2 t) 

   = – 1
3  (D – 1) cos(2 2 t) 

   = – 1
3  (– 2 2  sin(2 2 t) – cos(2 2 t)) 

   = 1
3  (2 2  sin(2 2 t) + cos(2 2 t)) 

จากเง่ือนไข x(0) = 4
3  และ x′(0) = 2

3  จะไดสมการของการเคล่ือนที่คือ x(t) =  
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x(t)  = cx (t) + px (t) 

  = ( 1c  + 2c  t)  4te−  + 1
3  (2 2  sin(2 2 t) + cos(2 2 t)) 

เพราะวา x(0) = 4
3  และ x′(0) = 2

3  

เพราะฉะนั้น 4
3  = ( 1c  + 2c 0)(1) + 1

3  (0 + 1) 

    4
3  = 1c  + 1

3  

    1c  = 1 

x(t) = (1 + 2c  t)  4te−  + 1
3  (2 2  sin(2 2 t) + cos(2 2 t)) 

x′(t) = (0 + 2c )  4te−  – 4(1 + 2c  t)  4te−  + 1
3  (8 cos(2 2 t) – 2 2  sin(2 2 t)) 

เพราะวา  x′(0) = 2
3  

     2
3  = (0 + 2c )(1) – 4(1 + 2c 0)(1) + 1

3  (8(1) – 0) 

     2
3  = 2c  – 4 + 8

3  

    2c  = 2 

เพราะฉะนั้น  x(t)  = (1 + 2t)  4te−  + 1
3  (2 2  sin(2 2 t) + cos(2 2 t)) 

       = (1 + 2t)  4te−  + 2 2
3  sin(2 2 t) + 1

3  cos(2 2 t) 

       = (1 + 2t)  4te−  + sin(2 2 t + φ)      เมื่อ φ = arctan 1
2 2

      

  



73 

บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

 
  



74 

บทที่ 7 การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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แบบฝกหดั 7.1 

1. จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ m 
2

2
d x
dt

 + c dx
dt

 + kx = f(t) 

 เมื่อกำหนด m, c, k, f(t) และเง่ือนไขเร่ิมตน x(0) และ x′(0) 

 1.1 m = 1, c = 2, k = 2, f(t) = 0, x(0) = – 3 และ x′(0) = 2 

 1.2 m = 1, c = 6, k = 5, f(t) = 6 5  cos( 5 t), x(0) = 0 และ x′(0) = 0 

 1.3 m = 1, c = 2, k = 1, f(t) = 2 cos t, x(0) = 0 และ x′(0) = 2 

 1.4 m = 1, c = 2, k = 2, f(t) = 2 2  cos( 2 t), x(0) = 0 และ x′(0) = 0 

 1.5 m = 1, c = 8, k = 16, f(t) = 0, x(0) = 0 และ x′(0) = – 3 

 1.6 m = 9, c = 6, k = 37, f(t) = 0, x(0) = 1 และ x′(0) = 1 

2. กำหนดสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่ 
2

2
d x
dt

 + 16x = 15 sin t เมื่อ x(0) = 0 และ x′(0) = 3   

 จงหาสมการของการเคล่ือนที่ x(t) 

3. ปลายขางหนึ่งของลวดสปริงยึดติดแนนกับเพดานในแนวดิ่งตามความยาวของลวดสปริง ปลายลางผูกติดแนนดวย

 วัตถุหนัก 12 ปอนด ทำใหลวดสปริงยืดออกจนถึงตำแหนงสมดุลเปนระยะ 1.5 นิ้ว 

 ดึงวัตถุต่ำกวาตำแหนงสมดุล 2 นิ้ว แลวปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่ดวยความเร็วตนเปนศูนย จงหา 

  3.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  3.2 แอมพลิจูด คาบ และความถี่ของการเคล่ือนที่ 

  3.3 เขียนกราฟแสดงตำแหนงของวัตถ ุ

4. วัตถุหนัก 4 ปอนด แขวนติดแนนกับปลายขางหนึ่งของลวดสปริง สวนอีกปลายหนึ่งของลวดสปริงยึดติดแนนใน

 แนวดิ่งกับเพดาน วัตถุนี้ทำใหลวดสปริงยืดออกจากเดิมเปนระยะ 6 นิ้ว  

 จงหาตำแหนงของวัตถุในรูปฟงกชันของเวลา ถาปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่ดวยความเร็วตน 2 ฟุตตอวินาท ี 

 จากระดับสมดุล ในทิศทางลงลาง เมื่อเวลา t = 0 จงหา 

  4.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  4.2 แอมพลิจูด ความถี่ และคาบของการเคล่ือนที่ 

  4.3 เวลา t ขณะที่วัตถุผานระดับสมดุลและกำลังเคล่ือนที่ขึ้น คร้ังที่ 1 

  4.4 เวลา t ขณะที่วัตถุเปล่ียนทิศทางการเคล่ือนที่ คร้ังที่ 2 
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5. นำวัตถุหนัก 4 ปอนด ยึดติดกับปลายลางของสปริงที่มีคาคงตัว k = 16 ปอนดตอฟุต ดึงวัตถุนี้ลงมาตำ่กวาระดับ

 สมดุล 4 นิ้ว แลวปลอยดวยความเร็วตนเทากับศูนย จงหา 

  5.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  5.2 แอมพลิจูด คาบ และความถี่ของการเคล่ือนที่ 

  5.3 ตำแหนง ความเร็ว ความเรงของการเคล่ือนที่เมื่อเวลา 
8 2
π  วินาที หลังจากปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่ 

6. ปลายดานบนของสปริงยึดติดกับเพดานและปลายดานลางของสปริงแขวนน้ำหนัก 24 ปอนดทำใหสปริงยืดออก 4 

 นิ้ว เมื่อเร่ิมตนทำการดันวัตถุใหสูงกวาระดับสมดุล 4 นิ้ว แลวปลอยดวยความเร็วตนเทากับศูนย จงหา 

  6.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  6.2 แอมพลิจูด คาบ และความถี่ของการเคล่ือนที่ 

  6.3 ตำแหนง ความเร็ว ความเรงของการเคล่ือนที่เมื่อเวลา 
4 6
π  วินาที หลังจากปลอยใหเกิดการเคล่ือนที่ 

7. ปลายดานบนของสปริงยึดติดกับเพดาน ปลายดานลางแขวนวัตถุหนัก 20 ปอนด ทำใหสปริงยืดออก 6 นิ้ว  

 ดึงวัตถุนี้ลงมาต่ำกวาระดับสมดุล 1 นิ้ว แลวปลอยดวยความเร็วตนเทากับศูนย จงหา 

  7.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  7.2 แอมพลิจูด ความถี่ และคาบของการเคล่ือนที่ 

  7.3 ตำแหนงของวัตถุเมื่อเวลา t = n 32
π , n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 วินาที 

  7.4 ความเร็วและทิศทางของการเคล่ือนที่ขณะเวลา t = 4
32
π  และ t = 6

32
π  วินาที 

  7.5 เวลาขณะที่วัตถุผานระดับสมดุล คร้ังที่ 2 

8. ปลายบนของสปริงยึดติดกับเพดานปลายลางเมื่อแขวนวัตถุหนัก 64 ปอนดลวดสปริงยืดออก 0.32 ฟุต ดันวัตถุให

 สูงกวาระดับสมดุล 8 นิ้ว แลวปลอยดวยความเร็ว 5 ฟุตตอวินาที ทิศทางลงลาง  จงหา 

  8.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  8.2 แอมพลิจูด ความถี่ และคาบของการเคล่ือนที่ 

  8.3 ในชวงเวลา [0, 2
π ] วัตถุจะเคล่ือนที่ไดกี่รอบ 

  8.4 ตำแหนง ความเร็วและความเรง ขณะเวลา t = 10
π  วินาที 

  8.5 เวลาที่วัตถุเคล่ือนที่ผานระดับสมดุลเปนคร้ังที่ 1 และ 2 

  8.6 ความเร็วและความเรงของวัตถุขณะที่ผานระดับสมดุลคร้ังที่ 1 และ 2 

  8.7 เวลาที่วัตถุอยูต่ำกวาระดับสมดุล 5 นิ้ว คร้ังที่ 1 และ กำลังเคล่ือนที่ขึ้น 

  8.8 เวลาที่วัตถุอยูสูงวาระดับสมดุล 5 นิ้ว คร้ังที่ 2 และ กำลังเคล่ือนที่ลง 
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9. สปริงที่มีคาคงตัว k = 2 ปอนดตอฟุต ปลายดานบนยึดติดกับเพดาน ปลายดานลางแขวนวัตถุหนัก 4 ปอนด  

 ในสภาพแวดลอมที่มีแรงตานการเคล่ือนที่คิดเปน 1 เทาของความเร็ว  

 ถาวัตถุถูกดันขึ้นไปเหนือระดับสมดุล 1 ฟุต และถูกผลักลงมาดวยความเร็ว 8 ฟุตตอวินาที จงหา 

  9.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

  9.2 เวลาขณะที่วัตถุผานระดับสมดุล 

  9.3 เวลาขณะที่วัตถุหางจากระดับสมดุลมากที่สุด 

  9.4 ตำแหนงของวัตถุที่อยูหางจากระดับสมดุลมากที่สุด 

10. สปริงที่มีคาคงตัว k = 16 นิวตันตอเมตร ปลายดานบนของสปริงยึดติดกับเพดาน ปลายดานลางผูกวัตถุที่มีมวล 

 1 กิโลกรัม และวัตถุนั้นจมอยูในของเหลวที่มีความตานทานการเคล่ือนที่คิดเปน 10 เทาของความเร็ว  

 จงหา สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) เมื่อกำหนด 

  10.1 ดึงวัตถุลงต่ำกวาระดับสมดุล 1 เมตร แลวปลอยดวยความเร็วตน 0 เมตรตอวินาท ี

  10.2 ดึงวัตถุลงต่ำกวาระดับสมดุล 1 เมตร แลวปลอยดวยการดันขึ้นดวยความเร็ว 4 เมตรตอวินาท ี

11. ปลายดานบนของสปริงยึดติดกับเพดาน ปลายดานลางแขวนวัตถุหนัก 3.2 ปอนด คาคงตัวของลวดสปริง k = 2 

 ปอนดตอฟุต สภาพแวดลอมของการเคล่ือนที่ทำใหเกิดแรงตานทาน c = 0.4 เทาของ ความเร็วขณะนั้น เมื่อ

 เร่ิมตนเคล่ือนที่วัตถุถูกดันขึ้นเหนือระดับสมดุล 1 ฟุต แลวปลอยดวยความเร็วตนเปนศูนย จงหา 

  11.1 สมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

  11.2 เวลาที่วัตถุผานระดับสมดุลคร้ังแรกและกำลังเคล่ือนที่ขึ้น 

12. ปลายดานบนของสปริงยึดติดกับเพดาน เมื่อแขวนกอนน้ำหนัก 16 ปอนด จะทำใหสปริงยืดออก 8
3  ฟุต ดึงวัตถุ

 ใหต่ำกวาระดับสมดุล 2 ฟุต แลวปลอยดวยความเร็วตนเปนศูนย ถามีแรงภายนอก f(t) = 10 cos 3t มากระทำ

 กับวัตถุและแรงตานทานการเคล่ือนที่คิดเปน 1
2  เทาของความเร็วขณะเคล่ือนที่  

 จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

13. วัตถุมีมวล 1 สลัก ผูกติดกับปลายของลวดสปริงที่แขวนไวในแนวดิ่งมีผลทำใหสปริงยืดตัว 2 ฟุตเมื่อเวลา t = 0 

 วัตถุอยูที่ตำแหนงสมดุลและดันวัตถุลงมาดวยความเร็ว 1 ฟุตตอวินาที ถาสภาพแวดลอมทำใหเกิดแรงตานทางการ

 เคล่ือนที่คิดเปน 8 เทาของความเร็วขณะที่วัตถุเคล่ือนที่ และมีแรงภายนอก f(t) = 8 sin 4t มากระทำกับวัตถุใน

 แนวการเคล่ือนที่ จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

14. สปริงมีคาคงตัว k = 32 นิวตันตอเมตร ปลายดานบนยึดติดกับเพดาน ปลายดานลางแขวนกอนน้ำหนักที่มีมวล 2 

 กิโลกรัม เมื่อเวลา t = 0 ดึงวัตถุลงต่ำกวาระดับสมดุล 1 เมตร แลวปลอยดวยความเร็วตน 0 เมตรตอวินาที และมี

 แรงภายนอก f(t) = 68  2te−  cos 4t มากระทำกับวัตถุที่ระดับสมดุล จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถุ เมื่อ

 ไมมีแรงตานทานการเคล่ือนที ่
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15. วัตถุมีมวล 1
2  สลัก ผูกติดกับปลายดานลางของสปริงที่มีคาคงตัว k = 6 ปอนดตอฟุต ในการเคล่ือนที่ภายใตแรง

 ตานการเคล่ือนที่คิดเปน 2 เทาของความเร็วขณะเคล่ือนที่ มีแรงภายนอก f(t) = 40 sin 2t มากระทำ 

 เมื่อเวลา t = 0 ดึงวัตถุลงต่ำกวาระดับสมดุล 6 นิ้ว แลวปลอยดวยความเร็วตน 0 เมตรตอวินาท ี

 จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุ

16. สมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่ของวัตถคุือ 
2

2
d x
dt

 + 4x = – 5 sin 2t + 3 cos 2t  

 เมื่อ x(0) = – 1 และ x′(0) = 1 

 จงหาสมการของการเคล่ือนที่ของวัตถ ุx(t) 

17. ปลายบนของสปริงยึดติดกับคาน ปลายลางของสปริงยึดติดกับวัตถุที่มีมวล m สลัก สปริงมีคาคงตัว k ปอนดตอ

 ฟุต กำหนดใหคานที่ยึดปลายสปริงดานบนส่ันในแนวดิ่งโดยมีสมการแสดงตำแหนงการส่ันในแนวดิ่งเปน h(t) 

 หนวยเปนฟุต กำหนดใหคาคงตัวของแรงแดมปมีคาเทากับ c 

 จงหาสมการเชิงอนุพันธของการเคล่ือนที่ของวัตถุที่ปลายลางของสปริง 
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คำตอบแบบฝกหัด 7.1 
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