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บทที่ 5 

ผลการแปลงลาปลาซ 
 

 

 

 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในบทเรียนที่ผานมาไดมีการนำประโยชนของตัวดำเนินการ D มาชวยในการ

หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ จากความหมายของ D(f(x)) คืออนุพันธของฟงกชัน  

 
 

จะเห็นไดวาตัวดำเนินการเชิงอนุพันธ D เปนฟงกชันที่สง ฟงกชัน ไปเปน ฟงกชัน กลาวคือ  

D(f(x) = xe ) เปนฟงกชัน F(x) = xe   

D(f(x) = 2x ) เปนฟงกชัน F(x) = 2x  

D(f(x) = sin x) เปนฟงกชัน F(x) = cos x  

ในกรณีที่เราเลือกใชตัวแปร s กับฟงกชัน F จะสามารถเขียนไดเปน 

D(f(x) = xe ) เปนฟงกชัน F(s) = se   

D(f(x) = 2x ) เปนฟงกชัน F(s) = 2s 

D(f(x) = sin x) เปนฟงกชัน F(s) = cos s 

 
 

ในบทที่ 5 นี้เราจะศึกษาเกี่ยวกับตัวดำเนินการที่สง ฟงกชัน ไปเปน ฟงกชัน อีกตัวหนึ่งที่จะนำมาชวยในการหาผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธได 
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5.1 ผลการแปลงลาปลาซ  

ผลการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) เปนตัวดำเนินการ สง ฟงกชัน ไปเปน ฟงกชัน 

ใชสัญลักษณแทนผลการแปลงลาปลาซดวย L 

 
 

เพื่อไมใหเกิดการสับสนเกี่ยวกับสูตรของฟงกชันเราจึงนิยมใชตัวแปร x กับฟงกชัน f และใชตัวแปร s กับฟงกชัน F  

เพราะฉะนั้น L สงฟงกชัน f เปนฟงกชัน F นิยมแทนดวยสัญลักษณ L{ f(x) }(s) = F(s) 

                    หรือ L{ f(x) } = F(s) 

                    หรือ L{ f(x) } = F 

                    หรือ L{ f } = F 

กอนที่เราจะนิยามความหมายของฟงกชัน F(s) ที่ไดจาก L{ f(x) } วากำหนดอยางไร 

เราตองมาดูลักษณะของฟงกชัน f บางประการที่จะสามารถนิยามผลการแปลงลาปลาซกับฟงกชัน f ได  

 

บทนิยาม 5.1.1 ฟงกชัน f เปน อันดับเอกซโพเนนเชียล (exponential order) ถามีคาคงตัว M > 0, 0x  > 0 

และ a > 0 ที่ทำให | f(x) | < M axe  สำหรับทุก x ≥ 0x  

ฟงกชัน f เปนอันดับเอกซโพเนนเชียลเขียนแทนดวย f(x) = O[ axe  ]  

 

ขอแนะนำ 1. การแสดงวา f(x) = O[ axe  ] เราอาจใชผลของขอพิสูจนตอไปนี้  

สมมติ 
  x
lim
→∞

 |  axe−  f(x) | = k, k เปนคาคงตัว  

เพราะฉะนั้นจะมี 0x  > 0, a > 0 เปนคาคงตัวที่ทำให ถา x ≥ 0x  แลว |  axe−  | f(x) | – k | < 1  

เพราะฉะนั้น – 1 <  axe−  | f(x) | – k < 1  

ผลที่ตามมาคือ  axe−  | f(x) | < 1 + k และ | f(x) | < (1 + k) axe   

เลือก M = (1 + k)  

จะไดวามีคาคงตัว 0x  > 0, a > 0 และ M > 0 ที่ทำให | f(x) | < M axe  สำหรับทุก x ≥ 0x   

เพราะฉะนั้น ถา 
  x
lim
→∞

 axe−  | f(x) | = คาคงตัว แลว f(x) = O[ axe  ]  
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2. การแสดงวา f(x) ไมเปนอันดับเอกซโพเนนเชียล อาจใชผลของขอพิสูจนตอไปนี้  

สมมติทุกคา a จะได 
  x
lim
→∞

 axe−  | f(x) | = ∞  

เพราะฉะนั้นทุกคาคงตัว M > 0 จะมี Mx  ที่ทำให ถา x ≥ Mx  แลว  axe−  | f(x) | ≥ M  

หรือ | f(x) | ≥ M axe   

เพราะฉะนั้นไมมีคาคงตัว a, M และ 0x  ที่ทำให ถา x ≥ 0x  แลว | f(x) | < M axe   

เพราะฉะนั้น f ไมเปนอันดับเอกซโพเนนเชียล 

สรุป ถาทุกคา a จะได 
  x
lim
→∞

 axe−  | f(x) | = ∞ แลว f ไมเปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

 

ตัวอยาง 5.1.1 จงแสดงวา f(x) = nx , n เปนจำนวนเต็มบวกหรือศูนย เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

วิธีทำ เพราะวาทุกคา s > 0 จะได 
  x
lim
→∞

 sxe− nx  = 
  x
lim
→∞

n

sx
x
e

 = 0  

เพราะฉะนั้น f(x) = nx  เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล ซึ่ง f(x) = O[ sxe  ] เมื่อ s > 0          

 

ตัวอยาง 5.1.2 จงแสดงวา f(x) = sin x เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

วิธีทำ เพราะวาทุกคา s ≥ 0 จะได 
  x
lim
→∞

 sxe−  sin x = 
  x
lim
→∞ sx

sin x
e

 = 0  

เพราะฉะนั้น f(x) = sin x เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล ซึ่ง f(x) = O[ sxe  ] เมื่อ s ≥ 0         

 

ตัวอยาง 5.1.3 จงแสดงวา f(x) = 4xe  เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

วิธีทำ เลือก M = 2, 0x  = 1 จะได 4xe  < 2 4xe  ทุกคา x ≥ 0x   

เพราะฉะนั้น | f(x) | < 2 4xe  ทุกคา x ≥ 0  

เพราะฉะนั้น f(x) = 4xe  เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล ซึ่ง f(x) = O[ 4xe  ]              

 

ขอสังเกต ฟงกชัน f(x) = nx , f(x) = sin ax, f(x) = cos ax, f(x) = axe  เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล 
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ตัวอยาง 5.1.4 จงแสดงวา f(x) = 
2xe  ไมเปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

วิธีทำ เพราะวา ถา a < 0 แลว 
  x
lim
→∞

 axe−
2xe  = ∞  

และ ถา a ≥ 0 แลว 
  x
lim
→∞

 axe−
2xe  = 

  x
lim
→∞

  (x a)xe −  = ∞  

เพราะฉะนั้น f(x) = 
2xe  ไมเปนอันดับเอกซโพเนนเชียล                   

ทฤษฎีบท 5.1.1 ถา f เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ และ f(x) = O[ axe  ]  

สำหรับบางคาคงตัว a แลว 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx ลูเขา เมื่อ s ≥ a  

ขอพิสูจน เพราะวา f(x) = O[ axe  ]  

เพราะฉะนั้นมีคาคงตัว M ≥ 0 และ 0x  > 0 ที่ทำให | f(x) | < M axe  ทุก x ≥ 0x  

สำหรับ s ≥ a จะไดวา |  sxe−  f(x) | =  sxe−  | f(x) | <  sxe−  M axe  =    (s a) xe− − M ทุกคา x ≥ 0x   

เพราะวา 
x0
∫ 
∞

 M    (s a) xe− −  dx ลูเขา เมื่อ s ≥ a และ |  sxe−  f(x) | < M    (s a) xe− −   

เพราะฉะนั้น 
x0
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx ลูเขา เมื่อ s ≥ a  

เพราะวา 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
x0  sxe−  f(x) dx + 

x0
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx 

เพราะฉะนั้น  
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx ลูเขา เมื่อ s ≥ a                     

บทนิยาม 5.1.2 f เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ และ f(x) = O[ axe  ]  

ให S = { s | 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx ลูเขา } 

ให F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx, s ∈ S  

เราเรียก F วา ผลการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) ของฟงกชัน f  

และใชสัญลักษณแทนดวย F(s) = L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx 
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ในบางคร้ังเพื่อความสะดวกเราเขียนแทน F(s) ดวย L{ f } หรือ L{ f(x) }(s)  

โดยบทนิยาม 5.1.2 ไดวา L เปนฟงกชันที่สง ฟงกชัน f ไปเปน ฟงกชัน F  

กำหนดโดย F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx  

พิจารณาแผนภูมิการสงคาของผลการแปลงลาปลาซ L 

 

 
 

 

ขอตกลง สัญลักษณที่ใชเขียนแทนผลการแปลงลาปลาซของ f อาจเขียนเปน  

1. L{ f(x) }(s)  

2. L{ f(x) } โดยไมระบุตัวแปร s  

3. L{ f } โดยไมระบุตัวแปร x  

4. F(s) = L{ f }(s)  

 

ขอสังเกต พิจารณาฟงกชันในรูป f(x) = nx axe  sin bx หรือ f(x) = nx axe  cos bx ทุกคา n = 0, 1, 2, 3, ... 

เพราะวา nx  = O[  c xe  ] เมื่อ c > 0 เปนคาคงตัว และ | sin bx | ≤ 1 และ | cos bx | ≤ 1 ทุกคา x  

เพราะฉะนั้น f(x) = O[   (a c)xe +  ]  

โดยทฤษฎีบท 5.1.1 จะไดวา L{ f(x) } หาคาไดเสมอ เมื่อ s ≥ a + c  
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จากการที่ผลการแปลงลาปลาซเปนการสงฟงกชัน f(x) ไปเปนฟงกชัน F(s)  

เราจึงศึกษาตอไปวา L{ f(x) } จะมีสูตรเปนอยางไรโดยพิจารณาจากฟงกชัน f(x) ตอไปนี้  

 

 
 

การหา ∫  sxe−  sin ax dx และ ∫  sxe−  cos ax dx 

โดยใชตัวดำเนินการ 1
D  ชวยในการอินทิเกรต จะได  

1
D  (  sxe−  aixe ) =  sxe−  1

D s−  aixe   

      =  sxe−  1
ai s−  aixe   

      =  sxe−  (  

 

ai s
ai s

− −
− −

)( 1
ai s− ) aixe   

      =  sxe−  ( – ai – s) 2 2
1

s a+
 aixe   

      = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (ai + s) aixe   

      = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (ai + s)(cos ax + i sin ax) 

 
1
D  (  sxe−  cos ax) = Re( 1

D  (  sxe−  aixe )) 

      = Re( – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (ai + s)(cos ax + i sin ax)) 

      = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 Re((ai + s)(cos ax + i sin ax)) 

      = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (s cos ax – a sin ax)) 
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1
D  (  sxe−  sin ax)  = Im( 1

D  (  sxe−  aixe )) 

       = Im( – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (ai + s)(cos ax + i sin ax)) 

       = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 Im((ai + s)(cos ax + i sin ax)) 

       = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (a cos ax + s sin ax)) 

เพราะฉะนั้น  ∫ sxe−  cos ax dx = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (s cos ax – a sin ax)) 

และ     ∫  sxe−  sin ax dx = – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (a cos ax + s sin ax)) 

 

ตัวอยาง 5.1.5 ให f(x) = 1 จงหา L{ f(x) }  

วิธีทำ L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  dx = 1
s  เมื่อ s > 0 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) = 1 }(s) = F(s) = 1
s  

ซึ่งจะเขียนโดยยอเปน L{ 1 }(s) = 1
s  หรือ L{ 1 } = 1

s                     

 

ตัวอยาง 5.1.6 จงหา L{ sin ax } เมื่อ a เปนคาคงตัว  

วิธีทำ L{ sin ax }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  sin ax dx  

      = 
  x
lim
→∞

 [ – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
 (a cos ax + s sin ax)) ]  

      = 2 2
a

s a+
 เมื่อ s > 0 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) = sin ax }(s) = F(s)  

           = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  sin ax dx  

           = 2 2
a

s a+
      เมื่อ s > 0  

ซึ่งจะเขียนโดยยอเปน L{ sin ax }(s) = 2 2
a

s a+
 หรือ L{ sin ax } = 2 2

a
s a+

           
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ตัวอยาง 5.1.7 จงหา L{ cos ax } เมื่อ a เปนคาคงตัว  

วิธีทำ L{ cos ax }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  cos ax dx 

       = 
  x
lim
→∞

[ – 
 sx

2 2
e

s a

−

+
(s cos ax – a sin ax)) ]  

       = 2 2
s

s a+
          เมื่อ s > 0 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) = cos ax }(s) = F(s)  

           = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  cos ax dx  

           = 2 2
s

s a+
      เมื่อ s > 0 

ซึ่งจะเขียนโดยยอเปน L{ cos ax }(s) = 2 2
s

s a+
 หรือ L{ cos ax } = 2 2

s
s a+

           

 

ตัวอยาง 5.1.8 ให f(x) = axe  จงหา L{ f(x) } 

วิธีทำ L{ axe  }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− axe  dx  

      = 
0 

∫ 
∞

    ( s a)xe − +  dx  

      = 1
s a−             เมื่อ s > a 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) = axe  }(s) = F(s) = 1
s a−  เมื่อ s > a  

ซึ่งจะเขียนโดยยอเปน L{ axe  }(s) = 1
s a−  หรือ L{ axe  }= 1

s a−                
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ตัวอยาง 5.1.9 จงแสดงวา L{ nx  }(s) = 
  n 1

n!
s +  ทุกจำนวนเต็มบวก n  

วิธีทำ ให P(n) แทนขอความ L{ nx  }(s) = 
  n 1

n!
s +  

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง  

เพราะวา L{ x }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  x dx  

      = 
  w
lim
→∞

[ 
 

 

sxxe
s
−

−
 ] x w

x 0
=
=  – 

0 

∫ 
∞

 
 

 

sxe
s

−

−
 dx  

      = 
  w
lim
→∞

 [
 

 

swwe
s
−

−
– 0 ] – 

  w
lim
→∞

 [ 
 sx

2
e
s

−
 ] x w

x 0
=
=  

      = 
  w
lim
→∞

 

 

swwe
s
−

−
 – 

  w
lim
→∞

 [ 
 sw

2
e

s

−
 – 2

1
s

 ]  

      = 0 + 2
1
s

 

      = 2
1
s

 

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง  

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง  

สมมติ P(k) เปนจริง  

เพราะฉะนั้น L{ kx  }(s) = 
  k 1
k!

s +  และ 
0 

∫ 
∞

  sxe−  kx  dx = 
  k 1
k!

s +  

L{ k 1x +  }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−   k 1x +  dx  

    = 
  w
lim
→∞

 [ 
   

 

k 1 sxx e
s

+ −

−
 ] x w

x 0
=
=  – 

0 

∫ 
∞

 
 

 

sxe
s

−

−
 (k + 1) kx  dx  

    = 
  w
lim
→∞

 [
   

 

k 1 sxx e
s

+ −

−
 ] x w

x 0
=
=  – 

 

k 1
s
+
−

 
0 

∫ 
∞

  sxe−  kx  dx  

    = 
  w
lim
→∞

 [
   

 

k 1 sww e
s

+ −

−
 – 0 ] – 

 

k 1
s
+
−

 (
  k 1

k!
s + )  

    = 0 + k 1
s
+ (

  k 1
k!

s + ) 
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     = k 1
s
+  

  k 1
k!

s +   

     = 
    (k 1) 1

(k 1)!
s + +

+   

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง  

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตรเราสรุปไดวา L{ nx  }(s) = 
  n 1

n!
s +  เมื่อ s > 0 ทุกจำนวนเต็มบวก n       

 

สูตรของผลการแปลงลาปลาซ L{ f(x) } = F(s) 

 

f(x) F(s) = L{ f(x) }(s) 

1 1
s  ; s > 0 

axe  1
s a−  ; s > a 

sin ax 
2 2

a
s a+

 ; s > 0 

cos ax 
2 2

s
s a+

 ; s > 0 

nx  
  n 1

n!
s +  ; s > 0 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

แบบที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบที่ 2 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

แบบที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



13 

บทที่ 5 ผลการแปลงลาปลาซ 

แบบที่ 2 
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แบบฝกหดั 5.1 

1. จงแสดงวาฟงกชันตอไปนี้เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

 1.1 f(x) = 3x   

 1.2 f(x) = sin 4x  

 1.3 f(x) = 3cos x 

 1.4 f(x) = 3xe  

2. จงแสดงวา  

 2.1 ถา f(x) เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล แลว k f(x) เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล  

 2.2 ถา f(x), g(x) เปนอันดับเอกซโพเนนเชียลแลว f(x) + g(x) เปนอันดับเอกซโพเนนเชียล 

3. จงหาคาอินทิกรัล 

 3.1 
0 

∫ 
∞

  sxe−  2x  dx  

 3.2 
0 

∫ 
∞

  sxe−  sin 2x dx  

 3.3 
0 

∫ 
∞

  sxe−  4xe  dx  

4. จงหาโดเมนของฟงกชัน F(s) และสูตรของฟงกชัน F(s) 

 4.1 F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  4 dx  

 4.2 F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  3x dx  

 4.3 F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  4 2xe  dx  

 4.4 F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  3 sin 4x dx 
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เฉลยแบบฝกหัด 5.1 
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17 

บทที่ 5 ผลการแปลงลาปลาซ 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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5.2 สมบัติของผลการแปลงลาปลาซ  

ในหัวขอที่ 5.1 ไดศึกษาเกี่ยวกับผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันเชน 1, nx , axe , sin ax และ cos ax  

ในหัวขอ 5.2 นี้จะศึกษาเกี่ยวกับสมบัติของผลการแปลงลาปลาซเพื่อนำไปชวยในการหาผลการแปลงลาปลาซของ

ฟงกชันที่มีสูตรยากมากขึ้นเชน nx axe , axe  sin bx, axe  cos bx, nx  sin ax, ... 

ให f และ g เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ และ f(x) = O[ axe  ], g(x) = O[ bxe  ]  

เมื่อ a และ b เปนคาคงตัว  

ให L{ f(x) } = F(s) และ L{ g(x) } = G(s)  

สมบัติของผลการแปลงลาปลาซ 

1. L{ 1c f(x) + 2c  g(x) } = 1c  L{ f(x) } + 2c  L{ g(x) } 

ขอพิสูจน โดยสมบัติของการอินทิเกรตจะได  

L{ 1c  f(x) + 2c  g(x) }(s)  = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  ( 1c  f(x) + 2c  g(x)) dx  

         = 1c  
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx + 2c  
0 

∫ 
∞

  sxe−  g(x) dx  

         = 1c L{ f(x) }(s) + 2c L{ g(x) }(s)        เมื่อ s > max(a, b) 

 

ตัวอยาง 5.2.1 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = 4x + 3 2x   

วิธีทำ L{ f(x) }(s) = L{ 4x + 3 2x  }(s)  

      = 4 L{ x }(s) + 3 L{ 2x  }(s)  

      = 4( 2
1
s

) + 3( 3
2!
s

)  

      = 2
4
s

 + 3
6
s

                          

 

ตัวอยาง 5.2.2 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = 2 4xe  – 3 sin 4x  

วิธีทำ L{ 2 4xe  – 3 sin 4x }(s) = 2 L{ 4xe  }(s) – 3 L{ sin 4x }(s)  

          = 2( 1
s 4−

) – 3( 2
4

s 16+
)  

          = 2
s 4−

 – 2
12

s 16+
                    
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ตัวอยาง 5.2.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = 2 3x  – 5 cos 3x + 4 xe   

วิธีทำ L{ f(x) }(s) = L{ 2 3x  – 5 cos 3x + 4 xe  }(s)  

      = 2 L{ 3x  }(s) – 5 L{ cos 3x }(s) + 4 L{ xe  }(s) 

      = 2( 4
3!
s

) – 5( 2 2
s

s 3+
) + 4( 1

s 1−
)  

      = 4
12
s

 – 2
5s

s 9+
 + 4

s 1−
                       

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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2. ถา L{ f(x) }(s) = F(s) เมื่อ s > a แลว L{  c xe  f(x) }(s) = F(s – c) เมื่อ s > a + c  

ขอพิสูจน ให L{ f(x) }(s) = F(s) เมื่อ s > a  

เพราะฉะนั้น F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx เมื่อ s > a  

เพราะฉะนั้น F(s – c) = 
0 

∫ 
∞

    (s c)xe− −  f(x) dx เมื่อ s – c > a  

เพราะวา L{  c xe  f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  (  c xe  f(x)) dx = 
0 

∫ 
∞

    (s c)xe− −  f(x) dx 

และ F(s – c) = 
0 

∫ 
∞

    (s c)xe− −  f(x) dx เมื่อ s – c > a  

เพราะฉะนั้น L{  c xe  f(x) }(s) = F(s – c) เมื่อ s > a + c                   

 

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ 1. f(x) = 3xe 2x   2. f(x) = 4xe  sin x 

วิธีทำ 1. เพราะวา F(s) = L{ 2x  }(s) = 3
2
s

  

เพราะฉะนั้น L{ 3xe 2x  }(s) = F(s – 3) = 3
2

(s 3)−
  

2. เพราะวา F(s) = L{ sin x }(s) = 2
1

s 1+
  

เพราะฉะนั้น L{ 4xe  sin x }(s) = F(s – 4)  

          = 2
1

(s 4) 1− +
  

          = 2
1

s 8s 17− +
                       
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากสมบัติ L{  c xe f(x) }(s) = F(s – c) จะทำใหเราไดสูตรผลการแปลงลาปลาซที่สำคัญ  

จากสูตร L{ sin ax }(s) = จะได L{  c xe  sin ax }(s) = 2 2
1

(s c) a− +
 

จากสูตร L{ cos ax }(s) = จะได L{  c xe  cos ax }(s) = 2 2
s c

(s c) a
−

− +
 

จากสูตร L{ nx  }(s) = จะได L{  c xe nx  }(s) = n 1
n!

(s c) +−
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3. ถา L{ f(x) }(s) = F(s) เมื่อ s > a แลว L{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = 1

s
 L{ f(x) }(s) เมื่อ s > max(a, 0)  

เพราะฉะนั้น L{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = 1

s
 F(s) 

ขอพิสูจน  

ให F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ s > a และ k(x) = 
0 

∫ 
x
 f(t) dt  

เพราะฉะนั้น L{ k(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  k(x) dx 

พิจารณา ∫  sxe−  k(x) dx  

ให u = k(x), dv = sxe−  dx จะได du = f(x) dx, v = – 1s   sxe−  และ 

 ∫  sxe−  k(x) dx = uv – ∫ v du  

      = – 1
s

  sxe−  k(x) + 1
s

 ∫  sxe−  f(x) dx 

 
0 

∫ 
∞

  sxe−  k(x) dx = 
  b
lim
→∞

[ – 1
s

  sxe−  k(x) ] x b
x 0
=
=  + 1

s
 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx  

       = 0 + 1
s

 F(s)  

       = 1
s

 F(s)           เมื่อ s > max (a, 0) 

เพราะฉะนั้น L{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = 1

s
 L{ f(x) }(s) เมื่อ s > max (a, 0)              
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ตัวอยาง 5.2.5 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ k(x) = 
0 

∫ 
x
 te  dt 

วิธีทำ แบบที่ 1 เพราะวา f(x) = xe  มีผลการแปลงลาปลาซ L{ f(x) }(s) = 1
s 1−

 

เพราะฉะนั้น L{ k(x) }(s) = L{ 
0 

∫ 
x
 te  dt }(s)  

        = 1
s

 L{ xe  }(s)  

        = 1
s

 ( 1
s 1−

)  

        = 1
s(s 1)−  

แบบที่ 2 หา k(x) = 
0 

∫ 
x
 te  dt = xe  – 0e  = xe  – 1 กอน แลวจึงหาผลการแปลงลาปลาซ 

L{ k(x) }(s) = L{ xe  – 1 }(s)  

    = L{ xe  }(s) – L{ 1 }(s)  

    = 1
s 1−  – 1s   

    = 1
s(s 1)−                               

ตัวอยาง 5.2.6 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ k(x) = 
0 

∫ 
x
 2te  sin 4t dt 

วิธีทำ ให f(x) = 2xe  sin 4x จะได L{ f(x) }(s) = L{ 2xe  sin 4x }(s)  

               = L{ sin 4x }(s – 2)  

               = 2 2
4

(s 2) 4− +
 

               = 2
4

(s 2) 16− +
 

เพราะฉะนั้น L{ k(x) }(s) = L{ 
0 

∫ 
x
 2te  sin 4t dt }(s)  

        = 1
s

 L{ f(x) }(s)  

        = 1s  ( 2
4

(s 2) 16− +
)  

        = 2
4

s((s 2) 16)− +
                       
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ทฤษฎีบทผลการประสาน ให f และ g เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ บน [ 0, T ]  

และ f(x) = O[ axe  ] และ g(x) = O[ bxe  ]  

ถา L{ f(x) }(s) = F(s) และ L{ g(x) }(s) = G(s) แลว L{ 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du }(s) = F(s)G(s) 

ขอพิสูจน F(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx                      ... (1) 

 G(s) = 
0 

∫ 
∞

  sue−  g(u) du                         ... (2) 

คูณ (2) ดวย F(s) จะได F(s)G(s) = 
0 

∫ 
∞

 sue  −  F(s)g(u) du               ... (3) 

h(x) = { 0 ,  0 x u  f (x u) ,  u x
≤ <

− < < ∞   

L{ h(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  swe−  h(w) dw  

    = 0 + 
u
∫ 
∞

  swe−  f(w – u) dw 

    = 
u
∫ 
∞

  swe−  f(w – u) d(w – u) 

    = 
0 

∫ 
∞

  sue−    s(w u)e− −  f(w – u) d(w – u) 

    =  sue−  
0 

∫ 
∞

    s(w u)e− −  f(w – u) d(w – u) 

    =  sue−  
0 

∫ 
∞

  sve−  f(v) d(v)  

    =  sue− L{ f(v) }(s)  

    =  sue−  F(s) 

เพราะวา  sue−  F(s) เปนผลการแปลงลาปลาซของ h(x) = { 0 ,  0 x u  f (x u) ,  u x
≤ <

− < < ∞   

เพราะฉะนั้น  sue−  F(s) = 
u 

∫ 
∞

  sxe−  f(x – u) dx 
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แทน  sue−  F(s) ลงในสมการ (3) จะได F(s)G(s) = 
0 

∫ 
∞

 
u 

∫ 
∞

  sxe−  f(x – u)g(u) dx du 

เพราะวา 
0 

∫ 
∞

 
u
∫ 
∞

  sxe−  f(x – u)g(u) dx du = 
0 

∫ 
∞

 
0 

∫ 
x
  sxe−  f(x – u)g(u) du dx  

                = 
0 

∫ 
∞

 [  sxe−  
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du ] dx 

เพราะฉะนั้น F(s)G(s) เปนผลการแปลงลาปลาซของ 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du 

เพราะฉะนั้น L{ 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du }(s) = F(s)G(s)                     

 

ตัวอยาง 5.2.7 จงหาผลการแปลงลาปลาซ L{ 
0 

∫ 
x
 ue  sin (x – u) du }(s) 

วิธีทำ เลือก f(x) = sin x จะได F(s) = L{ f(x) }(s) = L{ sin x }(s) = 2
1

s 1+
 

และ g(x) = xe  จะได G(s) = L{ g(x) }(s) = L{ xe  }(s) = 1
s 1−

 

เพราะฉะนั้น L{ 
0 

∫ 
x
 ue  sin (x – u) du }(s) = L{ 

0 

∫ 
x
 sin(x – u) ue  du }(s) 

               = L{ 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du }(s)  

               = F(s)G(s)  

               = ( 2
1

s 1+
)( 1

s 1− )  

               = 2
1

(s 1)(s 1)+ −
                
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หมายเหต ุL{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = F(s)

s
 เปนกรณีเฉพาะของทฤษฎีบทผลประสาน เมื่อเลือก g(x) = 1  

นั่นคือ L{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = L{ 

0 

∫ 
x
 f(t)g(x – t) dt }(s)  

         = F(s)G(s)  

         = F(s)( 1s  )  

         = F(s)
s

 

 

ขอสังเกต โดยการอินทิเกรตดวยวิธีเปล่ียนตัวแปรจะไดวา 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du = 

0 

∫ 
x
 f(u)g(x – u) du  

เพราะฉะนั้น L{ 
0 

∫ 
x
 f(u)g(x – u) du }(s) = F(s)G(s) 

บทนิยาม 5.2.1 เราเรียกอินทิกรัล 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du วาเปน ผลการประสาน (convolution) ของ f และ g  

และใชสัญลักษณแทนดวย f * g 

เพราะฉะนั้น L{ f * g }(s) = F(s)G(s)  

 

ตัวอยาง 5.2.8 ให f(x) = xe  และ g(x) =  4xe−  จงหา f * g 

วิธีทำ (f * g)(x) = 
0 

∫ 
x
 f(t)g(x – t) dt  

     = 
0 

∫ 
x
 te    4(x t)e− −  dt  

     =  4xe−  
0 

∫ 
x
 5te  dt  

     =  4xe− [ 
5te
5  ] 

t x
t 0
=
=   

     =  4xe−  (
5xe
5  – 1

5
)) 

     = 
xe
5  – 

 4xe
5
−

                           
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ขอสังเกต f * g = g * f 

ขอพิสูจน จาก f * g = 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du  

แทนคา t = x – u จะได dt = – du และ u = x – t  

ถา u = 0 จะได t = x และ ถา u = x จะได t = 0 

เพราะฉะนั้น f * g = 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du  

      = 
x 

∫ 
0
 f(t)g(x – t)( – dt)  

      = 
0 

∫ 
x
 g(x – t)f(t) dt  

      = g * f                             
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4. L{ nx  }(s) = n
s

 L{   n 1x −  }(s) เมื่อ s > 0 และ n > 1  

ขอพิสูจน L{ nx  }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− nx  dx  

พิจารณา ∫  sxe− nx  dx  

แทนคา u = nx , dv =  sxe−  dx จะได du = n   n 1x −  dx, v = – 
 sxe
s
−

 

∫  sxe− nx  dx =  

 
 

n sxx e
s
−−  + ∫ n   n 1x −  

 sxe
s
−

 dx  

     =  

 
 

n sxx e
s
−−  + n

s
 ∫  sxe− n 1x −  dx  

เพราะวา 
  x
lim
→∞

 

 
 

n sxx e
s
−−  = 0  

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
∞

  sxe− nx  dx = n
s

 
0 

∫ 
∞

  sxe−   n 1x −  dx  

เพราะฉะนั้น L{ nx  }(s) = n
s  L{   n 1x −  }(s)  

ในกรณีที่ n เปนจำนวนเต็มบวก จะได  

L{ nx  }(s) = n
s

 L{   n 1x −  }(s)  

    = n
s

 n 1
s
−  L{   n 2x −  }(s)  

    = n
s

 n 1
s
− n 2

s
−  L{   n 3x −  }(s)  

    : 

    = n
s

 n 1
s
− n 2

s
−  ... 3

s
 L{ 2x  }(s)  

    = n
s

 n 1
s
− n 2

s
−  ... 3

s
2
s

 L{ x }(s)  

    = n
s

 n 1
s
− n 2

s
−  ... 3

s
2
s

 2
1
s

 

    = 
  n 1

n!
s +                                
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5. ให Γ(x) = 
0 

∫ 
∞

  te−   x 1t −  dt จะได L{ ax  }(s) = 
  a 1

a (a)
s +
Γ , a > – 1 และ s > 0  

ขอพิสูจน L{ ax  }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− ax  dx  

       = a
s

 L{   a 1x −  }(s)  

       = a
s

 
0 

∫ 
∞

  sxe−   a 1x −  dx  

พิจารณา 
0 

∫ 
∞

  sxe−   a 1x −  dx  

แทนคา sx = t จะได dx = dt
s

 และ x = t
s

  

จะได 
0 

∫ 
∞

  sxe−   a 1x −  dx = 
0 

∫ 
∞

 te−  ( t
s

)   a 1−  dt  

         = a
1
s

 
0 

∫ 
∞

 te−    a 1t −  dt  

         = a
1
s

 Γ(a) 

เพราะฉะนั้น L{ ax  }(s) = a 1
a (a)
s +
Γ                           

หมายเหตุ Γ(x) เรียกวา ฟงกชันแกมมา (Gamma function) โดยสมบัติของฟงกชันแกมมา จะได 

 1. Γ(1) = 1  

 2. Γ(x + 1) = x Γ(x), x > 0  

 3. Γ(n + 1) = n!, n = 1, 2, 3, ...  

 4. Γ( 1
2

 ) = π   

ตัวอยางเชน f(x) = x  จะได L{ f(x) }(s) = L{ x  }(s) = 
  

1 12

1 1( )2 2

s
+

Γ
 = 

3
22s

π   

f(x) = x x  จะไดวา L{ f(x) }(s) = L{ 
3
2x  }(s) = 

  

3 12

3 3( )2 2

s
+

Γ
 = 5

2

3 1 1( ( ))2 2 2

s

Γ
 = 

5
2

3

4s

π  
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6. ถา F(s) = L{ f(x) }(s), 0 < x < c และ h(x) = { 0 ,0 x c  f (x c) ,c x
≤ <

− ≤ < ∞   

แลว L{ h(x) }(s) =  cse−  F(s) 

ขอพิสูจน F(s) = L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx  

L{ h(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  h(x) dx = 
c 

∫ 
∞

  sxe−  f(x – c) dx  

แทนคา x – c = t  

จะได L{ h(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

    s(t c)e− +  f(t) dt  

      = 
0 

∫ 
∞

  cse−  ste−  f(t) dt  

      =  cse−  F(s)                           

 

ตัวอยาง 5.2.9 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน h(x) = { 2
0 ,0 x 2  (x 2) ,2 x

≤ <
− ≤ < ∞

 

วิธีทำ เพราะวา f(x) = 2x  ทำให h(x) = { 2
0 ,0 x 2  (x 2) ,2 x

≤ <
− ≤ < ∞

 

เพราะฉะนั้น L{ h(x) }(s) =  2se−  L{ f(x) }(s)  

        =  2se−  ( 3
2
s

)                          

ตัวอยาง 5.2.10 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน f(x) = { 2
0 ,0 x 4  x 4x ,4 x

≤ <
+ ≤ < ∞

 

วิธีทำ ให A(x) = { 2
0 ,0 x 4  x ,4 x

≤ <
≤ < ∞

 

และ B(x) = { 0 ,0 x 4  4x ,4 x
≤ <
≤ < ∞  

เพราะฉะนั้น f(x) = A(x) + B(x)  

ให a(x) = (x + 4) 2   

จะได A(x) = { 0 ,0 x 4  a(x 4) ,4 x
≤ <

− ≤ < ∞  และ  
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L{ A(x) }(s) =  4se−  L{ a(x) }(s)  

    =  4se− L{ (x + 4) 2  }(s)  

    =  4se− L{ 2x  + 8x + 16 }(s)  

    =  4se− ( 3
2
s

 + 2
8
s

 + 16
s ) 

ให b(x) = 4(x + 4)  

จะได B(x) = { 0 ,0 x 4  b(x 4) ,4 x
≤ <

− ≤ < ∞  

L{ B(x) }(s) =  4se− L{ b(x) }(s)  

    =  4se− L{ 4(x + 4) }(s)  

    =  4se− L{ 4x + 16 }(s)  

    =  4se− ( 2
4
s

 + 16
s

) 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = L{ A(x) }(s) + L{ B(x) }(s)  

        =  4se− ( 3
2
s

 + 2
8
s

 + 16
s ) +  4se− ( 2

4
s

 + 16
s )  

        =  4se− ( 3
2
s

 + 2
12
s

 + 32
s )                  

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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ตัวอยาง 5.2.11 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน f(x) = { 2x ,  0 x 1  3x ,  1 x
≤ <
≤ < ∞

 

วิธีทำ โดยการจัดรูปจะได f(x) = 2x  + { 2
0 ,  0 x 1  3x x ,  1 x

≤ <
− ≤ < ∞

 

ให A(x) = { 0 ,  0 x 1  3x ,  1 x
≤ <
≤ < ∞  และ B(x) = { 2

0 ,  0 x 1  x ,  1 x
≤ <
≤ < ∞

 

เพราะฉะนั้น f(x) = 2x  + A(x) – B(x)  

เลือก a(x) = 3(x + 1) จะได A(x) = { 0 ,  0 x 1  a(x 1) ,  1 x
≤ <

− ≤ < ∞  

และ L{ A(x) }(s) =  se−  L{ a(x) }(s)  

     =  se−  L{ 3x + 3 }(s)  

     =  se−  ( 2
3
s

 + 3
s

 ) 

เลือก b(x) = (x + 1) 2   

จะได B(x) = { 0 ,  0 x 1  b(x 1) ,  1 x
≤ <

− ≤ < ∞   

เพราะฉะนั้น L{ (B(x) }(s) =  se−  L{ b(x) }(s)  

        =  se−  L{ 2x  + 2x + 1 }(s)  

        =  se−  ( 3
2
s

 + 2
2
s

 + 1
s

) 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = L{ 2x  + A(x) – B(x) }(s)  

        = L{ 2x  }(s) + L{ A(x) } – L{ B(x) }(s) 

        = 3
2
s

 +  se−  ( 2
3
s

 + 3
s ) –  se−  ( 3

2
s

 + 2
2
s

 + 1s ) 

        = 3
2
s

 +  se− ( – 3
2
s

 + 2
1
s

 + 2
s )                
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

1. การหาคาของ 
0 

∫ 
1
  sxe− 2x  dx  

 

 

 

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
1
  sxe− 2x  dx =  se−  ( – 1

s
 – 2

2
s

 – 3
2
s

) + 3
2
s

 

2. การหาคาของ 
1
∫ 
∞

  sxe− 3x dx  

 

 

 

เพราะฉะนั้น 
1
∫ 
∞

  sxe− 3x dx =  se−  ( 3
s

 + 2
3
s

) 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
1
  se− 2x  dx + 

1
∫ 
∞

  se− 3x dx  

        =  se−  ( – 1
s

 – 2
2
s

 – 3
2
s

) + 3
2
s

 +  se−  ( 3
s

 + 2
3
s

) 

        = 3
2
s

 +  se−  ( 2
s

 + 2
1
s

 – 3
2
s

) 
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7. ถา F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ x > a แลว L{ xf(x) }(s) = – d
ds

 F(s) 

ขอพิสูจน L{ xf(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− x f(x) dx  

       = 
0 

∫ 
∞

 (x  sxe− ) f(x) dx  

       = 
0 

∫ 
∞

 ( – d
ds

 sxe− ) f(x) dx 

       = – d
ds  ( 

0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx)  

       = – d
ds

 F(s)                          

 

ตัวอยาง 5.2.12 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = x sin x  

วิธีทำ เพราะวา L{ sin x }(s) = 2
1

s 1+
 

เพราะฉะนั้น L{ x sin x }(s) = – d
ds

 L{ sin x }(s)  

         = – d
ds

 ( 2
1

s 1+
)  

         = 2 2
2s

(s 1)+
                        
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8. ถา F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ x > a แลว L{ nx f(x) }(s) = ( – 1) n n

n
d
ds

 F(s) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 

ขอพิสูจน ให P(n) แทนขอความ L{ nx f(x) }(s) = ( – 1) n  
n

n
d
ds

F(s) 

การแสดงวา P(1) เปนจริง  

เพราะวา L{ 1x f(x) }(s) = – d
ds  F(s) = ( – 1)1 d

ds F(s) 

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง 

สมมติ P(k) เปนจริง  

เพราะฉะนั้น L{ kx f(x) }(s) = ( – 1) k  
k

k
d
ds

F(s) 

L{ k 1x + f(x) }(s) = L{ x( kx f(x)) }(s)  

     = – d
ds

 (L{ kx f(x) }(s))  

     = – d
ds

 (( – 1) k  
k

k
d
ds

F(s))  

     = ( – 1) k 1+  
k 1

k 1
d
ds

+

+
F(s) 

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง 

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง  

เพราะฉะนั้น L{ nx f(x) }(s) = ( – 1) n  
n

n
d
ds

F(s) = ( – 1) n (n)F (s) ทุกคา n = 1, 2, 3, ...        

หมายเหตุ  

1. L{ nx f(x) }(s) = ( – d
ds ) n F(s)  

      = ( – 1) n n

n
d
ds

 F(s)  

      = ( – 1) n (n)F (s) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 

2. โดยการใชสัญลักษณ D แทน d
ds

 จะไดวา  

ถา F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ x > a แลว L{ nx f(x) }(s) = ( – 1) n  D n F(s) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 

ให ( – 1) n  D n  = ( – D) n  จะได  

ถา F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ x > a แลว L{ nx f(x) }(s) = ( – D) n F(s) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 
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ตัวอยาง 5.2.13 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = 2x  sin 3x  

วิธีทำ เพราะวา L{ sin 3x }(s) = 2
3

s 9+
 

เพราะฉะนั้น L{ 2x  sin 3x }(s) = ( – 1) 2  
2

2
d
ds

 ( 2
3

s 9+
 )  

          = 3 d
ds ( d

ds ( 2
1

s 9+
)) 

          = 3 d
ds ( 2 2

2s
(s 9)
−
+

) 

          = – 6 d
ds ( 2 2

s
(s 9)+

) 

          = – 6 (
2 2 2

2 4
(s 9) (1) s(2(s 9))(2s)

(s 9)
+ − +

+
) 

          = – 6 (
2 2

2 3
(s 9) 4s

(s 9)
+ −
+

) 

          = 
2

2 3
18(s 3)
(s 9)

−
+

                       
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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9. ถา F(s) = L{ f(x) }(s) เมื่อ x > a และ P(x) เปนพหุนามในพจนของ x  

แลว L{ P(x)f(x) }(s) = P( – D)F(s) เมื่อ D = d
ds   

ขอพิสูจน ให P(x) = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + na nx  

L{ P(x)f(x) }(s) = L{ ( 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + na nx )f(x) }(s) 

     = 0a L{ f(x) }(s) + 1a L{ xf(x) }(s) + 2a L{ 2x f(x) }(s) + ... + na L{ nx f(x) }(s) 

     = 0a F(s) + 1a ( – D)F(s) + 2a ( – D) 2F(s) + ... + na ( – D) n F(s) 

     = ( 0a  + 1a ( – D) + 2a ( – D) 2  + ... + na ( – D) n )F(s) 

     = P( – D)F(s) 

เพราะฉะนั้น L{ P(x)f(x) }(s) = P( – D)F(s)                        

 

ตัวอยาง 5.2.14 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = (2 + 3x) cos 4x  

วิธีทำ เพราะวา L{ cos 4x }(s) = 2
s

s 16+
  

เพราะฉะนั้น L{ (2 + 3x) cos 4x) }(s) = (2 + 3( – D))( 2
s

s 16+
)  

            = 2( 2
s

s 16+
) – 3D( 2

s
s 16+

) 

            = 2( 2
s

s 16+
) – 3 (

2

2 2
(s 16)(1) s(2s)

(s 16)
+ −

+
)  

            = 2( 2
s

s 16+
) – 3 (

2

2 2
16 s

(s 16)
−
+

)  

            = 
3 2

2 2
2s 3s 32s 48

(s 16)
+ + −

+
                 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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ตัวอยาง 5.2.15 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = (2 + x + 3 2x ) 4xe   

วิธีทำ เพราะวา L{ 4xe  }(s) = 1
s 4−

  

เพราะฉะนั้น L{ (2 + x + 3 2x ) 4xe  }(s) = (2 + ( – D) + 3( – D) 2 )( 1
s 4−

)  

             = 2( 1
s 4−

) – D( 1
s 4−

) + 3 2D ( 1
s 4−

)  

             = 2( 1
s 4−

) – ( 2
1

(s 4)
−
−

) + 3 ( 3
2

(s 4)−
)  

             = 2
s 4−

 + 2
1

(s 4)−
 + 3

6
(s 4)−

 

             = 
2

3
2s 15s 34

(s 4)
− +
−

                  

ขอสังเกต การหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = (2 + x + 3 2x ) 4xe  มีอีกวิธีหนึ่งคือ 

เพราะวา L{ (2 + x + 3 2x ) }(s) = 2
s

 + 2
1
s

 + 3
6
s

  

เพราะฉะนั้นโดยใชสมบัติขอ 2. จะได  

L{ (2 + x + 3 2x ) 4xe  }(s) = 2
s 4−

 + 2
1

(s 4)−
 + 3

6
(s 4)−

  

         = 
2

3
2s 15s 34

(s 4)
− +
−
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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10. ถา F(s) = L{ f(x) }(s) และ f ′(x) ตอเนื่องบนชวง [0, ∞) แลว L{ f ′(x) }(s) = sF(s) – f(0) 

ขอพิสูจน L{ f ′(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f ′(x) dx 

พิจารณา ∫  sxe−  f ′(x) dx  

แทนคา u =  sxe− , dv = f ′(x) dx จะได du = – s  sxe−  dx, v = f(x)  

เพราะฉะนั้น ∫  sxe−  f ′(x) dx = uv – ∫ v du  

          =  sxe−  f(x) + ∫ s  sxe−  f(x) dx  

          =  sxe−  f(x) + s ∫  sxe−  f(x) dx 

  v
lim
→∞

 
0 

∫ 
v
  sxe−  f ′(x) dx = 

  v
lim
→∞

 [  sxe−  f(x) ] 
x v
x 0
=
=  + 

  v
lim
→∞

 s 
0 

∫ 
v
   sxe−  f(x) dx 

   
0 

∫ 
∞

  sxe−  f ′(x) dx = 
  v
lim
→∞

[  sve− f(v) – f(0) ] + s 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx 

      L{ f ′(x) }(s) = 
  v
lim
→∞

(  sve−  f(v) – f(0)) + s F(s) 

เพราะวา f(x) = O[ axe  ] เพราะฉะนั้น 
  v
lim
→∞

(  sve−  f(v)) = 0  

เพราะฉะนั้น L{ f ′(x) }(s) = s F(s) – f(0)                         
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11. ถา f, f ′, f ′′, ... , (n 1)f −  มีความตอเนื่องเปนชวงๆบน [ 0, ∞)  
(n)f  มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ บน [ 0, T ] เมื่อ T เปนคาคงตัว และ   (n 1)f −  = O[ axe  ]  

แลวจะมี L{ (n)F (x) }(s) สำหรับ s > max(a, 0) และ 

L{ (n)F (x) }(s) = ns F(s) –   n 1s − f(0) –   n 2s − f ′(0) – ... –   (n 1)f − (0) 

ขอพิสูจน ให P(n) แทนขอความ L{ (n)F (x) }(s) = ns F(s) –   n 1s − f(0) –   n 2s − f ′(0) – ... –   (n 1)f − (0) 

การแสดงวา P(1) เปนจริง  

เพราะวา L{ f ′(x) }(s) = s F(s) – f(0) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง 

สมมติ P(k) เปนจริง  

เพราะฉะนั้น L{ (k)f (x) }(s) = ks F(s) –   k 1s − f(0) –   k 2s − f ′(0) – ... –   (k 1)f − (0)        … (1) 

L{   (k 1)f + (x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−   (k 1)f + (x) dx  

      = 
  v
lim
→∞

 
0 

∫ 
v
  sxe−   (k 1)f + (x) dx 

      = 
  v
lim
→∞

[  sxe− (k)f (x) ] 
x v
x 0
=
=  + 

  v
lim
→∞

 
0 

∫ 
v
 s  sxe− (k)f (x) dx 

      = 
  v
lim
→∞

[  sve− (k)f (v) – (k)f (0) ] + s 
  v
lim
→∞

 
0 

∫ 
v
  sxe− (k)f (x) dx 

      = [ 0 – (k)f (0) ] + s 
0 

∫ 
∞

  sxe− (k)f (x) dx  

      = – (k)f (0) + s L{ (k)f (x) }(s)              (จาก (1)) 

      = – (k)f (0) + s( ks F(s) –   k 1s − f(0) –   k 2s − f ′(0) – ... –   (k 1)f − (0)) 

      = k 1s + F(s) – ks f(0) –   k 1s − f ′(0) – ... –   (k 1)f − (0) – (k)f (0) 

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง 

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n = 1, 2, 3, … 

เพราะฉะนั้น L{ (n)F (x) }(s) = ns F(s) –   n 1s − f(0) –   n 2s − f ′(0) – ... –   (n 1)f − (0) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 

                                     
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12. ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันขั้นบันได 

บทนิยาม 5.2.2 ให p > 0 เปนคาคงตัว ฟงกชัน pu  กำหนดโดย pu (x) = { 0 ,  0 x p   1 ,   p x
≤ <
≤ < ∞  

เรียกวา ฟงกชันหนึ่งหนวยข้ันบันได ( unit step function ) 

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันได pu (x) 

L{ pu (x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− pu (x) dx  

    = 
0 

∫ 
p
  sxe− pu (x) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe− pu (x) dx  

    = 
0 

∫ 
p
  sxe−  (0) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe−  (1) dx 

    = 
  h
lim
→∞

 
p
∫ 

h
  sxe−  dx  

    = 
  h
lim
→∞

[ 
 

 

sxe
s

−

−  ] x h
x p
=
=   

    = 
  h
lim
→∞

[ 
 

 

she
s

−

−  – 
 

 

spe
s

−

−  ] 

    = 
 spe
s
−

 

เพราะฉะนั้น L{ pu (x) }(s) = 
 pse
s
−

 เมื่อ s > 0 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

 

หมายเหตุ โปรแกรม Mathcad ใชฟงกชัน Φ(x – p) แทน pu (x)  
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การเขียนฟงกชันที่นิยามเปนชวง ๆ ในรูปแบบของฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันได  

ตัวอยาง 5.2.16 ให f(x) = { 4 ,  0 x 2   2 3x ,  2 x
≤ <

+ ≤ < ∞   

จงเขียน f(x) ในรูปแบบผลบวกของฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันได 

วิธีทำ แบบที่ 1  f(x) = 4 + { 4 4 ,  0 x 2   (2 3x) 4 ,  2 x
− ≤ <

+ − ≤ < ∞  

       = 4 + { 0 ,  0 x 2   3x 2 ,  2 x
≤ <

− ≤ < ∞  

       = 4 + (3x – 2) { 0 ,  0 x 2   1 ,  2 x
≤ <
≤ < ∞  

       = 4 + (3x – 2) 2u (x) 

แบบที่ 2  f(x) = 4 – 4 2u (x) + (2 + 3x) 2u (x) 

     = 4 + ( – 4 + 2 + 3x) 2u (x) 

     = 4 + (3x – 2) 2u (x) 

 

กราฟของ f(x) = { 4 ,  0 x 2   2 3x ,  2 x
≤ <

+ ≤ < ∞  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     
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ตัวอยาง 5.2.17 ให f(x) = 
 

 

 

2
x 4 , 0 x 3

 x 1 , 3 x 5
15 , 5 x

+ ≤ < + ≤ <
≤ < ∞

 

จงเขียน f(x) ในรูปแบบผลบวกของฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันได 

วิธีทำ แบบที่ 1 

f(x)  = 
 

 

 

2
x 4 , 0 x 3

 x 1 , 3 x 5
15 , 5 x

+ ≤ < + ≤ <
≤ < ∞

  

  = x + 4 + 
 

 

 

2
0 , 0 x 3

 (x 1) (x 4) , 3 x 5
15 (x 4) , 5 x

≤ < + − + ≤ <
− + ≤ < ∞

 

  = x + 4 + 
 

 

 

2
0 , 0 x 3

 x x 3 , 3 x 5
11 x , 5 x

≤ < − − ≤ <
− ≤ < ∞

 

  = x + 4 + 
 

 

 

2
2

0 , 0 x 3
 x x 3 , 3 x 5
x x 3 , 5 x

≤ < − − ≤ <
 − − ≤ < ∞

 + 
 

 

 
2

0 , 0 x 3
 0 , 3 x 5
(11 x) (x x 3) , 5 x

 ≤ < ≤ <
 − − − − ≤ < ∞

 

  = x + 4 + {  

 
2

0 , 0 x 3  x x 3 , 3 x
≤ <

− − ≤ < ∞
 + 

 

 

 
2

0 , 0 x 3
 0 , 3 x 5

x 14 , 5 x

 ≤ < ≤ <
 − + ≤ < ∞

 

  = x + 4 + ( 2x  – x – 3){  

 

0 , 0 x 3  1 , 3 x
≤ <
≤ < ∞  + {  

 
2
0 , 0 x 5  x 14 , 5 x

≤ <
− + ≤ < ∞

 

  = x + 4 + ( 2x  – x – 3) 3u (x) + ( – 2x  + 14) {  

 

0 , 0 x 5  1 , 5 x
≤ <
≤ < ∞  

  = x + 4 + ( 2x  – x – 3) 3u (x) + ( – 2x  + 14) 5u (x) 

แบบที่ 2 

f(x)  = (x + 4) – (x + 4) 3u (x) + ( 2x  + 1) 3u (x) – ( 2x  + 1) 5u (x) + 15 5u (x) 

  = (x + 4) + ( – x – 4 + 2x  + 1) 3u (x) + ( – 2x  – 1 + 15) 5u (x) 

  = (x + 4) + ( 2x  – x – 3) 3u (x) + (14 – 2x ) 5u (x) 
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กราฟของ f(x) = 
 

 

 

2
x 4 , 0 x 3

 x 1 , 3 x 5
15 , 5 x

+ ≤ < + ≤ <
≤ < ∞

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     
แนวคิดในการเขียน f(x) ในรูปแบบของ pu (x) 

1. ใช p ที่เปนรอยตอของชวงในการพิจารณา pu (x) 

2. นำสูตรแตละชวงยอยคูณกับ pu (x) แลวนำมาบวกหรือลบกัน 

ตัวอยางเชน f(x) =  

 

1
2

f (x) , 0 x p  f (x) , p x
≤ <

 ≤ < ∞
 

จะได f(x) = 1f (x) – 1f (x) pu (x) + 2f (x) pu (x) 

  f(x) = 
 

 

 

1 1
2 1 2
3 2

f (x) , 0 x p  
 f (x) , p x p
f (x) , p x

 ≤ < ≤ <
≤ < ∞

 

จะได f(x) = 1f (x) – 1f (x) p1
u (x) + 2f (x) p1

u (x) – 2f (x) p2
u (x) + 3f (x) p2

u (x) 
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การใชฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันไดชวยในการหาผลการแปลงลาปลาซ 

ตัวอยาง 5.2.18 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = {  

 

1 , 0 x 4  2 , 4 x
≤ <
≤ < ∞  

วิธีทำ f(x)  = 1 – 4u (x) + 2 4u (x)  

    = 1 + 4u (x) 

L{ f(x) }(s) = L{ 1 + 4u (x) }(s)  

    = L{ 1 }(s) + L{ 4u (x) }(s)  

    = 1
s

 + 
 4se
s
−

                             

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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ตัวอยาง 5.2.19 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = {  

 

1 , 0 x 3  x , 3 x
≤ <
≤ < ∞  

วิธีทำ f(x) = 1 – 3u (x) + x 3u (x) 

L{ f(x) }(s)  = L{ 1 – 3u (x) + x 3u (x) }(s)  

    = L{ 1 }(s) – L{ 3u (x) }(s) + L{ x 3u (x) }(s) 

    = 1s  – 
 3se
s
−

 + ( – d
ds  

 3se
s
−

) 

    = 1s  – 
 3se
s
−

 – ( d
ds

 3se
s
−

) 

    = 1s  – 
 3se
s
−

 – (
 

 
3s

2
e
s

−−  + 
 

 
3s3e

s
−− ) 

    = 1
s

 + 
 3s2e

s
−

 + 
 3s

2
e
s

−
                         

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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ขอสังเกต การหาผลการแปลงลาปลาซสามารถทำไดอีกวิธีหนึ่งดังนี ้

f(x)  = { 1 ,  0 x 3   x ,  3 x
≤ <
≤ < ∞   

  = 1 + { 0 ,  0 x 3   x 1 ,  3 x
≤ <

− ≤ < ∞  

  = 1 + { 0 ,  0 x 3   (x 3) 2 ,  3 x
≤ <

− + ≤ < ∞  

  = 1 + { 0 ,  0 x 3   g(x 3) ,  3 x
≤ <

− ≤ < ∞  เมื่อ g(x) = x + 2 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = L{ 1 + { 0 ,  0 x 3   g(x 3) ,  3 x
≤ <

− ≤ < ∞ }(s)  

        = L{ 1 }(s) + L{ { 0 ,  0 x 3   g(x 3) ,  3 x
≤ <

− ≤ < ∞  }(s)  

        = 1
s

 +  3se−  L{ g(x) }(s)  

        = 1
s

 +  3se−  L{ x + 2 }(s)  

        = 1
s

 +  3se−  ( 2
1
s

 + 2
s

) 

หมายเหต ุในกรณีที่ฟงกชันนิยามหลายชวง การใชฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันไดชวยในการหาผลการแปลงลาปลาซ

เปนวิธีที่สะดวกกวา ตัวอยางเชน 

f(x)  = 
 

 

 

4 , 0 x 1
 3 , 1 x 2

5 , 2 x

≤ < ≤ <
− ≤ < ∞

 

f(x)  = 4 – 4 1u (x) + 3 1u (x) – 3 2u (x) – 5 2u (x)  

  = 4 – 1u (x) – 8 2u (x) 

L{ f(x) }(s)  = L{ 4 – 1u (x) – 8 2u (x) }(s)  

    = L{ 4 }(s) – L{ 1u (x) }(s) – 8L{ 2u (x) }(s)  

    = 4
s

 – 
 se

s
−

 – 
 2s8e

s
−
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad และกราฟของฟงกชัน f(x) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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ทฤษฏีบท 5.2.1 ถา L{ f(x) }(s) = F(s) แลว L{ pu (x)f(x – p) }(s) =  pse− F(s) 

ขอพิสูจน L{ pu (x)f(x – p) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  pu (x)f(x – p) dx 

           = 
0 

∫ 
p
  sxe−  pu (x) f(x – p) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe−  pu (x) f(x – p) dx 

           = 
0 

∫ 
p
  sxe−  (0) f(x – p) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe−  (1) f(x – p) dx 

           = 
p
∫ 
∞

  sxe−  f(x – p) dx 

แทนคา t = x – p จะได x = t + p และ dx = dt 

 
p
∫ 
∞

  sxe−  f(x – p) dx = 
0
∫ 
∞

    s(t p)e− +  f(t) dt  

        =  pse−  
0
∫ 
∞

  ste−  f(t) dt  

        =  pse− L{ f(x) }(s)  

        =  pse− F(s) 

เพราะฉะนั้น L{ pu (x)f(x – p) }(s) =  pse− F(s)                      

 

ตัวอยาง 5.2.20 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = {  

 

1 , 0 x 2 sinx , 2 x
≤ < π
π ≤ < ∞  

วิธีทำ f(x) = 1 – 2u π (x) + sin x 2u π (x)  

    = 1 – 2u π (x) + sin (x – 2π) 2u π (x) 

L{ f(x) }(s) = L{ 1 – 2u π (x) + sin (x – 2π) 2u π (x) }(s)  

    = L{ 1 }(s) – L{ 2u π (x) }(s) + L{ sin (x – 2π) 2u π (x) }(s) 

    = L{ 1 }(s) – L{ 2u π (x) }(s) +  2 se− π  L{ sin x }(s)  

    = 1
s

 – 
 2 se
s

− π
 + 

 2 s

2
e
s 1

− π

+
                        
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad และกราฟของฟงกชัน f(x) 

 
การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 5.2.21 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = { x 1 ,  0 x 2  3 ,  2 x
+ ≤ <

≤ < ∞  

วิธีทำ f(x)  = (x + 1) – (x + 1) 2u (x) + 3 2u (x)  

    = (1 + x) – 2u (x)(x – 2) 

L{ f(x) }(s)  = L{ (1 + x) – 2u (x)(x – 2) }(s)  

    = L{ 1 }(s) + L{ x }(s) – L{ 2u (x)(x – 2) }(s) 

    = L{ 1 }(s) + L{ x }(s) –  2se− L{ x }(s) 

    = 1
s

 + 2
1
s

 – 
 2s

2
e
s

−
                           
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad และกราฟของฟงกชัน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 
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หมายเหตุ L{ pu (x)f(x) }(s) =  pse− L{ f(x + p) }(s) 

ขอพิสูจน L{ pu (x)f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe− pu (x) f(x) dx 

         = 
0 

∫ 
p
  sxe− pu (x) f(x) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe− pu (x) f(x) dx  

         = 
0 

∫ 
p
  sxe−  (0) f(x) dx + 

p
∫ 
∞

  sxe−  (1) f(x) dx 

         = 0 + 
p
∫ 
∞

  sxe−  (1) f(x) dx 

         = 
p
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx 

แทนคา u = x – p จะได x = u + p และ du = dx 

       
p
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
∞

    s(u p)e− +  f(u + p) du  

         = 
0 

∫ 
∞

  pse−  sue−  f(u + p) du 

         =  pse−  
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x + p) dx  

         =  pse−  L{ f(x + p) }(s) 

เพราะฉะนั้น L{ pu (x)f(x) }(s) =  pse−  L{ f(x + p) }(s) 
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ตัวอยาง 5.2.22 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = { 2x ,  0 x 1  3x ,  1 x
≤ <
≤ < ∞

 

วิธีทำ f(x) = 2x  – 1u (x) 2x  + 1u (x)(3x) 

L{ f(x) }(s) = L{ 2x  – 1u (x) 2x  + 1u (x)(3x) }(s) 

   = L{ 2x  }(s) – L{ 1u (x) 2x  }(s) + L{ 1u (x)(3x) }(s) 

   = L{ 2x  }(s) – L{ 1u (x) 2x  }(s) + 3 L{ 1u (x)(x) }(s) 

   = 3
2
s

 –  se−  L{ (x + 1) 2  }(s) + 3  se−  L{ x + 1 }(s) 

   = 3
2
s

 –  se−  L{ 2x  + 2x + 1 }(s) + 3  se−  L{ x + 1 }(s) 

   = 3
2
s

 –  se−  ( 3
2
s

 + 2
2
s

 + 1s ) + 3  se−  ( 2
1
s

 + 1s ) 

   = 3
2
s

 +  se−  ( 2
s  + 2

1
s

 – 3
2
s

)                       

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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ตัวอยาง 5.2.23 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = {  

 

4 , 0 x 2 cos x , 2 x
≤ < π
π ≤ < ∞  

วิธีทำ f(x) = 4 – 4 2u π (x) + cos x 2u π (x) 

L{ f(x) }(s) = L{ 4 – 4 2u π (x) + cos x 2u π (x) }(s)  

    = L{ 4 }(s) – 4 L{ 2u π (x) }(s) + L{ 2u π (x) cos x }(s) 

    = L{ 4 }(s) – 4 L{ 2u π (x) }(s) +  2 se− π L{ cos(x + 2π) }(s) 

    = 4
s

 – 
 2 s4e
s
− π

 +  2 se− π L{ cos x }(s) 

    = 4
s

 – 
 2 s4e
s
− π

 + 
 2 s

2
e s
s 1

− π

+
                        

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

 

 

การหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = { x 1 ,  0 x 1  3 ,  1 x
+ ≤ <

≤ < ∞  
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13. ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันเปนคาบ 

f เปนฟงกชันเปนคาบ ก็ตอเมื่อ มีจำนวนจริง k ที่ทำให f(x + T) = f(x) ทุกคา x∈ fD  

ถา คาคงตัว T > 0 ทำให f(x + T) = f(x) ทุกคา x∈ fD  แลว T เรียกวา คาบ ( period ) ของฟงกชัน f  

 

ทฤษฏีบท 5.2.2  

ถา f เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวงบน [ 0, ∞) และ f(x) = O[ axe  ] และ f(x + T) = f(x)  

แลว L{ f(x) }(s) = 
 Ts

1
1 e−−

 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx  

ขอพิสูจน L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx + 

T
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx  

พิจารณาคาของ 
T
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx  

แทนคา x = v + T จะได f(x) = f(v + T) = f(v) และ dx = dv 

เพราะฉะนั้น 
T
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
∞

    s(v T)e− +  f(v + T) dv  

           =  Tse−  
0 

∫ 
∞

  sve−  f(v + T) dv  

           =  Tse−  
0 

∫ 
∞

  sve−  f(v) dv  (f เปนฟงกชันเปนคาบและ f(v + T) = f(v)) 

           =  Tse−  
0 

∫ 
∞

  sve−  f(v) dv 

           =  Tse−  
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx 

           =  Tse− L{ f(x) }(s)  
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เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx +  Tse− L{ f(x) }(s)  

 (1 –  sTe− )L{ f(x) }(s) = 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx  

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = 
 Ts

1
1 e−−

 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx                  

 

ตัวอยาง 5.2.24 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = { x ,  0 x 1 0 ,  1 x 2
≤ <
≤ ≤  และ f(x + 2) = f(x)  

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน f  
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f(x) = { x ,  0 x 1 0 ,  1 x 2
≤ <
≤ <  และ f(x + 2) = f(x)  

L{ f(x) }(s) = 
 2s

1
1 e−−

 
0 

∫ 
2
  sxe−  f(x) dx 

 
0 

∫ 
2
  sxe−  f(x) dx = 

0 

∫ 
1
  sxe−  f(x) dx + 

1
∫ 

2
  sxe−  f(x) dx  

       = 
0 

∫ 
1
  sxe−  x dx + 

1
∫ 

2
  sxe−  (0) dx  

       = 
0 

∫ 
1
  sxe−  x dx 

พิจารณา ∫ x  sxe−  dx  

แทนคา u = x, dv =  sxe−  dx จะได du = dx, v = – 
 sxe
s
−

  

 ∫ x  sxe−  dx = x ( – 
 sxe
s
−

) – ∫ ( – 
 sxe
s
−

) dx  

     = – 
 sxxe

s
−

 – 
 sx

2
e
s

−
 + C 

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
1
 x sxe−  dx = [ – 

 sxxe
s
−

 – 
 sx

2
e
s

−
 ] x 1

x 0
=
=  

          = ( – 
 se

s
−

 – 
 s

2
e
s

−
) – ( – 0 – 2

1
s

) 

          = 2
1
s

 – 
 se

s
−

 – 
 s

2
e
s

−
 

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
2
  sxe−  f(x) dx = 2

1
s

 – 
 se

s
−

 – 
 s

2
e
s

−
 

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = 
 2s

1
1 e−−

( 2
1
s

 – 
 se

s
−

 – 
 s

2
e
s

−
)                
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ตัวอยาง 5.2.25 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(x) = { x ,  0 x    2 x ,  x 2
≤ < π

π − π ≤ ≤ π  และ f(x + 2π) = f(x)  

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน f 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L{ f(x) }(s) = 
 2 s

1
1 e− π−

 
0 

∫ 
2π

  sxe−  f(x) dx 

 
0 

∫ 
2π

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
π

  sxe−  f(x) dx + 
π
∫ 

2π
  sxe−  (2π – x) dx  

       = 
0 

∫ 
π

  sxe− x dx + 
π
∫ 

2π
  sxe−  (2π – x) dx  

       = 
0 

∫ 
π

 x  sxe−  dx + 2π 
π
∫ 

2π
  sxe−  dx – 

π
∫ 

2π
 x  sxe−  dx      ... (1) 

เพราะวา ∫ x  sxe−  dx = – 
 sxxe

s
−

 –
 sx

2
e
s

−
 + C 

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
π

 x  sxe−  dx = [ – 
 sxxe

s
−

 –
 sx

2
e
s

−
 ] 

x
x 0
= π
=   

          = ( – 
 se

s
−ππ  – 

 s

2
e
s

−π
) – ( – 0 – 2

1
s

) 
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        = – 
 se

s
−ππ  – 

 s

2
e
s

−π
 + 2

1
s

                 ... (2) 

และ 
π
∫ 

2π
 x  sxe−  dx = [ – 

 sxxe
s
−

 –
 sx

2
e
s

−
 ] x 2

x
= π
= π  

        = ( – 
 2 s2 e

s
− ππ  – 

 2 s

2
e

s

− π
) – ( – 

 se
s
−ππ  – 

 s

2
e
s

−π
) 

        = – 
 2 s2 e

s
− ππ  – 

 2 s

2
e

s

− π
 + 

 se
s
−ππ  + 

 s

2
e
s

−π
           ... (3) 

2π 
π
∫ 

2π
  sxe−  dx = 2π[ – 

 sxe
s
−

 ] x 2
x
= π
= π  

       = 2π( – 
 2 se
s

− π
 + 

 se
s
−π

) 

       = – 
 2 s2 e

s
− ππ  + 

 s2 e
s
−ππ                   ... (4) 

จาก (1), (2), (3) และ (4) จะได  

0 

∫ 
2π

  sxe−  f(x) dx = ( – 
 se

s
−ππ  – 

 s

2
e
s

−π
 + 2

1
s

) + ( – 
 2 s2 e

s
− ππ  + 

 s2 e
s
−ππ ) 

            – ( – 
 2 s2 e

s
− ππ  – 

 2 s

2
e

s

− π
 + 

se
s
−ππ  + 

 s

2
e
s

−π
) 

        = 2
1
s

 – 
 s

2
2e

s

−π
 + 

 2 s

2
e

s

− π
 = 

 s 21 e( )s
−π−  

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = 
 2 s

1
1 e− π−

 
0 

∫ 
2π

  sxe−  f(x) dx  

        = 
 2 s

1
1 e− π−

 
 s 21 e( )s

−π−  

        = 2
1
s

 
 

 

s 2

2 s
(1 e )
1 e

−π

− π
−
−

 

        = 2
1
s

 
 

  

s 2

s s
(1 e )

(1 e )(1 e )

−π

−π −π
−

− +
 

        = 2
1
s

(
 

 

s

s
1 e
1 e

−π

−π
−
+

) 

        = 2
1
s

 tanh( s
2
π )                      

  



67 

บทที่ 5 ผลการแปลงลาปลาซ 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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ตัวอยาง 5.2.26 จงผลการแปลงลาปลาซของ sinh ax และ cosh ax 

วิธีทำ L{ sinh ax }(s)  = L{ 
 ax axe e

2
−−  }(s) 

        = 1
2  ( L{ axe  }(s) – L{ axe−  }(s) ) 

        = 1
2

 ( 1
s a−

 – 1
s a+

) 

        = 1
2

 (
(s a) (s a)
(s a)(s a)
+ − −
+ − ) 

        = 1
2

 ( 2 2
2a

s a−
) 

        = 2 2
a

s a−
 

      L{ cosh ax }(s)  = L{ 
 ax axe e

2
−+  }(s) 

        = 1
2

 ( L{ axe  }(s) + L{  axe−  }(s) ) 

        = 1
2

 ( 1
s a−

 + 1
s a+

) 

        = 1
2

 (
(s a) (s a)
(s a)(s a)
+ + −
+ − ) 

        = 1
2

 ( 2 2
2s

s a−
) 

        = 2 2
s

s a−
                          

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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สรุปสูตรและสมบัติของผลการแปลงลาปลาซ 

1. L{ 1 }(s) = 1s  

2. L{ nx  }(s) = 
  n 1

n!
s + , n = 1, 2, 3, ...  

3. L{ sin ax }(s) = 2 2
a

s a+
  

4. L{ cos ax }(s) = 2 2
s

s a+
 

5. L{ axe  }(s) = 1
s a−

  

6. L{ nx axe  }(s) = 
  n 1

n!
(s a) +−

, n = 1, 2, ...  

7. L{  c xe  sin ax }(s) = 2 2
a

(s c) a− +
 

8. L{  c xe  cos ax }(s) = 2 2
s c

(s c) a
−

− +
 

 

ให F(s) = L{ f(x) }(s) และ G(s) = L{ g(x) }(s) 

9. L{ 1c  f(x) + 2c  g(x) }(s) = 1c  F(s) + 2c  G(s)  

10. L{ nx  f(x) }(s) = ( – D) n F(s) = ( – 1) n n

n
d
ds

F(s)  

11. L{  c xe f(x) }(s) = F(s – c)  

12. L{ 
0 

∫ 
x
 f(t) dt }(s) = F(s)

s
  

13. L{ f ′(x) }(s) = s F(s) – f(0)  

14. (f * g)(x) = 
0 

∫ 
x
 f(x – u) g(u) du = 

0 

∫ 
x
 f(u) g(x – u) du = (g * f)(x) 
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15. L{ f * g }(s) = F(s)G(s) และ L{ 
0 

∫ 
x
 f(x – u)g(u) du }(s) = F(s)G(s)  

16. Γ(x) = 
0 

∫ 
∞

  te−   x 1t −  dt  

 Γ(1) = 1 

 Γ(x + 1) = x Γ(x) 

 Γ(n + 1) = n! 

 Γ( 1
2

) = π  

 L{ ax  }(s) = 
  a 1

(a 1)
s +
Γ + , a > – 1  

17. h(x) = { 0 ,  0 x c f(x c) ,  c x
≤ <

− ≤ < ∞  จะได L{ h(x) }(s) =  cse− F(s) 

18. L{ (n)F (x) }(s) = ns F(s) –   n 1s − f(0) –   n 2s − f ′(0) – ... –   (n 1)f − (0)  

19. L{ pu (x) }(s) = 
 pse
s
−

  

20. L{ pu (x)f(x – p) }(s) =  pse−  F(s)  

21. L{ pu (x)f(x) }(s) =  pse−  L{ f(x + p) }(s)  

22. ฟงกชันเปนคาบ f(x + T) = f(x) จะได L{ f(x) }(s) = 
 Ts

1
1 e−−

 
0 

∫ 
T
  sxe−  f(x) dx  

23. L{ sinh ax }(s) = 2 2
a

s a−
  

24. L{ cosh ax }(s) = 2 2
s

s a−
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แบบฝกหดั 5.2 

1. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 

 1.1 f(x) = 2 4x   

 1.2 f(x) = 4x – 10  

 1.3 f(x) = x 4xe   

 1.4 f(x) = xe−  sin x  

 1.5 f(x) = x cos x  

 1.6 f(x) = 2x  + 6x – 3  

 1.7 f(x) = 4 2x  – 5 sin 3x  

 1.8 f(x) = sin 2x cos 2x  

 1.9 f(x) = cos x cos 2x  

 1.10 f(x) = (1 + 2xe ) 2   

 1.11 f(x) = 3xe  cos 2x – xe  sin 5x  

 1.12 f(x) = x sin x  

 1.13 f(x) = d
dx

(x 5xe )  

 1.14 f(x) = 
2

2
d

dx
(cos x + x xe )  

 1.15 f(x) = x 2xe  sin 3x  

 1.16 f(x) = x 2sin 2x 

 1.17 f(x) = 
0 

∫ 
x
 cos t cos (x – t) dt  

2. จงหาผลประสาน f * g และ L{ f * g } ของฟงกชัน f(x) และ g(x) 

 2.1 f(x) = 2xe , g(x) = 3xe   

 2.2 f(x) = cos 2x, g(x) = sin 2x  

 2.3 f(x) = sin 2x, g(x) = sin 2x  

 2.4 f(x) = 1, g(x) = 
xe
2  + 

xe
2
−

 – sin x  

 2.5 f(x) = x, g(x) = 3x   

 2.6 f(x) = x, g(x) =  4xe−   
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3. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน  

 3.1 f(x) = 
5
2x   

 3.2 f(x) = 
7
2x   

4. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน  

 4.1 f(x) = { 0 ,  0 x 3  2 ,  3 x
≤ <
≤ < ∞  

 4.2 f(x) = { 0 ,  0 x 3  x 3 ,  3 x
≤ <

− ≤ < ∞  

 4.3 f(x) = 
0 ,  0 x  2 

sinx ,  x2

π ≤ <
 π ≤ < ∞

 

5. จงเขียนสูตรฟงกชันตอไปนี้ในรูปแบบผลบวกของฟงกชันหนึ่งหนวยขั้นบันได และหาผลการแปลงลาปลาซ 

 5.1 f(x) = { 1 ,  0 x 1  1 ,  1 x
− ≤ <

≤ < ∞  

 5.2 f(x) = { x ,  0 x 1  1 ,  1 x
≤ <
≤ < ∞  

 5.3 f(x) = x
0 ,  0 x 1 

 e ,  1 x 2 
0 ,  2 x

≤ < ≤ <
≤ < ∞

 

 5.4 f(x) = 
2 ,  0 x 1 

 3x ,  1 x 2 
5 ,  2 x

≤ < ≤ <
≤ < ∞

 

 5.5 f(x) = | 2x – 1 |  
 5.6 f(x) = | x – 3 |  
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เฉลยแบบฝกหดั 5.2 
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เฉลยแบบฝกหัด 5.2 (Mathematica) 
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5.3 ผลการแปลงลาปลาซผกผัน  

ผลการแปลงลาปลาซเปนตัวดำเนินการที่สงคาที่เปนฟงกชันไปเปนฟงกชันเชน  

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน f(x) = 2x  ไดเปน F(s) = L{ f(x) }(s) = 3
2
s

  

นั่นคือ L สงฟงกชัน f(x) = 2x  ไปเปนฟงกชัน F(s) = 3
2
s

 

ตัวอยางของการสงคาดวยผลการแปลงลาปลาซ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ปญหาที่เราสนใจขณะนี้คือ ถากำหนด F(s) มาให แลวจะมี f(x) ทีท่ำให L{ f(x) }(s) = F(s) หรือไม ตัวอยางเชน 

F(s) = 4
1
s

 จะมี f(x) ที่ทำให L{ f(x) }(s) = 4
1
s

 หรือไม 

F(s) = 2s  จะมี f(x) ที่ทำให L{ f(x) }(s) = 2s  หรือไม  

F(s) = 4se  จะมี f(x) ที่ทำให L{ f(x) }(s) = 4se  หรือไม  

 

ทฤษฎีบท 5.3.1 ให f เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่องเปนชวง ๆ บน [0, T ], T > 0 และ f(x) = O[ axe ],  

ถา F(s) = L{ f(x) } แลวจะได 
  s
lim
→∞

F(s) = 0 

ขอพิสูจน เพราะวา f(x) = O[ axe ]  

เพราะฉะนั้นมีจำนวนจริง M > 0 และ 0x  > 0 ที่ทำให | f(x) | < M axe  ทุก x > 0x             ... (1) 

เพราะวา f ตอเนื่องบนชวงปด [0, 0x ]  

เพราะฉะนั้นมีจำนวนจริง K > 0 ที่ทำให | f(x) | < K ทุก x ในชวง [0, 0x ]            ... (2) 

เพราะวา | F(s) | = | L{ f(x) }(s) |  
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     = | 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx |  

     = | 
0 

∫ 
x0  sxe−  f(x) dx +  sxe−  f(x) dx |  

     ≤ | 
0 

∫ 
x0  sxe−  f(x) dx | + | 

x0
∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx |  

     ≤ 
0 

∫ 
x0 |  sxe−  f(x) | dx | + 

x0
∫ 
∞

 |  sxe−  f(x) | dx  

     = 
0 

∫ 
x0  sxe−  | f(x) | dx | + 

x0
∫ 
∞

  sxe−  | f(x) | dx  

     < 
0 

∫ 
x0  sxe−  K dx + 

x0
∫ 
∞

  sxe−  | f(x) | dx        (จาก (2)) 

     < K 
0 

∫ 
x0  sxe−  dx + 

x0
∫ 
∞

  sxe−  M axe  dx       (จาก (1)) 

     = K [ 
 

 

sxe
s

−

−
 ] x x0

x 0
=
=

 + 
  b
lim
→∞

 
x0
∫ 

b
 M    (s a)xe− −  dx 

     = K (
 

 

sx0e
s

−

−
 – 1

s− ) + 
  b
lim
→∞

 [
   

 

(s a)bMe
(s a)
− −

− −
 ] 

x b
x x0

=
=  

     = K (
 sx01 e

s
−− ) + 

  b
lim
→∞

(
   

 

(s a)bMe
(s a)
− −

− −
 – 

 

M
(s a)− − ) 

     = K (
 sx01 e

s
−− ) + (0 + M

s a− ) 

     = K (
 sx01 e

s
−− ) + M

s a−  

เพราะฉะนั้น | F(s) | < K (
 sx01 e

s
−− ) + M

s a−  

เพราะวา 
  s
lim
→∞

 K(
 sx01 e

s
−− ) + M

s a−  = 0 และ 0 ≤ | F(s) | < K(
 sx01 e

s
−− ) + M

s a−  

เพราะฉะนั้น 
  s
lim
→∞

F(s) = 0                            
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ผลจากทฤษฎีบท 5.3.1 จะได ถา 
  s
lim
→∞

F(s) ≠ 0 แลว ไมมี f(x) ทีท่ำให L{ f(x) }(s) = F(s)  

ตัวอยางเชน  

เพราะวา F(s) = 2s  และ 
  s
lim
→∞

F(s) ≠ 0 เพราะฉะนั้นไมมี f(x) ที่ทำให L{ f(x) }(s) = F(s)  

เพราะวา F(s) = 4se  และ 
  s
lim
→∞

F(s) ≠ 0 เพราะฉะนั้นไมมี f(x) ที่ทำให L{ f(x) }(s) = F(s)  

 

บทนิยาม 5.3.1  

ให F(s) เปนฟงกชันที่นิยามบนชวง (a, ∞), a > 0 และ f(x) เปนฟงกชันที่นิยามบนชวง [0, ∞)  

และ L{ f(x) }(s) = F(s)  

เราเรียก f วาเปน ผลการแปลงลาปลาซผกผัน (inverse Laplace transform) ของ F  

เขียนแทนดวย 1L− { F } = f หรือ 1L− { F(s) }(x) = f(x) หรือ 1L− F(s) = f(x) หรือ 1L− F = f 

ตัวอยางเชน  

f(x) = x เปนผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 2
1
s

  

f(x) = sin x เปนผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 2
1

s 1+
 

เพราะฉะนั้น L{ 2
1
s

 }(x) = x และ L{ 2
1

s 1+
 }(x) = sin x  

 

ขอสังเกต 

ผลการแปลงลาปลาซ L กับ ผลการแปลงลาปลาซผกผัน 1L−  เปนการดำเนินการที่กระทำกับฟงกชัน 

เหมอืนกับการหาอนุพันธและการอินทิเกรต 
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ในเร่ืองของการหาอนุพันธและการอินทิเกรตจะพบวา  

d
dx ( 2x  + 4) = 2x และ d

dx ( 2x  + 10) = 2x  

นั่นคือมีฟงกชันหลายฟงกชันที่มีอนุพันธเหมือนกันและ ∫ 2x dx = 2x  + C  

 

ในเร่ืองของผลการแปลงลาปลาซก็มีฟงกชันหลายฟงกชันที่มีผลการแปลงเหมือนกัน 

ตัวอยางเชน  

f(x) = { x
0 ,  x 0        e ,  0 x

=
< < ∞

 จะได 
0 

∫ 
∞

  sxe−  f(x) dx = 
0 

∫ 
∞

  sxe− xe  dx = 1
s 1−   

g(x) = { x
1 ,  x 0        e ,  0 x

=
< < ∞

 จะได 
0 

∫ 
∞

  sxe−  g(x) dx = 
0 

∫ 
∞

  sxe− xe  dx = 1
s 1−  

เพราะฉะนั้น L{ f(x) }(s) = L{ g(x) }(s) แต f(x) ≠ g(x)  

ถาเราพิจารณาผลการแปลงผกผัน 1L− { 1
s 1−  }(x) เฉพาะฟงกชันที่มีความตอเนื่องบนชวง [0, ∞)  

แลว 1L− { 1
s 1−  }(x) = xe  บนชวง [0, ∞) เทานั้น  

 

ขอสรุปในการหา 1L− { F(s) }(x) เราจะใชผลจากทฤษฎีของเลิช (Lerch's theorem) ซึ่งกลาวไววา 

ถา f และ g เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [0, ∞) และ L{ f } = L{ g } แลว f = g  

แนวคิดในการหาสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันจะคลายกับความสัมพันธระหวางสูตรอนุพันธกับสูตรการอินทิเกรต  

ตัวอยางเชน  

     สูตรอนุพันธ         สูตรอินทิเกรต 

     d
dx sin x = cos x     ∫ cos x dx = sin x + C  

     d
dx

xe  = xe        ∫ xe  dx = xe  + C  

     d
dx ln x = 1       ∫ dx = ln | x | + C  
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สูตรของผลการแปลงลาปลาซผกผันก็จะไดมาจากสูตรผลการแปลงลาปลาซ  

   สูตรผลการแปลงลาปลาซ       สูตรผลการแปลงลาปลาซผกผัน  

     L{ 1 }(s) = 1
s            1L− { 1

s  }(x) = 1  

     L{ axe  }(s) = 1
s a−         1L− { 1

s a−  }(x) = axe  

     L{ sin ax }(s) = 2 2
a

s a+
      1L− { 2 2

a
s a+

 }(x) = sin ax  

     L{ cos ax }(s) = 2 2
s

s a+
     1L− { 2 2

s
s a+

 }(x) = cos ax  

     L{ nx  }(s) = n 1
n!

s +         1L− { n 1
n!

s +  }(x) = nx  

 

ในการอินทิเกรตเมื่อฟงกชันมีความซับซอนมากขึ้นเชน ∫ x xe  dx, ∫ ( 2x  + 4x) dx, ∫ 2
4x

x 4x 5+ −
 dx เรามีวิธีการ

อินทิเกรตโดยใชการอินทิเกรตทีละสวน การแยกเปนเศษสวนยอย การจัดรูปทางพีชคณิตซึ่งในการหาผลการแปลงลา

ปลาซผกผันก็จะมีแนวคิดในการหาผลการแปลงลาปลาซผกผันดวยวิธีจัดรูปทางพีชคณิต การแยกเปนเศษสวนยอย 

ซึ่งจะไดศกึษาตอไป  

 

สมบัติของผลการแปลงลาปลาซผกผัน 

1. ผลการแปลงลาปลาซผกผันมีสมบัติเชิงเสน  
1L− { 1c 1F (s) + 2c 2F (s)) }(x) = 1c 1L− { 1F (s) } + 2c 1L− { 2F (s) }  

ขอพิสูจน ให 1L− { 1F (s) }(x) = 1f (x) และ 1L− { 2F (s) }(x) = 2f (x)  

เพราะฉะนั้น 
0 

∫ 
∞

  sxe−  1f (x) dx = 1F (s)  

และ 
0 

∫ 
∞

  sxe−  2f (x) dx = 2F (s) ทุก s > 0s  สำหรับบางคาคงตัว 0s  > 0  

เพราะวา 1c 1F (s) + 2c 2F (s) = 1c  
0 

∫ 
∞

  sxe−  1f (x) dx + 2c  
0 

∫ 
∞

  sxe−  2f (x) dx  

          = 
0 

∫ 
∞

  sxe−  ( 1c 1F (x) + 2c 2F (x)) dx  

          = L{ 1c 1f (x) + 2c 2f (x) }(s) 
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เพราะฉะนั้น 1L− { 1c 1F (s) + 2c 2F (s) }(x) = 1c 1f (x) + 2c 2f (x)  

               = ( 1c 1L− { 1F (s) } + 2c 1L− { 2F (s) })(x)  

เพราะฉะนั้น 1L− { 1c 1F (s) + 2c 2F (s) } = 1c 1L− { 1F (s) } + 2c 1L− { 2F (s) }           

 

ตัวอยาง 5.3.1 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 4
s 1+   

วิธีทำ 1L− { F(s) }(x) = 1L− { 4
s 1+  }(x)  

       = 4 1L− { 1
s 1+  }(x)  

       = 4  xe−                             

 

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 2
2s 3
s 4

+
+

  

วิธีทำ โดยการจัดรูปทางพีชคณิตจะได 2
2s 3
s 4

+
+

 = 2( 2
s

s 4+
) + 3

2 ( 2
2

s 4+
) 

เพราะฉะนั้น 1L− { 2
2s 3
s 4

+
+

 }(x) = 1L− { 2( 2
s

s 4+
) + 3

2 ( 2
2

s 4+
) }(x)  

          = 2 1L− { 2
s

s 4+
 }(x) + 3

2
1L− { 2

2
s 4+

 }(x)  

          = 2 cos 2x + 3
2  sin 2x                    

 

แนวคิดเกี่ยวกับสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันมีความคลายกับสูตรการอินทิเกรตที่ไดมาสูตรของการหาอนุพันธ 

ตัวอยางเชน  

เพราะวา d
dx

nx  = n n 1x −  เพราะฉะนั้น ∫ n   n 1x −  dx = nx  + C  

แตสูตรการอินทิเกรตเรานิยมที่จะทองจำคือ ∫ nx  dx = + C เมื่อ n + 1 ≠ 0 

ในทำนองเดียวกันกับผลการแปลงลาปลาซผกผันเรามีแนวทางในการหาสูตรดังนี้ 

1. การหาสูตร 1L− { n
1
s

 }(x) 

เพราะวา L{ nx  }(s) = 
  n 1

n!
s +  จะได L{ n 1x −  }(s) = n

(n 1)!
s
−  และ L{ 

  n 1x
(n 1)!

−

−
 }(s) = n

1
s

 

เพราะฉะนั้นสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันคือ 1L− { n
1
s

 }(x) = 
  n 1x

(n 1)!
−

−
 เมื่อ n = 1, 2, 3, ... 
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2. การหาสูตร 1L− { n
1

(s a)−
 }(x) 

จากสูตร L{ axe  }(s) = 1
s a−  จะได 1L− { 1

s a−  }(x) = axe  

จากสูตร L{ nx axe  }(s) = 
  n 1

n!
(s a) +−

 จะได L{   n 1x − axe  }(s) = n
(n 1)!
(s a)

−
−

 

เพราะฉะนั้น L{ 
  

 
n 1 axx e
(n 1)!
−

−
 }(s) = n

1
(s a)−

 

เพราะฉะนั้นสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันคือ 1L− { n
1

(s a)−
 }(x) = 

  
 

n 1 axx e
(n 1)!
−

−
 

3. การหาสูตร 1L− { 2 2
1

(s a) b− +
 }(x) 

จากสูตร L{ axe  sin bx }(s) = 2 2
b

(s a) b− +
 จะได L{ 

axe sin bx
b  }(s) = 2 2

1
(s a) b− +

 

เพราะฉะนั้นสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันคือ 1L− { 2 2
1

(s a) b− +
 }(x) = 

axe sin bx
b  

4. การหาสูตร 1L− { 2 2
s a

(s a) b
−

− +
 }(x) 

จากสูตร L{ axe  cos bx }(s) = 2 2
s a

(s a) b
−

− +
 จะไดสูตร 1L− { 2 2

s a
(s a) b

−
− +

 }(x) = axe  cos bx 

5. การหาสูตร 1L− { 2 2
1

s b+
 }(x) 

เพราะวา 1L− { 2 2
1

(s a) b− +
 }(x) = 

axe sin bx
b  เพราะฉะนั้น 1L− { 2 2

1
s b+

 }(x) = sin bx
b  

สรุปสูตรผลการแปลงลาปลาซผกผันที่สำคัญ  

1. 1L− { n
1
s

 }(x) = 
  n 1x

(n 1)!
−

−
 เมื่อ n = 1, 2, 3, ... 

2. 1L− { 1
s a−  }(x) = axe  

3. 1L− { n
1

(s a)−
 }(x) = 

  
 

n 1 axx e
(n 1)!
−

−
 

4. 1L− { 2 2
1

(s a) b− +
 }(x) = 

axe sin bx
b  

5. 1L− { 2 2
s a

(s a) b
−

− +
 }(x) = axe  cos bx  

6. 1L− { 2 2
1

s b+
 }(x) = sin bx

b  
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ตัวอยาง 5.3.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 2
s 4

s 4s 13
+

+ +
  

วิธีทำ F(s) = 2
s 4

s 4s 13
+

+ +
  

   = 2
s 4

(s 2) 9
+

+ +
 

   = 2 2
s 2

(s 2) 3
+

+ +
 + 2 2

2
(s 2) 3+ +

 

   = 2 2
s 2

(s 2) 3
+

+ +
 + 2( 2 2

1
(s 2) 3+ +

) 

เพราะวา 1L− { 2 2
s 2

(s 2) 3
+

+ +
 }(x) =  2xe−  cos 3x  

และ 1L− { 2 2
1

(s 2) 3+ +
 }(x) = 

 2xe sin3x
3

−
  

เพราะฉะนั้น 1L− { F(s) }(x) = 1L− { 2 2
s 2

(s 2) 3
+

+ +
 + 2( 2 2

1
(s 2) 3+ +

) }(x)  

         = 1L− { 2 2
s 2

(s 2) 3
+

+ +
 }(x) + 2 1L− { 2 2

1
(s 2) 3+ +

 }(x)  

         = 2xe−  cos 3x + 2(
 2xe sin3x

3
−

)                
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคำนวณโดยโปรแกรม Maxima 
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การแยก F(s) เปนผลบวกของเศษสวนยอยเปนวิธีที่ใชในการหาผลการแปลงลาปลาซผกผันได  

ตัวอยางเชน F(s) = 1
s(s 1)+

 = 1
s  – 1

s 1+  

เพราะฉะนั้น 1L− { F(s) }(x) = 1L− { 1
s  – 1

s 1+  }(x)  

         = 1L− { 1
s  }(x) – 1L− { 1

s 1+  }(x)  

         = 1 –  xe−   

 

ตัวอยาง 5.3.4 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ F(s) = 
2

2
2s 3
s(s 1)

+
−

  

วิธีทำ การแยก F(s) เปนผลบวกของเศษสวนยอย  

ให 
2

2
2s 3
s(s 1)

+
−

 = A
s  + B

s 1−  + 2
C

(s 1)−
  

     = 
2

2
A(s 1) Bs(s 1) Cs

s(s 1)
− + − +

−
 

เพราะฉะนั้น 2 2s  + 3 = A(s – 1) 2  + Bs(s – 1) + Cs                  ... (1) 

แทนคา s = 0 ในสมการ (1) จะได 3 = A  

แทนคา s = 1 ในสมการ (1) จะได 5 = C  

สัมประสิทธ์ิ 2s  ในสมการ (1) จะได 2 = A + B เพราะฉะนั้น B = – 1  

เพราะฉะนั้น    F(s) = 
2

2
2s 3
s(s 1)

+
−

  

         = 3
s  + 1

s 1−  + 2
5

(s 1)−
 

เพราะฉะนั้น 1L− { F(s) }(x) = 1L− { 3
s  + 1

s 1−  + 2
5

(s 1)−
 }(x)  

         = 3 – xe  + 5x xe  
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ขอแนะนำ การแยกเปนผลบวกของเศษสวนยอยเมื่อตัวหารของ F(s) มีตัวประกอบเปน (s – c) k  หรือ 

 ( 2s  + as + b) k  เมื่อ G(s) มีระดับขั้นนอยกวา k  

การเขียนเปนผลบวกของเศษสวนยอยจะได 

  k
G(s)

(s c)−
 = 1A

s c−  + 2
2

A
(s c)−

 + 3
3

A
(s c)−

 + ... + k
k

A
(s c)−

 

2 k
G(s)

(s as b)+ +
 = 1 1

2
A B s

s as b
+

+ +
 + 2 2

2 2
A B s

(s as b)
+

+ +
 + 3 3

2 3
A B s

(s as b)
+

+ +
 + ... + k k

2 k
A B s

(s as b)
+

+ +
 

เมื่อ 1A , 2A , ... , kA , 1B , 2B , ... , kB  เปนคาคงตัว 

 

ในกรณีตัวหารมีตัวประกอบหลายลักษณะปนกันก็ใชแนวคิดขางตนชวยในการเขียนเปนผลบวกยอย  

ตัวอยางเชน  

     3
s 1

(s 4)
+
−

 = 1A
s 4−  + 2

2
A

(s 4)−
 + 2

3
A

(s 4)−
 

     2
2s 3

s (s 1)
+
−

 = 1A
s  + 2

2
A
s

 + 1B
s 1−  

     
2

2 2
s 4

(s 1)
+
+

 = 1 1
2

A s B
s 1
+

+
 + 2 2

2 2
A s B
(s 1)

+

+
 

  
2

2 2
5s 20s

(s 1) (s 4)
+

− +
 = 1A

s 1−  + 2
2

A
(s 1)−

 + 1 1
2

B s C
s 4
+

+
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การหาคาคงตัว iA , iB  และ iC  สามารถหาไดโดยการหาผลบวกทางดานขวามือ แลวใชเหตุผลวาสวนเทากันก็

ตอเมื่อเศษเทากัน ตอไปจึงทำการเทียบสัมประสิทธ์ิเพื่อแกสมการหาคาคงตัว หรือใชวิธีแทนคาบางคาที่เหมาะสมก็จะ

ไดคาคงตัวที่ตองการ  

ตัวอยางเชน  F(s) = 2
2s

(s 1)(s 1)+ +
  

      = A
s 1+  + 2

Bs C
s 1
+
+

  

      = 
2

2
A(s 1) (Bs C)(s 1)

(s 1)(s 1)
+ + + +

+ +
 

เพราะวาสวนเทากัน เพราะฉะนั้นเศษตองเทากัน  

เพราะฉะนั้น 2s = A( 2s  + 1) + (Bs + C)(s + 1)                   ... (1) 

แทนคา s = – 1 ในสมการ (1) จะได – 2 = 2A เพราะฉะนั้น A = – 1  

พิจารณาสัมประสิทธ์ิ 2s  ในสมการ (1) จะได 0 = A + B เพราะฉะนั้น B = 1  

พิจารณาคาคงตัวในสมการ (1) จะได 0 = A + C เพราะฉะนั้น C = 1  

เพราะฉะนั้น F(s) =  1
s 1
−
+

 + 2
s 1
s 1
+
+

 

เพราะฉะนั้น 1L− { F(s) }(x) = 1L− {  1
s 1
−
+

 + 2
s 1
s 1
+
+

 }(x)  

         = – 1L− {  1
s 1
−
+

 }(x) + 1L− { 2
s

s 1+
 }(x) + 1L− { 2

1
s 1+

 }(x) 

         = –  xe−  + cos x + sin x                    
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathcad 
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การคำนวณโดยโปรแกรม Mathematica 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



105 

บทที่ 5 ผลการแปลงลาปลาซ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


	Diff_ch_05_01_page_001_019_21Jan2022_1519
	Diff_ch_05_02_page_020_090_17Jan2022_1115
	Diff_ch_05_03_page_091_166_17Jan2022_1119

