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�#������������	���
���������	���$#�����������	������
������

��
��	
�����
������ $#�� ���
�#����������
���������������

��������
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������� 7 [Euclid I. 8.] &�� ���
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���������������

����
��� ����#�������(#
���)*-������"�.��%/������� 	���-	���-	��� ��3� 	.	.	.

������� 8 [Euclid I. 16.] ���	���
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"�����"�7	� DĈA  > CB̂A  $#� DĈA  > CÂB
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������� 9 [Euclid I. 18.]
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������� 10 [Euclid I. 19.]
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������� 11 [Euclid I. 20.] 	������	���
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������� 12 O 
�'�"�	���
������ AB .����	�
���������#��"�� O �����
������ AB


����������!����� AB "�
�'�
���������������	 
<���!����� &�� OC � AB $#�� OC � OP ���"�	 P �� AB

������� 12.1 O 
�'�"�	�������
������ AB $#� C ������ AB

&�� OC 
�'�
������������������	���#��"�� O ����� AB $#�� OC � AB


<���!����� &�� OC � OP ���"�	 P �� AB $#�� OC � AB

������� 12.2 C 
�'�"�	��
������ AB $#� O 
�'�"�	���
������ AB $#� OC � AB

P, Q 
�'�"�	�� AB $#�����%�#�	���
��"�	 O @	���� CP = CQ "�7	� OP = OQ
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������� 12.3 C 
�'�"�	��
������ AB $#� O 
�'�"�	���
������ AB $#� OC � AB

R, Q 
�'�"�	�� AB $#� CR � CQ "�7	� OR � OQ

������� 13 [Euclid I. 27. 28.] 
������ EF ��	
������ AB $#� CD ���"�	 G $#� H ���#/�	�� "�7	�

1. &�� ���$�����
��	
������ $#�� AB $#� CD 
������

   ��������
��� &�� GĤC  = BĜH  $#�� AB 
������ CD

2. &�� ���9����� $#� ���9��.�	������
���
�����9�����	���
	������
�� EF ��
��	
������

    $#�� AB $#� CD 
������

    ��������
��� &�� DĤG  = BĜE  $#�� AB 
������ CD

3. &�� ���9��.�	���
	������
�� EF ������
������������!�� $#�� AB $#� CD 
������

    ��������
��� &�� DĤG  + BĜH  = 180� $#�� AB 
������ CD

������� 14 
������ AB $#� CD 
������ EF ��	 AB $#� CD ���"�	 G $#� H ���#/�	�� "�7	�
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��� GĤC  = BĜH

2. ���9����� $#� ���9��.�	������
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��� DĤG  = BĜE

3. ���9��.�	���
	������
�� EF ������
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   ��������
��� DĤG  + BĜH  = 180�

������� 15 [Euclid I. 30.] 
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������� 16 [Euclid I. 32.] ���9��.����
�#����������
������������!��

������� 16.1 ���9�����
�����
�#����
������(#���
�����9��.����
�#����	������
���

DĈA  = CÂB  + CB̂A
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������ 360�

������� 16.3 (#���
�����9��.���� n 
�#����
������ (n - 2)(180�)

������� 16.4 n21 A ... AA  
�'���� n 
�#����������9��.�������
#?����� 180�

"�7	� (#���
�����9�����
����� n 
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������ 360�

������� 16.5  1. ���
�#���������� &�������
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2. ���
�#�������!�� ������7��
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��	
��������������!��

3. &�����������
�����
�#����������
��������������� $#�� ���
�#���������������
�'����
�#�������!��

������� 17 [Euclid I. 26.] &�� ���
�#���������������
������������ $#� ��	������
������%�����
������

��%������
������ $#�� ���
�#��������������
���������������

��������
��� CÂB  = FD̂E , CB̂A  = FÊD  $#� BC = EF $#�� � ABC, � DEF 
���������������

����
��� ����#�������(#
���)*-������"�.��%/������� ���-���-	��� ��3� �.�.	.
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������$#�	������������!��


�����������	��� $#�� ���
�#�������!������������
���������������

��������
��� CB̂A  = FÊD  = 90� , AC = DF $#� AB = DE $#�� � ABC, � DEF 
���������������
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��� ����#�������(#
���)*-������"�.��%/������� 	���-!��-	��� ��3� 	.!.	.

������� 19 [Euclid I. 24.] &�� ���
�#������������	������
���������	��� �����	���
��	"��	���%������.�
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��	.�:����������	���
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�#����N����������
��������	����
�����
�#�����������������
��	�������6��
��

���
�#����N����������
��������	
�����
�#�������������

��������
��� &�� AB = DE, AC = DF $#� CÂB  � FD̂E  $#�� BC � EF
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������� 19.1 &�� ���
�#������������	������
���������%�� 	���������
�����
�#����������������������

	���������
�����
�#������������� $#�� �����	����������
���6������
�����
�#�����������������
��	

.�:����������	
�����
�#����N����������
���6��
�����
�#�������������

��������
��� &�� AB = DE, AC = DF $#� BC � EF $#�� CÂB  � FD̂E

������� 20 [Euclid I. 33.] 
���������
������7����	������
��	"�����
�3����#��
���
	������
��


���
������
���N������
������ ����
������$#����
������

��������
��� &�� AB = CD $#� AB 
������ CD $#� AC 7����	 BD

$#�� AC = BD $#� AC 
������ BD

������� 21 [Euclid I. 34.] 	������
���
�����
�#����	���
������
������ ������
���
�����
�#����	���


�����
��	
������ $#� 
����$�����$���%�������
�#����	���
���

������� 21.1 ���������
�����
�#����(3�(��
�'����!��

������� 21.2 ���������
�����
�#����"�������
�'����!�� $#� 	������	���
�����
�#����"����������
������

������� 21.3 
����$�����
�����
�#����	���
���$���%����N������$#����

������� 22. &�� 
���
������
���$�������
��
�����	
���
��������
�'��������
������

$#�� 
���
������
��� ����"�$���
�����	
������
���
�'�����������
������

��������
��� AB, CD, EF 
������ $#� PQ = QR $#�� XY = YZ
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������� 22.1 .�� 0P , 1P , 2P , 3P , ... , nP  
�'�"�	��	��� AB $#� 0Q , 1Q , 2Q , 3Q , ... , nQ  
�'�

"�	��	��� AC 
�� � ABC @	���� 0P  $#� 0Q  
�'�"�	 A $#� 11QP , 22QP , 33QP , ... , nnQP  
������

BC $#� 1AP  = 21PP  = 32PP  = ... = BPn  "�7	�

1. 1AQ  = 21QQ  = 32QQ  = ... = CQn

2. 11QP  = 1n
1
�

BC, 22QP  = 1n
2
�

BC, 33QP  = 1n
3
�

BC, ... , nnQP  = 1n
n
�

BC

������� 22.2 � ABC ��
�����S�6�� BY $#� CZ ��	������"�	 O �������
������ AO ����		��� BC ��� X

"�7	� X 
�'�"�	�����#��	��� BC $#� OA
XO  = OB

YO  = OC
ZO  = 2

1

����
��� "�	��	
��
�����S�6�� 
������� !�"
#�����"$ (the centroid of the triangle)


<���!����� "�	
N�����	T$���
�����S�6�����
�'���	���� 1 : 2

������� 23 ������
�#�������!����<3�����
������ (%��������) � (%������)

������� 23.1 ������
�#�������!�������%��������
������$#�%������
������ "�������<3�����
������

������� 23.2 ������
�#�������!�������%������
������ $#� ��<3�����
������ "�������%��������
������

������� 24 [Euclid I. 35.]

���
�#����	���
��������6��
	������$#�������	���%��
���
	������ "�������<3�����
������

������� 24.1 <3��������
�#����	���
���
������ (%������6��) � (%������)

������� 24.2 ���
�#����	���
��������%������6��
������ $#� ��%������
������ "�������<3�����
������

������� 25. ���
�#���������6��
	������������
�#�������!��N�����%������
������

"�������<3�����
�'�%���������
�����
�#�������!��
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������� 25.1 ���
�#���������6��
	������������
�#����	���
��� $#� �����������
���
���%��
	������

"���<3�����
�'�%���������
�����
�#����	���
���

������� 25.2 <3��������
�#���� = 2
1 (%������6��) � (%������)

������� 26 [Euclid I. 37.] ���
�#���������6��
	������ $#� �����������
���
���%��
	��������<3�����
������

������� 27 [Euclid I. 39.] ���
�#������������<3�����
������$#���6��
	������ "�	��	�������
���
	������


��6��
�����
�#���������������������������������
���
���%��
	������

��������
��� � ABC, � GBC ��<3�����
������ "�7	� AG 
������ BC

������� 28 <3��������
�#����%����� = 2
1 (%������ � (#���
��%������	���%��
���)

������� 28.1 � ABCD 
�'����
�#����	���7��
��� AC 
�'�
����$����� DE � AC $#� BF � AC

"�7	� <3����� � ABCD = 2
1  AC (DE + BF)

����
��� %������ DE, BF 
������� ����%�&��& 
��
����$����� AC .� � ABCD

������� 29 [Euclid I. 47.] (Pythagoras's Theorem)

� ABC 
�'����
�#�������!�� �� AB 
�'�	������
������!�� "�7	� 2AB  = 2AC  + 2BC

������� 29.1 � ABC �� AB = c, AC = b, BC = a $#� CD � AB $#� s = 2
cba ��
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"�7	� 1. AD = c2
abc 222 	�

2. CD = c2
1 )cba)(cba)(cba)(cba( 	��	��	��

3. <3����� � ABC = 4
1 )cba)(cba)(cba)(cba( 	��	��	��

4. <3����� � ABC = )cs)(bs)(as(s 			

������� 29.2 
������ AB $#� CD ����!��$#���	������"�	 X "�7	� 2AC  + 2BD  = 2AD  + 2BC

������� 30 [Euclid I. 48.]

&�� 2AB  = 2AC  + 2BC  $#�� � ABC 
�'����
�#�������!�� @	��� BĈA  
�'����!��

������� 31 [Euclid III. 3.] O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� $#� AB 
�'�%��T	
�����#����7��(���"�	

V���T�#�� $#� D 
�'�"�	��%��T	 AB

"�7	� 1. &�� D 
�'�"�	�����#��
�� AB $#�� OD � AB

2. &�� OD � AB $#�� D 
�'�"�	�����#��
�� AB

������� 31.1 O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� AB 
�'�%��T	
�����#� "�7	� 
�������������!�����%��T	

AB $#�$���%����%��T	 AB ����(���"�	V���T�#��
�����#�

������� 31.2 
��������	���#�7	��������� 2 "�	

������� 32 �����#�
<�����
	���
����������(���"�	 3 "�	N���7��������
������
	������

������� 33 [Euclid III. 9.] &�� "�	.����#���
����������������
���������
������"��"�	����7����
���

������#� $#�� "�	��������
�'�"�	V���T�#��
�����#�
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������� 34 [Euclid III. 14.] .�� O 
�'�"�	V���T�#��
�����#�

$#� AB, CD 
�'�%��T	
�����#�

"�7	� 1. &�� AB = CD $#�� AB, CD ����"��"�	V���T�#�� O 
������

2. &�� AB, CD ����"��"�	V���T�#�� O 
������ $#�� AB = CD

������� 350 [Euclid III. 15.] O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir

$#� AB, CD 
�'�%��T	
�����#� 1 Cir

F 
�'�"�	�� AB $#� OF � AB

$#� G 
�'�"�	�� CD $#� OG � CD

"�7	� 1. &�� OF 
 OG $#�� AB � CD

2. &�� AB � CD $#�� OF 
 OG

������� 36 O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir

$#� P 
�'�"�	9��.����#� $#� ���
��� PO 7����

	���"�	 O 7���	���#����"�	 A $#� ���
������ OP 7����	���"�	 P ��	���#����"�	 B

$#� C, D 
�'�"�	��
��������
�����#� 1 Cir  "�7	�

1. PA � PC          (�#���%3� 
���������#��"�� P 7����
��������"�7	� PA 
�'�
��������������	)

2. PD � PB          (�#���%3� 
���������#��"�� P 7����
��������"�7	� PB 
�'�
���������������	)

3. &�� CÔP  � DÔP  $#�� PC � PD

������� 37 [Euclid III. 8.]

O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir  $#� P 
�'�"�	9��������#� #��
��� PO ��	���#����"�	 B

$#� ��� PO 7���	���#����	�����������"�	 A $#� C, D 
�'�"�	��
��������
�����#� 1 Cir  "�7	�

1. PA � PC (�#���%3� 
���������#��"�� P 7����
�������� "�7	� PA 
�'�
��������������	)

2. PD � PB (�#���%3� 
���������#��"�� P 7����
�������� "�7	� PB 
�'�
���������������	)

3. &�� CÔP  � DÔP  $#�� PC � PD
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������� 38 [Euclid III. 20.] O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir  $#� A, B, C 
�'�"�	��
��������


�����#�"�7	� CÔB  ��
��	
�'����
���
�� CÂB

����%3� %��T	
	������������������"�	V���T�#����
��	
�'����
���
��������
�������� (.�	���
	������)

��3� ����@%��
	������������������"�	V���T�#����
��	
�'����
���
��������
�������� (.�	���
	������)

������� 39 [Euclid III. 21.] .�� O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir  $#� B, C 
�'�"�	��
��������


�����#� A, D 
�'�"�	������@%�� BC 	���
	������ "�7	� CÂB  = CD̂B

�#���@	�����%3� ���������@%��
	������������
��	
������

������� 39.1 &�� CÂB  = CD̂B

$#�� ���������#�N����� BC 
�'�%��T	 $#� A, D ����������@%��	���
	������
�� BC

������� 40 [Euclid III. 22.] ������
���
�����
�#����$��.����#�������
������ 180�

������� 40.1

&��������
���
�����
�#����������
������ 180� $#�� ���
�#��������
�'����
�#����$��.����#�

������� 41 [Euclid III. 31.] ������
�����������������	���
���(���V���T�#����
��	
������ 90�

�#���%3� 
���(���V���T�#��������������
��������
��������������!��

��3� ���.�����@%��%�������#���
��	
��������������!��

������� 41.1 ���������@%������������%�������#�
�'����$�#� $#� ���������@%�������������%�������#�


�'�����;��

������� 42 [Euclid III. 26.] ���#���������
������ "�7	�

1. ����@%�����������������
����������
��	
������ ������%����������@%��
������

2. ����@%�����������������"�	V���T�#����
��	
������ ������%����������@%��
������

������� 42.1 ���#���������
������ "�7	�

1. %��T	���������������
����������
��	
������ ������%������%��T	
������

2. %��T	���������������"�	V���T�#����
��	
������ ������%������%��T	
������

������� 43 [Euclid III. 27.] ���#���������
������

����@%�������%������
������ ����������������"�	V���T�#��
������$#�������������
��������
������

������� 43.1 ���#���������
������ %��T	�����%������
����������������������"�	V���T�#��
������$#�

������������
��������
������

������� 44 [Euclid III. 28.] ���#����(���"�	 A, B, C $#� ���#����(���"�	 D, E, F 
�'����#����
������

%��T	 BC ���
������%��T	 EF "�7	� ����@%��.�:� BAC = ����@%��.�:� EDF

$#� ����@%������ BKC = ����@%������ ELF
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������� 45 [Euclid III. 29.] ���#����(���"�	 A, B, C $#� ���#����(���"�	 D, E, F 
�'����#����
������

$#� ����@%��.�:� BAC = ����@%��.�:� EDF "�7	� %��T	 BC ���
������%��T	 EF

������� 46 
������(�����#�����!�����
�����V�����"�	���(��

O 
�'�"�	V���T�#�����#� P 
�'�"�	������#� $#� A 
�'�"�	���(�� "�7	� PÂO  = 90�

������� 46.1

1. ���"�	 P ��
��������
�����#� ��
������(�����#����"�	 P 
<���
���
	���

2. ���"�	 P ��
��������
�����#� 
�������������!�����
������(�����"�	 P "�(���"�	V���T�#��
�����#�

3. 
���������#��"��"�	V���T�#��������!�����
������(�� (���"�	���(��

������� 47 ���#� 1 Cir  �� O 
�'�"�	V���T�#�� $#� T 
�'�"�	9��������#� 1 Cir

"�7	� ��
������(�����#� 2 
���
����������#��"�� T �����(�����#� 1 Cir

������� 47.1 ���#� 1 Cir  �� O 
�'�"�	V���T�#�� $#� T 
�'�"�	9��������#� 1 Cir

.�� TP $#� TQ 
�'�
������(�����#� 1 Cir  $#� PQ ��	 OT ��� R

"�7	� TP = TQ, PÔT  = QÔT , PQ � OT $#� PR = RQ

$#� OT̂P  = OT̂Q  = 2
1 QT̂P

������� 48 ���#���������(�����"�7	�"�	V���T
�����#����������$#�"�	���(��������
������
	������

������� 49 [Euclid III 32.] ���#� 1 Cir  �� O 
�'�"�	V���T�#�� EF 
�'�
������(�����#����"�	 B

$#� AB 
�'�
���(���V���T�#�� $#� BD 
�'�%��T	
�����#� "�7	�������
������(�� EF ����/����%��T	

BD ��%��
����������������@%��N���������	���%��T	 BD �������	������
���

�#���%3� ˆFBC  = CD̂B , DB̂E  = DĈB
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������� 49.1 .�� I 
�'�"�	V���T�#��
�����#�$��.� � ABC $#� r 
�'���V��
�����#�$��.� � ABC

.�� BC = a, CA = b, AB = c, s = 2
cba ��  $#� � = ABC�  = <3����� � ABC

"�7	� 1. IBC�  = 2
1 ar, IAB�  = 2

1 cr, IAC�  = 2
1 br

2. � = ABC�  = sr ��3� r = s
�

������� 49.2 ���#� ABC_BC ECir  
�'����#�$����� � ABC $#����(��	��� BC

$#� AI  
�'�"�	V���T�#��
�����#� ABC_BC ECir  $#� Ar  
�'���V��
�����#� ABC_BC ECir

"�7	� 1. � = ABC�  = <3����� � ABC = 2
1 (b + c - a) Ar

2. � = ABC�  = <3����� � ABC = (s - a) Ar  
�3�� s = 2
cba ��

������� 49.3 Ah , Bh , Ch  
�'�%������
�� � ABC ���#��"��"�	��	 A, B, C 7����6�� ���#/�	��

ABC_circum Cir  
�'����#�#������ � ABC $#� R 
�'���V��
�����#�#������ � ABC

"�7	� 1. R = 
Ah2

bc  = 
Bh2

ca  = 
Ch2

ab

2. R = 
�4

abc  
�3�� � = <3����� � ABC

����
��� � = ABC�  = <3����� � ABC = 2
1 a Ah  = 2

1 b Bh  = = 2
1 c Ch
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������� 49.4 ABC_in Cir  
�'����#�$��.� � ABC

	��� BC, CA, AB ���(�����#����"�	 D, E, F ���#/�	�� "�7	�

���9��.� � DEF ��%�� ED̂F  = 90� - 2
CÂB , FÊD  = 90� - 2

CB̂A , DF̂E  = 90� - 2
BĈA

������� 49.5 ABC_in Cir  
�'����#�$��.� � ABC �� I 
�'�"�	V���T�#��
�� ABC_in Cir

BC_ABC ECir  
�'����#�$����� � ABC $#����(��	��� BC �� AI  
�'�"�	V���T�#��
�� BC_ABC ECir

"�7	� 1. AIB̂I  = 90� 

2. B, C, AI , I ���������#�
	������

3. A, I, AI  ������
������
	������

������� 49.6 1O , 2O  
�'�"�	V���T�#��
�����#� 1 Cir , 2 Cir  ���#����������	������"�	 A $#� B

.�� C 
�'�"�	��	
��
������ AB $#� 21OO  "�7	� AC = CB $#� 21OO  � AB
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������� 49.7 
���������#��"��"�	��	
�����
�#����������!�����6�� ��"�	��	�������

����
���

1. "�	��	�������
��
���������#��"��"�	��	
�����
�#����������!�����6��


������� !�"���$*�
#�
���$ (orthocentre)

2. � DEF 
������� ���
������+��"� (Pedal triangle) 
�� � ABC

3. .���^���� � ABC 
�'����
�#��������;�� $#� CÂB  � 90� "�7	� "�	���T@�
N�
���T O 
�� � ABC

������� � ABC

������� 49.8 � ABC 
�'����
�#�������$�#� AD � BC, BE � CA, CF � AB

$#� AD, BE, CF ��"�	��	����������"�	 O "�7	�

1. AD $���%������� FD̂E , BE $���%������� FÊD  $#� CF $���%������� DF̂E

2. CD̂E  = BD̂F  = CÂB , CÊD  = AÊF  = CB̂A  $#� BF̂D  = AF̂E  = BĈA

3. � ABC, � BFD, � CDE, � AEF 
�'����
�#�������
��� (
<���!�����
�'����
�#����%#���)

������� 49.9 � ABC 
�'����
�#��������;�� $#� CÂB  � 90� $#� � DEF 
�'����
�#����<�$	#

"�7	� BE $���%�������9�����
�� � DEF $#� CF $���%�������9�����
�� � DEF

������� 49.10 � ABC 
�'����
�#�������$�#� ��"�	 D, E, F ������	��� BC, CA, AB ���#/�	��

AD � BC, BE � CE, CF � AB $#� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ABC

"�7	� A 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � BCO $#� B 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ACO

$#� C 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ABO

����
��� (#���7	�%3� &�� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ABC $#�� .����	����"�	 O, A, B, C

"�	�����"�
�'�"�	���T@�
N�
���T
�����
�#�������������	������"�	���
�#3�
�'�"�	��	
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������� 49.11 � ABC 
�'����
�#�������$�#� ��"�	 D, E, F ������	��� BC, CA, AB ���#/�	��

AD � BC, BE � CE, CF � AB $#� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ABC

S 
�'�"�	V���T�#��
�����#� ABC_circum Cir  N���
�'����#�#������ � ABC

T 
�'�"�	V���T�#��
�����#� OAC_circum Cir  N���
�'����#�#������ � OAC

"�7	� ABC_circum Cir  $#� OAC_circum Cir  ����V��
������

������� 49.12 (Simson line) P 
�'�"�	�����#�#������ � ABC $#� D, E, F ������
���������(���

BC, CA, AB ���#/�	�� $#� PD � BC, PE � CA, PF � AB "�7	� D, E, F ������
������
	������

����
���

1. 
���������(���"�	 D, E, F 
������� 
�,�+��"� (Pedal line)

��3� 
�,�#���-� (Simson line) 
�� � ABC �/�����"�	 P

2. (#"���)*-���
������"�7	� &�� P 
�'�"�	�����#�#������ � ABC

$#� PD � BC, PF � AB $#� 
���������(��� FD ��	
���������(��� AC ���"�	 E $#�� PE � AC

������� 49.13 ABC_in Cir  
�'����#�$��.� � ABC �� BC = a, CA = b, AB = c $#� s = 2
cba ��

BC, CA, AB ���(�����#� ABC_in Cir  ���"�	 D, E, F ���#/�	��

.�� ABC�  = <3����� � ABC $#� r 
�'���V��
�����#� ABC_in Cir

"�7	� AF = AE = s - a, BD = BF = s - b, CD = CE = s - c $#� ABC�  = rs



����� 1 ���	
��
�������������
�������16

������� 49.14 ABC_BC ECir , ABC_AB ECir , ABC_AC ECir  
�'����#�$����� � ABC

$#����(��	��� BC, AB, AC ���#/�	�� $#� a, b, c 
�'�%������	��� BC, AC, AB ���#/�	��

$#� s = 2
cba ��

� = ABC�  = <3����� � ABC $#� BC, CA, AB ���(�����#� ABC_in Cir  ���"�	 D, E, F ���#/�	��

.�� AB� , AC� , BC�  
�'�
���������(���	��� AB, AC, BC ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_BC ECir  ���"�	 AF , AE , AD  ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_AC ECir  ���"�	 BF , BE , BD  ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_AB ECir  ���"�	 CF , CE , CD  ���#/�	��

I, AI , BI , CI  
�'�"�	V���T�#��
�� ABC_in Cir , ABC_BC ECir , ABC_AC ECir , ABC_AB ECir  ���#/�	��

r, Ar , Br , Cr  
�'���V��
�����#� ABC_in Cir , ABC_BC ECir , ABC_AC ECir , ABC_AB ECir  ���#/�	��

"�7	�

1. AAF  = AAE  = s, BBF  = BBD  = s $#� CCD  = CCE  = s

2. ACD  = ACE  = s - b, BCD  = BCE  = s - a

3. ABD  = ABF  = s - c, CBD  = CBF  = s - a

4. ABD  = CD = s - c, BCE  = AE = s - a $#� CAF  = BF = s - b

5. AFF  = AEE  = a, BFF  = BDD  = b $#� CDD  = CEE  = c

6. A, I, AI  ������
������
	������

7. ABC�  = rs = A r (s - a), ABC�  = B r (s - b) $#� ABC�  = C r (s - c)

8. CADD  = b, BADD  = c, CBDD  = b + c $#� CAFF  = b, BCFF  = a, BAFF  = a + b

BAEE  = c, CBEE  = a, CAEE = a + c

9. ADD  = � b - c �, BEE  = � a - c � $#� CFF  = � a - b �
10.  r A r B r C r  = 2

ABC�



����������	���� 
�!���� 39 17

������� 49.15 � ABC 
�'����
�#�������!�� $#� BĈA  = 90� .�� ABC_in Cir  
�'����#�$��.�

 � ABC $#� ABC_BC ECir  
�'����#�$����� � ABC $#����(��	��� BC

a, b, c 
�'�%������	��� BC, AC, AB ���#/�	�� $#� s = 2
cba ��

.�� BC, CA, AB ���(�����#� ABC_in Cir  ���"�	 D, E, F ���#/�	��

.�� AB� , AC�  
�'�
���������(���	��� AB, AC ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_BC ECir

���"�	 AF , AE , AD  ���#/�	��

r 
�'���V�����#� ABC_in Cir

A r  
�'���V�����#� ABC_BC ECir

"�7	� r = s - c $#� A r  = s - b

������� 49.16 ABC_in Cir  
�'����#�$��.� � ABC

ABC_BC ECir , ABC_AB ECir , ABC_AC ECir  
�'����#�$����� � ABC $#����(��	��� BC, AB, AC

���#/�	�� �� BC = a, AC = b, AB = c $#� s = 2
cba ��
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BC, CA, AB ���(�����#� ABC_in Cir  ���"�	 D, E, F ���#/�	��

.�� AB� , AC� , BC�  
�'�
���������(���	��� AB, AC, BC ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_BC ECir  ���"�	 AF , AE , AD  ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_AC ECir  ���"�	  BF , BE , BD  ���#/�	��

AB� , AC� , BC�  ���(�����#� ABC_AB ECir  ���"�	 CF , CE , CD  ���#/�	��

I, AI , BI , CI  
�'�"�	V���T�#��
�� ABC_in Cir , ABC_BC ECir , ABC_AC ECir , ABC_AB ECir  ���#/�	��

r, Ar ,  Br ,  Cr  
�'���V��
�����#� ABC_in Cir , ABC_BC ECir , ABC_AC ECir , ABC_AB ECir  ���#/�	��

"�7	� 1. A, I, AI  ������
������
	������ $#� B, I, BI  ������
������
	������

$#� C, I, CI  ������
������
	������

2. AIA  � CBII , BIB  � CAII  $#� CIC  � CAII

3. BI , A, CI  ������
������
	������ $#� CI , B, AI  ������
������
	������

$#� AI , C, BI  ������
������
	������

4. � CBIA , � ACIB , � BAIC  
�'����
�#����%#��� $#� %#������ � CBA III

5. � CBA III  $#� � DEF 
�'����
�#����%#���

6. "�	�����"�	.����	� I, AI , BI , CI

"�
�'�"�	���T@�
N�
���T
�����
�#�������������	���"�	��	���"�	���
�#3�

7. ���#����#���������
�#�������������	���"�	��	���"�	"�� I, AI , BI , CI

"�
�'����#��������V�����
������
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������� 50 �/&��
&,�!�" (The Nine-points circle)

� ABC �� X, Y, Z 
�'�"�	�����#��	��� BC, CA, AB ���#/�	�� D, E, F 
�'�"�	��	��� BC, CA, AB

����/�.�� AD � BC, BE � CA, CF � AB .�� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T ("�	��	�������
��
������ AD, BE,

CF) .�� P, Q, R 
�'�"�	�����#��	��� AO, BO, CO ���#/�	��

"�7	� "�	 9 "�	 %3� D, E, F, X, Y, Z, P, Q, R ���������#�
	������

����
��� ���#����7	�
������� �/&��
&,�!�" (Nine-points circle) 
�� � ABC

���7�
��.����:#��*^T$��	��� ABC_9 Cir


<������ � DEF 
�'����
�#����<�$	#
�� � ABC


<���!����� ���#�
���"�	$#����#�#���������
�#����<�$	#
�'����#�
	������

������� 51 � ABC �� X, Y, Z 
�'�"�	�����#��	��� BC, CA, AB ���#/�	��

D, E, F 
�'�"�	��	��� BC, CA, AB ����/�.�� AD � BC, BE � CA, CF � AB

.�� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T ("�	��	�������
��
������ AD, BE, CF)

.�� ABC_circum Cir  
�'����#�#������ � ABC $#� S 
�'�"�	V���T�#��
�����#� ABC_circum Cir

.�� P, Q, R 
�'�"�	�����#��	��� AO, BO, CO ���#/�	�� .�� N 
�'�"�	�����#��
�� OS

"�7	� N 
�'�"�	V���T�#��
�����#�
���"�	 ( ABC_9 Cir ) 
�� � ABC
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������� 52 � ABC �� X, Y, Z 
�'�"�	�����#��	��� BC, CA, AB ���#/�	��

D, E, F 
�'�"�	��	��� BC, CA, AB ����/�.�� AD � BC, BE � CA, CF � AB

.�� ABC_circum Cir  
�'����#�#������ � ABC $#� S 
�'�"�	V���T�#��
�����#� ABC_circum Cir

.�� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T ("�	��	�������
��
������ AD, BE, CF)

.�� P, Q, R 
�'�"�	�����#��	��� AO, BO, CO ���#/�	��

"�7	� ��V��
�����#�
���"�	 ABC_9 Cir  
�� � ABC ��%��
������ 2
1 (��V��
�����#�#������ � ABC)

�����& 52.1 ��V��
�����#����(���"�	�����#��
��	���
�����
�#������
��	
������ %���������
����V��


�����#�#������ � ABC

������� 53 � ABC �� X, Y, Z 
�'�"�	�����#��	��� BC, CA, AB ���#/�	��

D, E, F 
�'�"�	��	��� BC, CA, AB ����/�.�� AD � BC, BE � CA, CF � AB

.�� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T ("�	��	�������
��
������ AD, BE, CF)

.�� P, Q, R 
�'�"�	�����#��	��� AO, BO, CO ���#/�	��

ABC_circum Cir  
�'����#�#������ � ABC $#� S 
�'�"�	V���T�#��
�����#� ABC_circum Cir

.�� S 
�'�"�	V���T�#��
�����#�#������ � ABC, G 
�'�"�	
N�����	T
�� � ABC,

N 
�'�"�	V���T�#��
�����#�
���"�	
�� � ABC $#� O 
�'�"�	���T@�
N�
���T
�� � ABC

"�7	� S, G, N, O ������
������
	������

������� 54 [Euclid II. 12.] � ABC 
�'����
�#��������;�� �� BĈA  
�'�����;��

���	��� BC 7����"�	 D $#� AD � BD "�7	� 2AB  = 2BC  + 2AC  + 2 BC CD
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������� 55 [Euclid II. 13.] � ABC 
�'����
�#�������$�#� D ������	��� BC $#� AD � BD

"�7	� 2AB  = 2BC  + 2AC  - 2 BC CD

������� 56 � ABC �� AX 
�'�
�����S�6�� "�7	� 2AB  + 2AC  = 2 2BX  + 2 2AX

������� 56.1 [Euclid III. 35.] AB 
�'�%��T	
�����#� N�������V��
������ r $#� X 
�'�"�	��%��T	 AB

"�7	� AX XB = 2r  - 2OX

������� 57 [Euclid III. 35.] AB $#� CD 
�'�%��T	
�����#� $#���	������"�	 X

"�7	� AX XB = CX XD $#� � AXC, � BXD 
�'����
�#����%#���

������� 57.1 O 
�'�"�	V���T�#��
�����#� X 
�'�"�	9��������#�N�������V��
������ r

"��"�	 X #��
�����������(�����#����"�	 T $#� "��"�	 X #��
����������	���#����"�	 A $#� B

"�7	� XA XB = 2XT  = 2OX  - 2r
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������� 58 [Euclid III. 36.] AB, CD 
�'�%��T	
�����#� N�����	���������#����"�	 X $#� XT


�'�
������(�����#� "�7	� XA XB = XC XD = 2XT

������� 59 [Euclid III. 37.] X 
�'�"�	9��������#� #��
������ XA ����	���#����"�	 A $#� B

#��
������ XC ����	���#����"�	 C $#� XA XB = 2XC  "�7	� XC 
�'�
������(��

������� 59.1 P 
�'�"�	9��������#� 1 Cir  �����"�	V���T�#�����"�	 O $#�����V�� r $#� PS 
�'�


������(�����#� "�7	� (����.�#���	
��"�	 P ������#�) � (����7�#��	
��"�	 P ������#�) = 2PS

.��
������(��� PO ��	���#���� R, Q "�7	� PR PQ = 2PS

������� 59.2 AB 
�'�
���(���V���T�#��
�����#������ O 
�'�"�	V���T�#�� $#� ���#�����V�� r

CD 
�'�%��T	�����	$#�����!����� AB ���"�	 E

.�� CE = ED = x $#� AC = y

$#� %������
������@%������ CD ��%��
������ AE = h

"�7	� 1. 2x  = h(2r - h)

2. CD = 2 )hr2(h 	

3. r = h2
hx 22 �

4. h = r - 22 xr 	

5. 2y  = 2rh
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������� 59.3 AB $#� CD ��	������"�	 X $#� AX XB = CX XD "�7	� A, B, C, D ���������#�
	������

������� 59.4 AB $#� CD ��	������"�	 X $#� XA : XC = XD : XB

"�7	� 1. � AXD, � CXB 
�'����
�#����%#���

2. A, B, C, D ���������#�
	������

������� 60 [Euclid VI. 2.] .�� X 
�'�"�	��
���������(���	��� AB

Y 
�'�"�	
���������(�����	��� AC 
�� � ABC $#� XY 
������ BC "�7	� AX : XB = AY : YC

������� 60.1 .�� X 
�'�"�	��
���������(���	��� AB

Y 
�'�"�	
���������(�����	��� AC 
�� � ABC $#� AX : XB = AY : YC "�7	� XY 
������ BC

������� 61 [Euclid VI. 3 and A.] � ABC �� X 
�'�"�	�� BC

"�7	� AX $���%������� CÂB  �?���
�3�� BX : XC = AB : AC
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������� 61.1 [Euclid VI. 3 and A.] � ABC �� X 
�'�"�	
���������(���	��� BC

$#� DÂC  
�'����9�����
�� � ABC "�7	�

AX $���%�������9����� DÂC  �?���
�3�� BX : XC = AB : AC

������� 62 [Euclid VI. 4.] � ABC, � DEF 
�'����
�#����%#��� �� CÂB  = FD̂E , CB̂A = FÊD

$#� AĈB  = DF̂E  "�7	� DE
AB  = EF

BC  = FD
CA

������� 63 [Euclid VI. 4.] � ABC $#� � DEF �� AB : DE = BC : EF = CA : FD

"�7	� CÂB  = FD̂E , CB̂A = FÊD  $#� AĈB  = DF̂E  �#���%3� � ABC, � DEF 
�'����
�#����%#���

������� 64 [Euclid VI. 6.] � ABC $#� � DEF �� CÂB  = FD̂E  $#� AB : DE = AC : DF

"�7	� � ABC $#� � DEF 
�'����
�#����%#���

������� 65 [Euclid VI. 7.] � ABC $#� � DEF �� CB̂A  = FÊD  $#� AB : DE = AC : DF

"�7	� BĈA  = EF̂D  ��3� BĈA  = 180� - EF̂D

������� 65.1 � ABC, � 111 CBA  
�'����
�#����%#��� $#� 
11BA

AB  = 
11CB

BC  = 
11AC

CA

Ah , Bh , Ch  
�'��������
�� � ABC �����	"��"�	��	 A, B, C 7����6�� ���#/�	��

1A
 

h , 1B
 

h , 1C
 

h  
�'��������
�� � 111 CBA  �����	"��"�	��	 1 A , 1 B , 1 C  7����6�� ���#/�	��

R, 1R  
�'���V��
�����#�#������ � ABC, � 111 CBA  ���#/�	��

r, 1 r  
�'���V��
�����#�$��.� � ABC, � 111 CBA  ���#/�	��

"�7	�
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1.
1A

A
h
h  = 

1B
B

h
h  = 

1C
C

h
h  = 

11BA
AB  = 

11CB
BC  = 

11AC
CA

2.
1R

R  = 
11BA

AB  = 
11CB

BC  = 
11AC

CA

3.
1 r
r  = 

11BA
AB  = 

11CB
BC  = 

11AC
CA

������� 66 [Euclid VI. 8.] � ABC 
�'����
�#�������!�� @	��� CÂB  = 90� $#� AD � BC

"�7	� 1. � BDA, � ADC 
�'����
�#����%#��� $#� 2AD  = BD CD

2. � BAC, � ADC 
�'����
�#����%#��� $#� 2AC  = BC DC

3. � BDA, � BAC 
�'����
�#����%#��� $#� 2AB  = CB BD

����
��� .���^� 2AD  = BD CD 
���#������ AD 
�'�%��
!#���
�
�%^��
�� BD, CD
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������� 67 ABCDE $#� FGHKL 
�'�������
�#����%#��� @	���"�	��	 A, B, C, D, E ��������

"�	��	 F, G, H, K, L ���#/�	��

"�7	� 1. � ABC, � FGH 
�'����
�#����%#���

2. � ACD, � FHK 
�'����
�#����%#���

3. � ADE, � FKL 
�'����
�#����%#���

4. AB : FG = AC : FH = AD : FK

������� 67.1 n21 A ... AA  $#� n21 B ... BB  
�'���� n 
�#����%#���

@	���"�	��	 1A , 2A , ... , nA  ��������"�	��	 1B , 2B , ... , nB  ���#/�	��

"�7	� 1. � 1ii1 AAA � , � 1ii1 BBB �  
�'����
�#����%#��� ���%�� i = 2, 3, 4, ... , n - 1

2. 21AA  : 21BB  = i1AA  : i1BB  ���%�� i = 2, 3, 4, ... , n - 1

������� 68 ABCD $#� A�B�C�D� 
�'�������
�#����%#��� @	���"�	��	 A, B, C, D ��������"�	��	 A�,
B�, C�, D� ���#/�	�� �����&����/�$����.��
���������(���"�	��	�������������"�	��	�������

����
��� �������/�$����
�� ABCD $#� A�B�C�D� �����&�/�.�����$�������%3�
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������� 69 [Euclid VI. 33.] ���#� 1 Cir , 2 Cir  �� G, H 
�'�"�	V���T�#�����#/�	�� $#�
�'����#������

��V��
������ "�	 A, B, E 
�'�"�	��
��������
�����#� 1 Cir

"�	 C, D, F 
�'�"�	��
��������
�����#� 2 Cir

"�7	� 1. BĜA  : DĤC  = %����������@%������ AB : %����������@%������ CD

2. BÊA  : DF̂C  = %����������@%������ AB : %����������@%������ CD

������� 70 [Euclid VI. 1.] � ABC, � DEF ��%�����������	"��"�	��	 C �����6�� AB

$#� %�����������	"��"�	��	 F �����6�� DE ��
��	
������

"�7	� <3����� � ABC : <3����� � DEF = AB : DE

������� 71 � ABC, � DEF �� CB̂A  = FÊD  "�7	� <3����� � ABC : <3����� � DEF = BC AB : EF DE

������� 72 [Euclid VI. 19.] � ABC, � DEF 
�'����
�#����%#���

�� AB, BC, CA ��� DE, EF, FD �����������#/�	�� "�7	� 
DEF
ABC

�
�  = 2

2

DE
AB  = 2

2

EF
BC  = 2

2

FD
CA

������� 73 [Euclid VI. 20.] ABCDE $#� FGHKL 
�'�������
�#����%#���

@	���"�	��	 A, B, C, D, E ��������"�	��	 F, G, H, K, L ���#/�	��

.�� Area[ABCDE] , Area[FGHKL] 
�'�<3�����
��������
�#���� ABCDE $#� FGHKL ���#/�	��

"�7	� ]FGHKL[Area
]ABCDE[Area  = 2

2

FG
AB  = 2

2

GH
BC  = 2

2

HK
CD  = 2

2

KL
DE  = 2

2

LF
EA
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������� 73.1 n21 A ... AA  $#� n21 B ... BB  
�'���� n 
�#����%#���

@	���"�	��	 1A , 2A , ... , nA  ��������"�	��	 1B , 2B , ... , nB  ���#/�	��

"�7	� ]B ... BBB[Area
]A ... AAA[Area

n321
n321  = 2

21

2
21

BB
AA  = 2

32

2
32

BB
AA  = ... = 2

1n

2
1n

BB
AA

������� 74 � ABC 
�'����
�#�������!�� �� CÂB  
�'����!�� "�7	�

1. <3��������#������ BC 
�'���V��


������ (#���
�� <3��������#������ AB $#� AC 
�'���V��

2. <3��������#������ BC 
�'�
���(���V���T�#��


������ (#���
�� <3��������#������ AB $#� AC 
���(���V���T�#��

������� 74.1 � ABC 
�'����
�#�������!�� �� CÂB  
�'����!��

1. <3�����
�����
�#����	���
�����	��� BC 
������ (#���
��<3��������
�#����	���
�����	��� AB, AC

2. <3�����
����
�#����	���
�����	��� BC 
������ (#���
��<3�������
�#����	���
�����	��� AB, AC

3. <3�����
����� n 
�#����	���
�����	��� BC 
������ (#���
��<3�������� n 
�#����	���
���

��	��� AB, AC

������� 74.2 � ABC 
�'����
�#�������!�� �� CÂB  
�'����!�� � CBY, � BAX $#� � ACZ ��	���

CB, BA, AC 
�� � ABC @	���� � CBY, � BAX $#� � ACZ 
�'����
�#����%#��� $#���	��� CB, BA, AC


�'�	�������������� "�7	� BCY�  = ABX�  + CAZ�

������� 74.3 [Euclid VI. 31.] � ABC 
�'����
�#�������!�� �� CÂB  
�'����!�� CBPic , BAPic ,

ACPic  
�'���� n 
�#����%#�����	��� CB, BA, AC $#� CBPic , BAPic , ACPic  
�'���� n 
�#����%#��� ��

	��� CB, BA, AC 
�'�	�������������� "�7	� Area( CBPic ) = Area( BAPic ) + Area( ACPic )
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