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Mathematical Induction
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���������������������������
�����������������!��"���

�������"#��$���%�	&�

1. ���'�(�!&� 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n �  "���&� n � N

2. ���'�(�!&� a + b ��� n2a  - n2b  )���! "���&� n � N

3. ���'�(�!&� (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx "���&� n � N

��� P(n) ��������!����������� n

����
�����!&� P(n) ������
� ����	��������	
��

�������-(��)��'//�	&�

������ 1 0�� (1) P(1) ������
�

(2) 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

')�! P(n) ������
� "���&� n � N

������ 2 ��� m � 1

0�� (1) P(m) ������
�

(2) 0�� P(k) ������
� ����� k � m ')�! P(k + 1) ������
�

')�! P(n) ������
� "���&� n = m, m + 1, m + 2, ...

������ 3 0�� (1) P(1) ������
�

(2) 0�� P(k) ������
� "���&� k � n ')�! P(n) ������
�

')�! P(n) ������
� "���&� n � N

�"��
�!
5#������
�����6(��	��������	
��

��������#�)��'//(���&�-��#7
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1.2 �
�����
!�"�#�
�������$���%������
�&'�(�)��
!�"��&����(��
	�������

�
'����� 1.2.1 ��'�(�!&� 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n �  "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n �  ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 
2

)11)(1( �  = 1 ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1

����898��7� 1 + 2 + 3 + ... + k = 
2

)1k(k �

����898��7� 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = 
2

)1k(k �  + (k + 1)

  = (k + 1)( 2
k  + 1)

 = 2
)2k)(1k( ��

 = 2
)1)1k)((1k( ���

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n �  "���&� n � N �

�
'����� 1.2.2 ��'�(�!&� 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 1(1!) = 1 = (1 + 1)! - 1 ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1

����898��7�                                     1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + k(k!) = (k + 1)! - 1
/!�"�7��������(�!� (k + 1)((k + 1)!) �8-(�

                  1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + k(k!) + (k + 1)((k + 1)!) = ((k + 1)! - 1) + (k + 1)((k + 1)!)

= (k + 1)! + (k + 1)((k + 1)!) - 1
= (k + 2)((k + 1)!) - 1
= (k + 2)! - 1
= ((k + 1) + 1)! - 1

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 "���&� n � N  �
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�
'����� 1.2.3 ��'�(�!&� 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2
n (3n - 1) "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2
n (3n - 1) ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 
2
1 (3(1) - 1) = 1 ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1 ����898��7� 1 + 4 + 7 + ... + (3k - 2) = 2
k (3k - 1)

/!�"�7� 2 ����(�!� (3(k + 1) - 2) �8-(�

   1 + 4 + 7 + ... + (3k - 2) + (3(k + 1) - 2) = 2
k (3k - 1) + (3(k + 1) - 2)

= 2
k (3k - 1) + 3k + 1

= 
2

1k6kk3 2 ���

= 
2

2k5k3 2 ��

= 
2

)1k( � (3k + 2)

= 
2

)1)1k(3)(1k( ���

����898��7� P(k + 1) ������
� 6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2
n (3n - 1) "���&� n � N �

�
'����� 1.2.4 ��'�(�!&� 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� (1) 2 (2(1) 2  - 1) = 1 = 31  ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1 ����898��7� 31  + 33  + 35  + ... + (2k - 1) 3  = 2k (2 2k  - 1)

/!�(�!� (2(k + 1) - 1) 3  "�7���������8-(�
31  + 33  + 35  + ... + (2k - 1) 3  + (2(k + 1) - 1) 3  = 2k (2 2k  - 1) + (2(k + 1) - 1) 3

= 2 4k  - 2k  + (8 3k  + 12 2k  + 6k + 1)

= 2 4k  + 8 3k  + 11 2k  + 6k + 1

= (2 4k  + 4 3k  + 2k ) + (4 3k  + 8 2k  + 2k) + (2 2k  + 4k + 1)

= ( 2k  + 2k + 1)(2 2k  + 4k + 1)

= (k + 1) 2 (2(k + 1) 2  - 1)

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) "���&� n � N �
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1.3 �
�����
!�"�#�
�����������������'��&����*�����

�
'����� 1.3.1 ��� a, b �����$��!���@�')8 a + b � 0 ��'�(�!&� (a + b) � ( n2a  - n2b ) "���&� n � N

�	'��! ��� a, b �����$��!���@�/!�')8 a + b � 0 ��� P(n) '"�����!�� “ (a + b) � ( n2a  - n2b ) ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 2a  - 2b  = (a + b)(a - b) ����898��7� (a + b) � ( 2a  - 2b ) ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1

����898��7� (a + b) � ( k2a  - k2b ) ����� k � 1

  )1k(2a �  - )1k(2b � = 2a k2a  - 2b k2b

= 2a k2a  - 2a k2b  + 2a k2b  - 2b k2b (/!�����')8)/���)

= 2a ( k2a  - k2b ) + k2b ( 2a  - 2b )

����8!&� (a + b) � ( k2a  - k2b ) ')8 (a + b) � ( 2a  - 2b ) ����898��7� (a + b) � ( )1k(2a �  - )1k(2b � )

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� (a + b) � ( n2a  - n2b ) "���&� n � N

(����(�� 2a  - 2b  = (a + b)(a - b)
4a  - 4b  = ( 2a  - 2b )( 2a  + 2b ) = (a + b)(a - b)( 2a  + 2b )

:
na  - nb  = (a + b)( 1na �  - 2na � b + 3na � 2b  - … + 1nb � ) ����� n �����)���&

6(��	�����C)/!����)$�(�/�����

����������'�� = 1na �  ')8������&!��&!� = - a
b

����898��7� 1na �  - 2na � b + 3na � 2b  - … + 1nb �

= 
)a

b(1

))a
b(1)(a( n1n

��

���

 (����8!&� n �����)���& ����898��7� (- a
b ) n  = n

n

a
b )

= 
ba
ba nn

�
� �

�
'����� 1.3.2 ��� a, b �����$��!���@�')8 a - b � 0 ��'�(�!&� (a - b) � ( na  - nb ) "���&� n � N

�	'��! ��� a, b �����$��!���@�')8 a - b � 0 ��� P(n) '"�����!�� “ (a - b) � ( na  - nb ) ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� (a - b) � (a - b) ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1

����898��7� (a - b) � ( ka  - kb ) ����� k � 1
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    1ka �  - 1kb � = a ka  - kb b

= a ka  - a kb  + a kb  - kb b (/!�����')8)/���)

= a( ka  - kb ) + kb (a - b)

����8!&� (a - b) � ( ka  - kb ) ')8 (a - b) � (a - b) ����898��7� (a - b) � ( 1ka �  - 1kb � )

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� (a - b) � ( na  - nb ) "���&� n � N

(����(�� 1. ba
ba nn

�
� = 1na �  + 2na � b + 3na � 2b  + … + 1nb �

2. 6(��	�����C)/!����)$�(�/�����

��8-(�

 1na �  + 2na � b + 3na � 2b  + … + 1nb � = 
)a

b(1

))a
b(1(a n1n

�

��

= ba
ba nn

�
� �

�
'����� 1.3.3 ��� a, b �����$��!���@�')8 a + b � 0

��'�(�!&� (a + b) � ( 1n2a �  + 1n2b � ) "���&� n � N

�	'��! ��� a, b �����$��!���@�')8 a + b � 0 ��� P(n) '"�����!�� “ (a + b) � ( 1n2a �  + 1n2b � ) ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 1)1(2a �  + 1)1(2b �  = a + b ����898��7� (a + b) � ( 1)1(2a �  + 1)1(2b � ) ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1 ����898��7� (a + b) � ( 1k2a �  + 1k2b �

  1)1k(2a ��  + 1)1k(2b �� = 1k2a �  + 1k2b �

= 2a 1k2a �  + 2b 1k2b �

= 2a 1k2a �  + 2a 1k2b �  - 2a 1k2b �  + 2b 1k2b �  (/!�����')8)/���)

= 2a ( 1k2a �  + 1k2b � ) - 1k2b � ( 2a  - 2b )

����8!&� (a + b) � ( 2a  - 2b ) ')8 (a + b) � ( 1k2a �  + 1k2b � )

����898��7� (a + b) � ( 1)1k(2a ��  + 1)1k(2b �� )

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� a + b ��� 1n2a �  + 1n2b �  )���! "���&� n � N

(����(�� ����� n �����)��#�
3a  + 3b  = (a + b)( 2a  - ab + 2b )
5a  + 5b  = (a + b)( 4a  - 3a b + 2a 2b  - a 3b  + 4b )
7a  + 7b  = (a + b)( 6a  - 5a b + 4a 2b  - 3a 3b  + 2a 4b  - a 5b  + 6b )    �
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1.4 �
��(��+��,#�*

�
'����� 1.4.1 �$���(��� 1x , 2x , ... , nx  �����$��!���
� "���&� n � N

��'�(�!&� � 1x  + 2x  + ... + nx  � 	 � 1x  � + � 2x  � + ... + � nx  �
�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ � 1x  + 2x  + ... + nx  � 	 � 1x  � + � 2x  � + ... + � nx  � ”
����8!&� � 1x  � 	 � 1x  � ����898��7� P(1) ������
�

(1) ���'�(�!&� P(2) ������
�

����8!&�      � a + b � 2 = (a + b) 2

= 2a  + 2ab + 2b

	 � 2a  + 2ab + 2b  �
	 � a � 2  + 2 � a � � b � + � b � 2

= ( � a � + � b � ) 2

����898��7� � a + b � 	 � a � + � b �
����898��7� � 1x  + 2x  � 	 � 1x  � + � 2x  � ����898��7� P(2) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(2), P(3), ... , P(k) ������
� ����� k � 2 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(2), P(3), ... , P(k) ������
� ����� k � 2

����898��7� � 1x  + 2x  + 3x  + ... + kx  � 	 � 1x  � + � 2x  � + ... + � kx  � ����� k � 2

   � 1x  + 2x  + ... + kx  + 1kx �  � = � ( 1x  + 2x  + ... + kx ) + ( 1kx � ) �
	 � 1x  + 2x  + ... + kx  � + � 1kx �  � (P(2) ������
�)

	 � 1x  � + � 2x  � + ... + � kx  � + � 1kx �  � (P(k) ������
�)

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n = 2, 3, 4, ...

����898��7� � 1x  + 2x  + ... + nx  � 	 � 1x  � + � 2x  � + ... + � nx  � ������
� "���&� n � N �

�
'����� 1.4.2 ��'�(�!&� (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� (cos x + i sin x)1  = cos x + i sin x ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1

����898��7�  (cos x + i sin x) k = (cos kx + i sin kx) ... (1)

  (cos x + i sin x) 1k� = (cos x + i sin x)(cos x + i sin x) k

= (cos x + i sin x)(cos kx + i sin kx) (��� (1))

= cos x cos kx + i cos x sin kx + i sin x cos kx - sin x sin kx
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= (cos x cos kx - sin x sin kx) + i(cos x sin kx + sin x cos kx)

= cos(x + kx) + i sin(x + kx)

= cos(k + 1)x + i sin(k + 1)x

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx "���&� n � N

(����(�� "DEF#/"����(���!GH �)&�!!&�

0�� z = r(cos 
 + i sin 
) ')�! nz  = nr (cos n
 + i sin n
) "���&� n � N       �

�
'����� 1.4.3 ��'�(�!&� { 1a , 2a , ... , na  } �#��/�I�"�7���( n2  �I�

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ { 1a , 2a , ... , na  } �#��/�I�"�7���( n2  �I� ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� { 1a  } �#��/�I� 2 �I� ��� � ')8 { 1a  } ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1 ... (1)

��� { 1a , 2a , ... , ka , 1ka �  } �����I�"#��#���	
� k + 1 ��!

��� (1) �8-(� { 1a , 2a , ... , ka  } �#��/�I�"�7���( k2  �I�

��� 1A , 2A , 3A , ... , k2
A  ������/�I���� { 1a , 2a , ... , ka  }

����8!&� 1A  � { 1ka �  }, 2A  � { 1ka �  }, 3A  � { 1ka �  }, ... , k2
A  � { 1ka �  }

')8 1A , 2A , 3A , ... , k2
A

������/�I���� { 1a , 2a , ... , ka , 1ka �  }

����898��7� { 1a , 2a , ... , ka , 1ka �  } �#��/�I�"�7���( 1k2 �  �I�

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

���898��7� { 1a , 2a , ... , na  } �#��/�I�"�7���( n2  �I� "���&� n � N

����898��7� 0�� � A � = n ')�! � P(A) � = n2  �

�
'����� 1.4.4 ��'�(�!&� )x(
dx
d n

n
n

 = n! "���&� n � N

�	'��! ��� P(n) '"�����!�� “ )x(
dx
d n

n
n

 = n! ”

(1) ���'�(�!&� P(1) ������
�

����8!&� 
dx
dx  = 1 = 1! ����898��7� P(1) ������
�

(2) ���'�(�!&� 0�� P(k) ������
� ����� k � 1 ')�! P(k + 1) ������
�

����
 P(k) ������
� ����� k � 1
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����8!&�          1k
1k

dx
d

�

�
( 1kx � ) = k

k

dx
d (

dx
d ( 1kx � ))

= d
dx

k

k ((k + 1) kx )

= (k + 1) k
k

dx
d ( kx )

= (k + 1)(k!) (P(k) ������
� 
 k
k

dx
d ( kx ) = k!)

= (k + 1)!

����898��7� P(k + 1) ������
�

6(��������	
��

������� �8-(� P(n) ������
� "���&� n � N

����898��7� )x(
dx
d n

n
n

 = n! "���&� n � N �

�
'����� 1.4.5 ��'�(�!&� n
n

n
)cx(

dx
d �  = n! ')8 n

n

dx
d (x - c) n  = n! "���&� n � N

�	'��! ����8!&� (x + c) n  = �
�
��

�
�

0
n nx  + �

�
��

�
�

1
n 1nx � c + �

�
��

�
�

2
n 2nx � 2c  + ... + �

�
��

�
�

� 1n
n x nc  + �

�
��

�
�

n
n nc

')8 )x(
dx
d 1n

n
n �  = 0, )x(

dx
d 2n

n
n �  = 0, ... , )x(

dx
d

n
n

 = 0, )c(
dx
d n

n
n

 = 0

����898��7� n
n

n
)cx(

dx
d �  = n

n

dx
d �

�
��

�
�

0
n nx  = )x(

dx
d n

n
n

 = n!

'"��&� c (�!� -c �8-(� n
n

dx
d (x - c) n  = n! �
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Pigeonhole principle

2.1 (�
��
�	�#���� (Pigeonhole principle)

�)��������
��/�)&�!��&���&���	&� �#�� 3 ��!/
���������� 2 ��������#����&������ 2 ��!���&����(#�!���

�067��� 2.1.1 (�
��
�	�#���� (Pigeonhole principle) ������ 1

0���#�� n + 1 ��!/
���������� n ��� ')�!�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

&��#��"�	� ��� �� n + 1 ��!/
���������� n ��� ... (1)

����
 “ �#�������&��������K�����"#��#����&�����������! ” -�&��
� ... (2)

����898��7������"������#�������!&������"&���/��K����!

����8!&��#����� n ��� ����898��7��#�������!&������"&���/ n ��! ... (3)

����898��7� (1) ')8 (3) ��('������ ����898��7�"#�����
 (2) -�&��
�

����898��7��#�������&��������K�����"#��#����&�����������! �

�
'����� 2.1.1 �)��������#�� 13 �� ���������	�7���#�������#��&������ 2 ����
(�(����(#�!���

�	'��! �(��� 12 �(������ �(���������, �(������L����5�, ... , �(���5��!���

��������#�������� 13 ��!')8����(��� 12 �(������������

6(��)��������
��/�����#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��#�����#����&������ 2 ����
(�(����(#�!��� �

�067��� 2.1.2 (�
��
�	�#���� (Pigeonhole principle) ������ 2

��� m, n �����$��!���@�/!�')8 n � m

0���#�� n ��!/
���������� m ��� ')�!�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

&��#��"�	� ��� m, n �����$��!���@�/!�')8 n � m

����#�� n ��!/
���������� m ���

����
 “ �#�������&��������K�����"#��#����&�����������! ” -�&��
� ... (1)
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����898��7������"������#�������!&������"&���/ 1 ��! ... (2)

��� (2) ')8�#����� m ��� ����898��7��#�������!&������"&���/ m ��!  ... (3)

����898��7� (1) ')8 (3) ��('������ ����898��7�"#�����
 (1) -�&��
�

����898��7� “ �#�������&��������K�����"#��#����&�����������! ” ������
�

����898��7�0���#�� n ��!/
���������� m ��� ')�!�#�������&��������K�����"#��#����&�����������! �

�
'����� 2.1.2 �)����$��!���@�/!� n + 1 ��!����I� { 1, 2, 3, ... , 2n }

��'�(�!&� �# x, y ����$��!� n + 1 ��!"#��)����������7�"#�"$���� x � y
�	'��! ��� 1x , 2x , ... , 1nx �  �����$��!���@�/!� n + 1 ��!����I� { 1, 2, 3, ... , 2n }

��� 1x , 2x , ... , 1nx �  ������ n + 1 ��!

��� { 1, 2 }, { 2, 4 }, ... , { k, 2k }, ... , { n, 2n } ��������� n ���IK�������!&��$��!���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# k "#�"$������� { k, 2k } �#����&�����������!

��� x = k ')8 y = 2k ����898��7� x, y �����������!"#����&��� { k, 2k } ')8 x � y �

�067��� 2.1.3 (�
��
�	�#���� (Pigeonhole principle) ������ 3

��� m, n �����$��!���@�/!�')8 n � m

0���� n ��!/
���������� m ��� ')�!�#�������&��������K�����"#��#����&������ � m
n

 � + 1 ��!

���� 0���� n ��!/
���������� m ��� ')�!�#�������&��������K�����"#��#������!&������"&���/ � m
n

 � + 1 ��!

&��#��"�	� ������� 1 m � n
����
 “ �#�������&��������K�����"#��#����&������ � m

n
 � + 1 ��! ” -�&��
� ... (1)

����898��7������"������#�$��!�������������!&������"&���/ � m
n

 � ... (2)

����8!&� m � n ����898��7���� n = qm ����898��7� � m
n

 � = q ... (3)

����8!&��#����� m ���')8"������#�$��!�������������!&� q

����898��7��$��!���"�7���(�����!&� mq ����898��7� n � mq ��
(�����('�����/ n = qm (��� (3))

����898��7�"#�����
 (1) -�&��
�

����898��7��#�������&��������K�����"#��#����&������ � m
n

 � + 1 ��!

������� 2 m �� n
��� n = qm + r, 0 � r � m ... (4)

����898��7� � m
n

 � = � q + m
r

 � = q ... (5)

����
 “ �#�������&��������K�����"#��#����&������ � m
n

 � + 1 ��! ” -�&��
� ... (6)

����898��7������"������#�$��!�������������!&������"&���/ � m
n

 �

����898��7������"������#�$��!�������������!&� q + 1 (��� (5))

����898��7������"������#�$��!�������������!&������"&���/ q
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����8!&��#����� m ���')8"������#�$��!�������������!&������"&���/ q

����898��7��$��!���"�7���(�����!&������"&���/ mq ����898��7� n 	 mq ... (7)

��� (5) n = qm + r, 0 � r � m ')8 n 	 mq ��('������ ����898��7�"#�����
 (6) -�&��
�

����898��7��#�������&��������K�����"#��#����&������ � m
n

 � + 1 ��! �

��!��&���	&� ���
��/ 13 ��!')8����� 5 ��������#��&��������K�����"#��#����&������ 3 ��!

����8!&� � 5
13

 � + 1 = � 2.6 � + 1 = 3 ����898��7��#��&��������K�����"#��#����&������ 3 ��!

�
'����� 2.1.3 ��'�(�!&����$��!���@�/!� n + 1 �$��!������#����$��!�"#�C)�&�����(�!� n )���!

�	'��! ��� Z �����I�����$��!���@� ��� 1x , 2x , ... , 1nx �  �����$��!���@�/!� n + 1 ��!

��� iy  = { r � r � i (mod n) }, i = 1, 2, ... , n

����898��7� iy  � jy  = � "���&� i � j ')8 Z = 1y  � 2y  � ... � ny

��� 1x , 2x , ... , 1nx �  ������ n + 1 ��! ��� 1y , 2y , ... , ny  ��������� n ���IK�������!&��$��!���

6(��)��������
��/�����#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# i "#�"$������� iy  = { r � r � i (mod n) } �#����&�����������!

��� a, b �����������!"#����&��� iy  ����898��7� a � i (mod n) ')8 b � i (mod n)

����898��7� a - b = 0 (mod n) ����898��7� n � (a - b) �

�
'����� 2.1.4 ��� n �����)��#�')8 n � 3

��'�(�!&� �#���	
���� { 12  - 1, 22  - 1, ... , 1n2 �  - 1 } "#����(�!� n )���!

�	'��! ��� i r  �����$��!���@�')8 0 	 i r  � n ')8 i2  � i r  (mod n), i = 1, 2, 3, ... , n ... (1)

����8!&� n �����)��#� ����898��7� i r  � 0 "���&� i = 1, 2, 3, ... , n

��� 1 r , 2 r , ... , n r  ������ n ��! ��� 1, 2, 3, ... , n - 1 ��������� n - 1 ���IK�������!&��$��!���

����898��7�6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

��� i, j � { 1, 2, 3, ... , n } ')8 i � j "#�"$���� i r  = j r ... (2)

6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
��� i � j ... (3)

��� (1) �8-(�       i2 � i r  (mod n)

� j r  (mod n) (��� (2))

� j2  (mod n) (��� (1))

 i2  - j2 � 0 (mod n)

      j2 ( ji2 �  - 1) � 0 (mod n) (��� (3) i - j � 0)

����898��7� n � ( j2 ( ji2 �  - 1)) ... (4)

����8!&� n �����)��#� ����898��7� gcd(n, j2 ) = 1 ... (5)

����8!&� n � ( j2 ( ji2 �  - 1)) ')8 gcd(n, j2 ) = 1 ����898��7� n � ( ji2 �  - 1) ... (6)

����8!&� i, j � { 1, 2, 3, ... , n + 1 } ')8 i - j � 0 ����898��7� i - j � { 1, 2, 3, ... , n - 1 } ... (7)

��� (6) ')8 (7) �8-(�!&��#���	
���� { 12  - 1, 22  - 1, ... , 1n2 �  - 1 } "#����(�!� n )���! �
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1. ��� A � { 1, 2, 3, 4, ... , 99, 100 } ')8 � A � = 51

��'�(�!&� �# a, b � A "#�"$���� gcd(a, b) = 1

2. ��� A � { 1, 2, 3, 4, ... , 99, 100 } ')8 � A � = 51

��'�(�!&� �# a, b � A "#�"$���� a � b ���� b � a
3. ��'�(�!&� ��/��(��$��!���
�/!� 9 ��!�&�����

�8�#�$��!� 2 �$��!���#��!&� a, b "#�"$���� 0 � ab1
ba

�
�  � 2  - 1

4. ��� � PQRS �����#���)#����������"#��#�!����!(�����K����&!�')8�# O ������(��(�������"'�����

��� � ABC ���&�� � PQRS ')8 O -�&���&����� � ABC

��'�(�!&� AB 	 1 ���� BC 	 1 ���� CA 	 1

5. ��� 1x , 2x , ... , 11x  �����$��!�"#��&�����"���&�IK���)������ 1, 2, 3, ... , 100

��'�(�!&� �# A, B � { 1x , 2x , ... , 11x  } "#�"$���� A � B = � ')8 �A  = � B

(����(�� �S  ����0K�C)/!�������	
��� S

6. ��� i P ( ix , iy , iz ), i = 1, 2, 3, ... , 9 ������("#��#�
��(�����$��!���@�

��'�(�!&� �# i P  ')8 jP  "#�"$�����#��( Q /� jiPP  ')8 Q �#�
��(�����$��!���@�

7. ��'�(�!&� ���)�&������ 6 �� �8�#�� 3 ��"#�������IK�����')8��� ���� �#�� 3 ��"#�-�&���������

8. ��� )10( 16321 d ... ddd  �����$��!���@� 16 �)��

��'�(�!&� �# id  �����$��!��$�)�������/��
� �����# i � k "#�"$����C)��
 id 1id �  ... kd  �����$��!�

�$�)�������/��
�

9. ��� n �����$��!���')8 b �����$��!������

�$���(�����"����!������������������������(�����K��

�������������"����� n, b "#�"$����

0�� ������-����������"����� n, b ������
� ')�!�����#�������&������������"#��#�$��!����"&����
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1. �	'��! ��� S = { 1, 2, 3, 4, ... , 99, 100 } ��� A = { 1a , 2a , ... , 50a , 51a  }

'/&� S ������� 50 �)�&� ��� { 1, 2 }, { 3, 4 }, { 5, 6 }, ... , { k, k + 1 }, ... , { 99, 100 }

��� 1a , 2a , ... , 50a , 51a  ������ 51 ��! ��� { 1, 2 }, { 3, 4 }, { 5, 6 }, ... , { 99, 100 } ��������� 50 ���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# k ')8�# ia , ja  "#�"$���� { ia , ja  } = { k, k + 1 }

����898��7� gcd( ia , ja ) = gcd(k, k + 1) = 1  �

2. �	'��! ��� S = { 1, 2, 3, 4, ... , 99, 100 }

��� 1S  = { 1, 2, 22 , 32 , 42 , 52 , 62  } � S

3S  = { 3, 3 � 2, 3 � 22 , 3 � 32 , ... } � S

5S  = { 5, 5 � 2, 5 � 22 , 5 � 32 , ... } � S

:

1n2S �  = { (2n - 1), (2n - 1)2, (2n - 1) 22 , (2n - 1) 32 , ... } � S

:

99S  = { 99 } � S

����898��7� S = �
50

1 n �
1n2S �  ')8 iS  � jS  = � "���&� i � j

��� A = { 1a , 2a , ... , 51a  } ��� 1a , 2a , ... , 51a  ������ 51 ��! ')8��� 1S , 3S , 5S , ... , 99S

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# k ')8�# a, b "#�"$���� a, b � kS

����898��7��# x, y "#�"$���� a = x2k �  ')8 b = y2k �

����8!&� x 	 y ���� y 	 x ����898��7� x2k �  � y2k �  ���� y2k �  � x2k �

����898��7� a � b ���� b � a �

3. �	'��! ��� 1a , 2a , ... , 9a  �����$��!���
�/!��&����� ��� ix  = arctan ia , i = 1, 2, ... , 9

'/&� (- 2
� , 2

� ] ������� 8 �&!��"&�W ������

kA  = (- 8
4�  + (k - 1) 8

� , - 8
4�  + (k - 1) 8

� ] , k = 1, 2, ... , 8

����898��7� 1A  = (- 8
4� , - 8

3� ] , 2A  = (- 8
3� , - 8

2� ] , 3A  = (- 8
2� , - 8

� ] , ... , 8A  = ( 8
3� , 8

4� ]

����898��7� (- 2
� , 2

� ] = �
8

1  i �
iA  ')8 iA  � jA  = � "���&� i � j

��� 1x , 2x , ... , 9x  ������ 9 ��! ��� 1A , 2A , ... , 8A  ��������� 8 ���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7� �# k ')8�# ix , jx  "#�"$���� ix , jx  � kA  ')8 ix  � jx

����898��7��# ix , jx  "#�"$���� ix  = arctan b ')8 jx  = arctan a
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����8!&� ix , jx  � kA  ')8 ix  � jx  ����898��7� 0 � jx  - ix  � 8
�

����898��7� 0 � tan( jx  - ix ) � tan 8
� (tan ����GX���	����
��/�	&!� (0, 8

� ))

0 � tan(arctan a - arctan b) � tan 8
�

0 � )btan(arctan)atan(arctan1
)btan(arctan)atan(arctan

�
�  � tan 8

�

0 � ab1
ba

�
�  � tan 8

�

����8!&� 2tan 2

  = 


�

�

cos1
cos1

����898��7� tan 8
�  = 

4cos1
4cos1
��

��
 = 

2
11
2

11

�

�
 = 

12
12

�
�

12
12

�
�  = 2  - 1

����898��7� 0 � ab1
ba

�
�  � 2  - 1 �

4. �	'��!

�"���� 2.2.1

6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
��� AB ����(������ � ABC ��)���( O ���"#���(

��� X, Y ������(/���/ � PQRS ')8 XY ������/ AB ')8 XY C&����( O

��� U, V ������(/���/ � PQRS ')8 UV   AB ')8 UV C&����( O

����898��7� XY, UV '/&� � PQRS ������� � SVOX, � YRVO, � UQYO ')8  � PXOU

����8!&� O ������(�K���)����� � PQRS ')8 UV   XY "#���( O

����898��7� � SVOX, � YRVO, � UQYO ')8  � PXOU �"&����"����8���

����8!&� � ABC ���&�� � PQRS ')8 O -�&���&����� � ABC

����898��7� � ABC ���&���#���)#������	
7���� � SVOX, � YRVO, � UQYO ')8  � PXOU

��� � SVOX ')8 � YRVO ��������� 2 ��� ��� A, B, C ������ 3 ��!

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# � SVOX ���� � YRVO "#��#��(�����(��� A, B, C /�������&

������"#� 2.2.1 A, C ���&�� � SVOX

����8!&� OX � OP ')8 OV � OS ')8 SÔP  = 90! ')8 VÔX  = 90!

����898��7� 2XV  = 2OX  + 2OV  � 2OP  + 2OS  = 2PS  = 1

����898��7������(�(W �� � SVOX �&����������!&������"&���/ 1

����8!&������(�(W �� � SVOX �&����������!&������"&���/ 1 ����898��7� AC 	 1 �
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5. �	'��! ��/�I�'"���� { 1x , 2x , ... , 11x  } "#��
�	&�I�!&���#"�7���( 112  - 2 = 2048 - 2 = 2046 �I�

��/�I�'"����( 11 ��� { 1, 2, 3, ... , 100 } �#C)/!������(�"&���/ 100 + 99 + ... + 91 + 90 = 1045

��� 1S , 2S , ... , 2046S  ������/�I���� { 1x , 2x , ... , 11x  } "#��
�	&�I�!&��

����898��7� 1 	 � iS  	 1045 "���&� i = 1, 2, ... , 2046

��� 1S , 2S , ... , 2046S  ������ 2046 ��! ')8��� 1, 2, ... , 1045 ��������� 1045 ���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

����898��7��# k � { 1, 2, ... , 1045 } ')8 iS , jS  "#�"$���� � iS  = � jS  = k

������� 1 iS  � jS  = �  ��� A = iS  ')8 B = jS

����898��7��# A, B � { 1x , 2x , ... , 11x  } "#�"$���� A � B = � ')8 �A  = � B

������� 2 iS  � jS  � �  ��� A = iS  - ( iS  � jS ) ')8 B = jS  - ( iS  � jS ) ����898��7� A � B = �

����898��7��# A, B � { 1x , 2x , ... , 11x  } "#�"$���� A � B = � ')8 �A  = � B �

6. �	'��! ��� Z �����I�����$��!���@�/!�

P(x, y, z) ����� x, y, z �����$��!���@��#���'//-(� 8 ���'//

��� 1 C  = { (x, y, z) � x �����)���&, y �����)���&, z �����)���& }

2 C  = { (x, y, z) � x �����)���&, y �����)���&, z �����)��#� }

3 C  = { (x, y, z) � x �����)���&, y �����)��#�, z �����)���& }

4 C  = { (x, y, z) � x �����)���&, y �����)��#�, z �����)��#� }

5 C  = { (x, y, z) � x �����)��#�, y �����)���&, z �����)���& }

6 C  = { (x, y, z) � x �����)��#�, y �����)���&, z �����)��#� }

7 C  = { (x, y, z) � x �����)��#�, y �����)��#�, z �����)���& }

8 C  = { (x, y, z) � x �����)��#�, y �����)��#�, z �����)��#� }

����898��7� Z " Z " Z = �
8

1  i �
iC  ')8 iC  � jC  = � "���&� i � j

��� 1 P , 2 P , ... , 9 P  ������ 9 ��! ')8��� 1 C , 2 C , ... , 8 C  ��������� 8 ���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

��� kC  ���������"#��#�� i P , j 
P  � kC

��� ( ix , iy , iz ) ')8 ( jx , jy , jz ) �����
��(��� i P , j 
P  ���)$�(�/

����8!&� i P , j 
P  � kC  ����898��7� ( ix , iy , iz ) ')8 ( jx , jy , jz ) � kC

����898��7� ix , jx  �����)���&�������� ���� �����)��#���������

iy , jy  �����)���&�������� ���� �����)��#���������

iz , jz  �����)���&�������� ���� �����)��#���������

����898��7� Q( 2
xx ji � , 2

xx ji � , 2
xx ji � ) �#�
��(�����$��!���@�')8���&/� jiPP �
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7. �	'��! ��� A, B, C, D, E, F ������ 6 ��

��� A, B, C, D, E, F ������(��( 6 ��(�������)#���(����"&� ABCDEF ��#����������	����"����(�����

��)#���(����"&� ABCDEF �8/���#"���������(�!��#'(������#�7$���
�6(��	�������-�

0�� �� 2 ����������� ')�! ����8/���������"#��	���������(��7�(�!��#'(�

0�� �� 2 ��������-�&��� ')�! ����8/���������"#��	���������(��7�(�!��#�7$���
�

�"���� 2.2.2

����898��7��X%������������ ����
�����!&� ����)#���(����"&� ABCDEF "#��8/���#')�!

�����#�����)#���"#�"��(����8/���#'(� ���� �����#�����)#���"#�"��(����8/���#'(�

&
=	��� 1 �)�����(����K����( 6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
�����("#��)��������( A

��( A �#�����	���� 5 ������� AB, AC, AD, AE, AF

���������#'(�')8������#�7$���
���������������� ')8��� AB, AC, AD, AE, AF ������ 5 ��!

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
��� AB, AC, AD ���&������#�(#�!���

����898��7� AB, AC, AD �8/���#�(#�!���

�"���� 2.2.3.1 �"���� 2.2.3.2

������� 1 AB, AC, AD �8/���#'(�

������� 1.1 BC, CD, DB "�������8/���#�7$���
�

����898��7� B, C, D -�&��������� ����898��7��#�� 3 ��"#�-�&������IK�����')8���

������� 1.2 BC, CD, DB �#�#'(���&��������K������

6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
��� BC �8/���#'(�

����898��7� AB, BC, CA �8/���#'(�

����898��7� A, B, C ��������� ����898��7��#�� 3 ��"#�������IK�����')8���
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�"���� 2.2.4.1 �"���� 2.2.4.2

������� 2 AB, AC, AD �8/���#�7$���
�

������� 2.1 BC, CD, DB "�������8/���#'(�

����898��7� B, C, D ��������� ����898��7��#�� 3 ��"#�������IK�����')8���

������� 2.2 BC, CD, DB �#�#�7$���
���&��������K������

6(�-�&��%��#����8�$���%�����
#"��!-���������0����
��� BC �8/���#�7$���
�

����898��7� AB, BC, CA �8/���#�7$���
�

����898��7� A, B, C -�&��������� ����898��7��#�� 3 ��"#�-�&������IK�����')8��� �

8. �	'��! ������� 1 { 1d , 2d , 3d , ... , 16d  } � { 0, 1, 4, 9 } � �

����898��7��# id  � { 0, 1, 4, 9 } ����898��7��# id  �����$��!��$�)�������/��
�

������� 2 { 1d , 2d , 3d , ... , 16d  } � { 0, 1, 4, 9 } = �

����898��7� { 1d , 2d , 3d , ... , 16d  } � { 2, 3, 5, 6, 7, 8 }

��� 0x  = 1

1x  = 1d

2x  = 1d 2d

:

ix  = 1d 2d  ... id , i = 1, 2, 3, ... , 16

����8!&� { 1d , 2d , 3d , ... , 16d  } � { 2, 3, 5, 6, 7, 8 }

����898��7� ix  = ip2 iq3 ir 5 is7  "���&� i = 0, 1, 2, ... , 16

����� ip , iq , i r , is  �����$��!���@�/!����������

��� U = { a2 b3 c5 d7  � a, b, c, d �����$��!���@�/!���������� }

����898��7� 0x , 1x , 2x , ... , 16x  � U

��� 1C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)���&, c �����)���&, d �����)���& } � U

2C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)���&, c �����)���&, d �����)��#� } � U

3C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)���&, c �����)��#�, d �����)���& } � U

4C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)���&, c �����)��#�, d �����)��#� } � U

5C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)��#�, c �����)���&, d �����)���& } � U
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6C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)��#�, c �����)���&, d �����)��#� } � U

7C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)��#�, c �����)��#�, d �����)���& } � U

8C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)���&, b �����)��#�, c �����)��#�, d �����)��#� } � U

9C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)���&, c �����)���&, d �����)���& } � U

10C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)���&, c �����)���&, d �����)��#� } � U

11C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)���&, c �����)��#�, d �����)���& } � U

12C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)���&, c �����)��#�, d �����)��#� } � U

13C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)��#�, c �����)���&, d �����)���& } � U

14C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)��#�, c �����)���&, d �����)��#� } � U

15C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)��#�, c �����)��#�, d �����)���& } � U

16C  = { a2 b3 c5 d7  � a �����)��#�, b �����)��#�, c �����)��#�, d �����)��#� } � U

����898��7� U = �
16

1  i �
iC  ')8 iC  � jC  = � "���&� i � j  

��� 0x , 1x , 2x , ... , 16x  ������ 17 ��! ')8��� 1C , 2C , ... , 16C  ��������� 16 ���

6(��)��������
��/�8�#�������&��������K�����"#��#����&�����������!

��� tC  ���������"#��#�� jx  ')8 vx  ���&����� tC

����898��7� 
j
v

x
x  = jpvp2 � jqvq3 � jrvr5 � jsvs7 �

����8!&� jx  ')8 vx  ���&����� tC  ����898��7� vp  - jp , vq  - jq , vr  - jr , vs  - js  �����)���&

����898��7� 
j
v

x
x  �����$��!��$�)�������/��
�

����8!&� 1jd � 2jd �  ... vd  = 
j
v

x
x

����898��7��# i ')8 k 6(�"#� i � k "#�"$����C)��
 id 1id �  ... kd  �����$��!��$�)�������/��
�   �

9. �	'��! ��� 1x , 2x , ... , bx  �����$��!��������"#� 1, 2, ... , b ���)$�(�/

����8!&���"����!������������������������(�����K�� ����898��7� 1x  + 2x  + ... + bx  = n ... (1)

����
 1x , 2x , ... , bx  �&�����"���&� ... (2)

����898��7� � { 1x , 2x , ... , bx  } � = b ')8 1x , 2x , ... , bx  � { 0, 1, 2, 3, ... , n }

����898��7�   1x  + 2x  + ... + bx � 0 + 1 + 2 + ... + (b - 1)

= 2
)1b(b �  ... (3)

��� (1) ')8 (3) �8-(� n � 2
)1b(b �

����898��7� 0�� 1x , 2x , ... , bx  �&�����"���&� ')�! n � 2
)1b(b �

����898��7� 0�� n � 2
)1b(b �  ')�! �#��&������������"#��#�$��!����"&���� �
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Telescoping Sums and Telescoping Products

3.1 Telescoping Sums

�����C)/!������� �	&�C)/!�����������)��

� C)/!���������������

� ����#�!���$�

����"#������	��)�������C)/!������'// Telescoping Sums IK���#�)��"#��$���%(���#7

�067��� 3.1.1 ��� F : N # R �8-(�

1. �
�

n

2 k 
(F(k) - F(k - 1)) = F(n) - F(1)

2. �
�

n

1 k 
(F(k + 1) - F(k)) = F(n + 1) - F(1)

&��#��"�	� 1. �
�

n

2 k 
(F(k) - F(k - 1))

= (F(2) - F(1)) + (F(3) - F(2)) + (F(4) - F(3)) + ... + (F(n - 1) - F(n - 2)) + (F(n) - F(n - 1))

= F(n) - F(1)

2. �
�

n

1 k 
(F(k + 1) - F(k))

= (F(2) - F(1)) + (F(3) - F(2)) + (F(4) - F(3)) + ... + (F(n) - F(n - 1)) + (F(n + 1) - F(n))

= F(n + 1) - F(1) �

�
'����� 3.1.1 �����&� �
$

�1 n )1n(n
1
�

�	'��! �
$

�1 n )1n(n
1
�

 = 
$#  N

lim �
�

N

1 n )1n(n
1
�

= 
$#  N

lim �
�

N

1 n 
( n

1  - 1n
1
�

)

= 
$#  N

lim �
�

N

1 n 
(F(n) - F(n + 1)) ( ��� F(k) = k

1 )
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= 
$#  N

lim (1 - F(N + 1))

= 1 - 
$#  N

lim 1N
1
�

= 1 �

�
'����� 3.1.2 �����&� �
$

� 3 n 4n
1

2 �

�	'��! �
$

� 3 n 4n
1

2 �
 = �

$

� 3 n )2n)(2n(
1

��
 = 

$#  N
lim 4

1 �
�

N

3 n 
( 2n

1
�

 - 2n
1
�

)

= 
$#  N

lim 4
1 �

�

N

3 n 
(F(n) - F(n + 4)) ( ��� F(k) = 2k

1
�

)

= 
$#  N

lim 4
1 ((F(3) - F(7)) + (F(4) - F(8)) + (F(5) - F(9)) + ... + (F(N - 1) - F(N)) + (F(N) - F(N + 1))

= 
$#  N

lim 4
1 (F(3) + F(4) + F(5) + F(6) - F(N + 1) - F(N + 2) - F(N + 3) - F(N + 4))

= 
$#  N

lim 4
1 (1 + 2

1  + 3
1  + 4

1  - 3N
1
�

 - 4N
1
�

 - 5N
1
�

 - 6N
1
�

)

= 
$#  N

lim 4
1 (1 + 2

1  + 3
1  + 4

1 )

= 80
19 �

�
'����� 3.1.3 �����&� �
$

�1 n )2n)(1n(n
1

��

�	'��! �
$

�1 n )2n)(1n(n
1

��
 = 

$#  N
lim �

�

N

1 n 2
1 ( )1n(n

1
�

 - )2n)(1n(
1
��

)

= 
$#  N

lim 2
1 �

�

N

1 n 
( )1n(n

1
�

 - )2n)(1n(
1
��

)

= 
$#  N

lim 2
1 �

�

N

1 n 
(F(n) - F(n + 1)) ( ��� F(k) = )1k(k

1
�

)

= 
$#  N

lim 2
1 ( 2

1  - )2N)(1N(
1

��
)

= 4
1  �

�
'����� 3.1.4 ��'�(�!&� �
�

n

1 k 
k! k = (n + 1)! - 1

�	'��! �
�

n

1 k 
k! k = �

�

n

1 k 
k! ((k + 1) - 1)

= �
�

n

1 k 
((k + 1)! - k! )

= �
�

n

1 k 
(F(k + 1) - F(k)) ( ��� F(k) = k! )

= F(n + 1) - F(1)

= (n + 1)! - 1 �
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�
'����� 3.1.5 ��'�(�!&� �
�

n

1 k 
cos(kx) = 2

1 (
2
xsin

)x)2
1nsin(( �

 - 1)

�	'��!              2 sin 2
x �

�

n

1 k 
cos(kx) = �

�

n

1 k 
2 sin 2

x cos(kx)

= �
�

n

1 k 
(sin( 2

x  + kx) + sin( 2
x  - kx))

= �
�

n

1 k 
(sin(kx + 2

x ) - sin(kx - 2
x ))

= �
�

n

1 k 
(sin((k + 2

1 )x) - sin((k - 2
1 )x))

= sin((n + 2
1 )x) - sin 2

x ( ��� F(k) = sin((k - 2
1 )x )

  sin 2
x  + 2 sin 2

x �
�

n

1 k 
cos(kx) = sin((n + 2

1 )x)

  sin 2
x (1 + 2 �

�

n

1 k 
cos(kx)) = sin((n + 2

1 )x)

  1 + 2 �
�

n

1 k 
cos(kx) = 

2
xsin

)x)2
1nsin(( �

        �
�

n

1 k 
cos(kx) = 2

1 (
2
xsin

)x)2
1nsin(( �

 - 1) �

�
'����� 3.1.6 ��'�(�!&� �
�

n

0 k 
arctan

1kk
1

2 ��
 = arctan(n + 1)

�	'��! ����8!&� arctan(k + 1) - arctan k = arctan( k)1k(1
k)1k(

��
�� ) = arctan

1kk
1

2 ��

����898��7�   �
�

n

0 k 
arctan(

1kk
1

2 ��
) = �

�

n

0 k 
(arctan(k + 1) - arctan k) ( ��� F(k) = arctan(k + 1) )

= arctan(n + 1) - arctan 0 = arctan(n + 1) �

�
'����� 3.1.7 ��'�(�!&� �
�

n

1 k 
arctan 2k2

1  = arctan 1n
n
�

�	'��! ����8!&� arctan(2k + 1) - arctan(2k - 1) = arctan( )1k2)(1k2(1
)1k2()1k2(

���
��� )

= arctan
)1k4(1

2
2 ��

 = arctan 2k2
1

����898��7� �
�

n

1 k 
arctan 2k2

1  = �
�

n

1 k 
(arctan(2k + 1) - arctan(2k - 1)) ( ��� F(k) = arctan(2k + 1) )

= arctan(2n + 1) - arctan 1

= arctan )1)(1n2(1
1)1n2(

��
��

= arctan 1n
n
�

 �
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3.2 Telescoping Products

����
�����"���

�������/�����7������	��)�������� Telescoping Products �����	&!��������

����"��!-����C)��


�067��� 3.2.1 ��� F : N # R - { 0 } �8-(�

1. %
�

n

m k )k(F
)1k(F �  = )m(F

)1n(F �

2. %
�

n

m k )k(F
)1k(F �  = )n(F

)1m(F �

&��#��"�	� 1. %
�

n

1 k )k(F
)1k(F �  = )m(F

)1m(F �
)1m(F
)2m(F

�
�  ... )1n(F

)n(F
� )n(F

)1n(F �  = )m(F
)1n(F �

2. %
�

n

m k )k(F
)1k(F �  = )m(F

)1m(F �
)1m(F

)m(F
�

 ... )1n(F
)2n(F

�
�

)n(F
)1n(F �  = )n(F

)1m(F �   �

�
'����� 3.2.1 ��'�(�!&� %
$

� 2 n 
(1 - 2n

1 ) = 2
1

�	'��! %
�

N

2 n 
(1 - 2n

1 ) = %
�

N

2 n 
(1 - n

1 )(1 + n
1 ) = %

�

N

2 n 
(1 - n

1 ) %
�

N

2 n 
(1 + n

1 )  ... (1)

%
�

N

2 n 
(1 - n

1 ) = %
�

N

2 n n
1n �  = %

�

N

2 n )n(F
)1n(F �  = )N(F

)1(F  = N
1 (����� F(n) = n) ... (2)

%
�

N

2 n 
(1 + n

1 ) = %
�

N

2 n n
1n �  = %

�

N

2 n )n(G
)1n(G �  = )2(G

)1N(G �  = 2
1N � (����� G(n) = n) ... (3)

��� (1), (2) ')8 (3) �8-(� %
�

N

2 n 
(1 - 2n

1 ) = %
�

N

2 n 
(1 - n

1 ) %
�

N

2 n 
(1 + n

1 ) = N
1

2
1N �       ... (4)

%
$

� 2 n 
(1 - 2n

1 ) = 
$#  N

lim %
�

N

2 n 
(1 - 2n

1 ) = 
$#  N

lim 2
1

N
1N �  (��� (4))

= 2
1

$#  N
lim N

1N �

= 2
1 �

�
'����� 3.2.2 ��� 0a  = 1 ')8 na  = n
1

1na �  ����� n � 1 ���� �
$

� 0 n 
na nx

�	'��! ����8!&� na  = n
1

1na �  ����898��7� n na  = 1na �  ')8 n = 
n

1n
a

a �

����898��7�    %
�

N

1 n 
n = %

�

N

1 n n
1n

a
a �

    N! = 
N
0

a
a

= 
Na
1 ( 0a  = 1)

����898��7� Na  = !N
1  ����898��7� �

$

� 0 n 
na nx  = �

$

� 0 n !n
1 nx  = xe �
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�
'����� 3.2.3 ��'�(�!&� cos
12

2
n �
� cos

12
4
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�  = n2

1

�	'��! n2 sin
12

2
n �
� (cos

12
2
n �
� cos

12
4
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
� )

= 1n2 � (2 sin
12

2
n �
� cos

12
2
n �
� ) cos

12
4
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�

= 1n2 � sin
12

4
n �
� cos

12
4
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�

= 2n2 � (2 sin
12

4
n �
� cos

12
4
n �
� ) cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�

= 2n2 � sin
12

8
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�

:

= sin
12

2
n

1n

�
��

= sin(2� + 
12

2
n �
� )

= sin
12

2
n �
�

����898��7� cos
12

2
n �
� cos

12
4
n �
� cos

12
8
n �
�  ... cos

12
2
n
n

�
�  = n2

1 �

�
'����� 3.2.4 ��'�(�!&� %
�

n

1 k 
(1 - 2tan

12
2
n
k

�
� ) = - n2

�	'��! ����8!&� tan 2x = 
xtan1

xtan2
2�

 ����898��7� 1 - 2tan x = x2tan
xtan2

����898��7� %
�

n

1 k 
(1 - 2tan

12
2
n
k

�
� ) = %

�

n

1 k 
12

2tan

12
2tan2

n
1k

n
k

�
�
�
�

�

= n2

12
2tan

12
2tan

n
1n

n

�
�
�
�

�

= n2
)

12
22tan(
12

2tan

n

n

�
���

�
�

= n2

12
2tan

12
2tan

n

n

�
��
�
�

= - n2  �
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�067��� 3.2.1 �
$

�1 n )pn(n
1
�

 = p
1 �

�

p

1  i i
1 

&��#��"�	� ��� NS  = �
�

N

1 n )pn(n
1
�

 = �
�

N

1 n p
1 ( n

1  - pn
1
�

) = p
1 �

�

N

1 n 
( n

1  - pn
1
�

)

= p
1 (1 + 2

1  + ... + p
1  - 1N

1
�

 - 2N
1
�

 - ... - pN
1
�

)

  �
$

�1 n )pn(n
1
�

= 
$#  N

lim NS

= 
$#  N

lim ( p
1 (1 + 2

1  + ... + p
1  - 1N

1
�

 - 2N
1
�

 - ... - pN
1
�

))

= p
1 (1 + 2

1  + ... + p
1 )

= p
1 �

�

p

1  i i
1  �

�
'����� 3.2.5 �����&� 1. �
$

�1 n )2n(n
4
�

2. �
$

� 3 n )3n(n
3
�

3. �
$

�1 n )3n)(2n)(1n(
6

���

�	'��! 1. �
$

�1 n )2n(n
4
�

 = 4 �
$

�1 n )2n(n
1
�

 = 4( 2
1 �

�

2

1  i i
1 ) = 4( 2

1 (1 + 2
1 )) = 3

2. �
$

� 3 n )3n(n
3
�

 = 3 �
$

� 3 n )3n(n
1
�

 = 3( �
$

�1 n )3n(n
1
�

 - 4
1  - 10

1 )

= 3( 3
1 �

�

3

1  i i
1  - 20

7 )

= �
�

3

1  i i
1  - 20

21

= 1 + 2
1  + 3

1  - 20
21  = 60

63203060 ���  = 60
47

3. �
$

�1 n )3n)(2n)(1n(
6

���
 = 3 �

$

�1 n )3n)(2n)(1n(
2

���

= 3 �
$

�1 n 
( )2n)(1n(

1
��

 - )3n)(2n(
1

��
)

= 3( �
$

�1 n )2n)(1n(
1
��

 - �
$

�1 n )3n)(2n(
1

��
)

= 3(( �
$

�1 n )1n(n
1
�

 - 2
1 ) - ( �

$

�1 n )1n(n
1
�

 - 2
1  - 6

1 )

= 2
1 �
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���9:�(
!����� 3

1. ��'�(�!&� �
�

n

1 k 1kkk)1k(
1

���
 = 1 - 

1n
1
�

2. ��'�(�!&� n - 1 � 
21

1
�

 + 
52

3
�

 + 
105

5
�

 + ... + 
1n1)1n(

1n2
22 ����

�  � n

3. ���������� P(x), Q(x) "#�"$����"���$��!���
� x "#�-�&���������� Q(x) �8-(�

)x(Q
)x(P  - )1x(Q

)1x(P
�
�  = )2x(x

1
�

4. ��'�(�!&� �
�

n

1 k 
k! ( 2k  + k + 1) = (n + 1)! (n + 1) - 1

5. ��� 1a , 2a , ... , na  ����)$�(�/�)��

�"#��#����'�� 1a  = a ')8C)�&���&!� d � 0

��'�(�!&� �
�

n

1 k 1kkaa
1
�

 = )nda(a
n
�

6. ��'�(�!&� �
$

�1 k )23)(23(
6

1k1kkk
k

�� ��
 = 2

7. ��� 1x  = 2
1 , 1kx �  = 2

kx  + kx , k = 1, 2, 3, ...

��'�(�!&� � 1x
1

1 �
 + 1x

1
2 �

 + ... + 1x
1

100 �
 � = 1

8. ��� n F  �����$��!�Gw6/���	# 1 F  = 1, 2 F  = 1, 1n F �  = n F  + 1n F �

�����&� 8.1 �
$

� 2 n 1n1n
n

  

 

FF
F

��

8.2 �
$

� 2 n 1n1n   FF
1

��

9. ��'�(�!&�

22 2
1

1
11 ��  + 22 3

1
2
11 ��  + 22 4

1
3
11 ��  + ... + 22 2014

1
2013

11 ��  = 2014 - 2014
1

10. ��'�(�!&�

10.1 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
20272025

1
�

 � 16

10.2 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

 � 24

11. ��� m, n �����$��!���@�/!� 1 	 m � n ��'�(�!&�

2( n  - m ) � 
m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

 � 2( n  - 1m � )

12. ��� ka  = 
3
4

3
4

3
4

)1k(k)1k(

k

����

 ��'�(�!&� 1a  + 2a  + ... + 999a  � 50

13. ��'�(�!&� �
$

�1 n n)1n(
1
�

 = 2
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14. ��'�(�!&� %
$

� 2 n 1n
1n

3
3

�
�  = 3

2

15. ��'�(�!&� %
$

� 0 n 
(1 + n22

1 ) = 2

16. ��'�(�!&� xcos
xsin  + 

xcos
x2sin

2  + 
xcos
x3sin

3  + ... + 
xcos

nxsin
n  = cot x - 

xcosxsin
x)1ncos(

n
�

"���&� x � 2
k�  ����� k �����$��!���@�

17. ��'�(�!&� oo 1cos0cos
1  + oo 2cos1cos

1  + ... + oo 89cos88cos
1  = o2

o

1sin
1cos

18. ��� a �����$��!���
� n �����$��!���@�/!� 
�
a  �����$��!�������8

��'�(�!&� a3cosacos
1
�

 + a5cosacos
1
�

 + ... + )a)1n2cos((acos
1

��
 = asin2

)a)1ncot((acot ��

19. ��'�(�!&� �
$

�1 n 
n2
1 tan n2

a  = a
1  - cot a "���&� a � k� ����� k �����$��!���@�

20. ��'�(�!&� �
$

�1 n 

1n3 � 3sin n3
a  = 4

1 (a - sin a)

21. ��'�(�!&� 90
1 �

�

90

1 k 
2k sin(2k)! = cot 1!

22. ��'�(�!&� x2sin
1  + x4sin

1  + ... + 
x2sin

1
n  = cot x - cot( n2 x)

"���$��!���@�/!� n "���$��!���
� x � m2
k� , m = 0, 1, 2, ... ')8 k �����$��!���@�

23. ��'�(�!&� 2cos
1tan  + 4cos

2tan  + 8cos
4tan  + ... + 1n

n

2cos
2tan
�

 = tan 1n2 �  - tan 1

24. ��'�(�!&� %
$

�1 n 
cos n2

x  = x
xsin

25. ��'�(�!&� (1 - cot 1!)(1 - cot 2!)(1 - cot 3!) ... (1 - cot 44!) = 222

26. ��'�(�!&� ( 2
1  + cos 20

� )( 2
1  + cos 20

3� )( 2
1  + cos 20

9� )( 2
1  + cos 20

27� ) = 16
1

27. ��� n �����$��!���@�/!� x �����$��!���
�')8 x � 1k2 � ( 3
�  + m�) "���&� k = 1, 2, ... , n

')8 m �����$��!���@� ��'�(�!&� %
�

n

1 k 
(1 - 2 cos k2

x ) = (-1) n

n2
xcos21
xcos21

�
�

28. ��'�(�!&� %
�

n

1 k 
(1 + 2 cos

13
)3(2

n

k

�

� ) = 1
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�,�����9:�(
!����� 3

1. �	'��! 
1kkk)1k(

1
���

= 
1kkk)1k(

1
��� 1kkk)1k(

1kkk)1k(
���
���  = 

)1k(kk)1k(
1kkk)1k(

22 ���

���

= )1k(k
1kkk)1k(

�
���

= )1k(k
k)1k(

�
�  - )1k(k

1kk
�
�

= 
k

1  - 
1k

1
�

   �
�

n

1 k 1kkk)1k(
1

���
= �

�

n

1 k k
1  - 

1k
1
�

= �
�

n

1 k 
(F(k) - F(k + 1)) ( ��� F(k) = 

k
1 )

= F(1) - F(n + 1)

= 1 - 
1n

1
�

�

2. �	'��! 
1k1)1k(

1k2
22 ����

�  = 
1k1)1k(

1k2
22 ����

�

1k1)1k(

1k1)1k(
22

22

����

����

= 
)1k(1)1k(

1k2
22 ����

� ( 1)1k( 2 ��  - 1k2 � )

= 
1k11k2k

1k2
22 �����

� ( 1)1k( 2 ��  - 1k2 � )

= k21
1k2

�
� ( 1)1k( 2 ��  - 1k2 � )

= 1k2 �  - 1)1k( 2 �� ... (1)

21
1
�

 + 
52

3
�

 + 
105

5
�

 + ... + 
1n1)1n(

1n2
22 ����

�  = �
�

n

1 k 1k1)1k(

1k2
22 ����

�

= �
�

n

1 k 
( 1k2 �  - 1)1k( 2 �� ) (��� (1))

= �
�

n

1 k 
(F(k) - F(k - 1)) ( ��� F(k) = 1k2 � )

= F(n) - F(0)

= 1n2 �  - 1 ... (2)

2n  � 2n  + 1 
 n � 1n2 �  
 n - 1 � 1n2 �  - 1 ... (3)

2n  + 1 � 2n  + 2n + 1 
 2n  + 1 � (n + 1) 2  
 1n2 �  � n + 1 
 1n2 �  - 1 � n ... (4)

��� (3) ')8 (4) �8-(� n - 1 � 1n2 �  - 1 � n ... (5)

��� (2) ')8 (5) �8-(� n - 1 � 
21

1
�

 + 
52

3
�

 + 
105

5
�

 + ... + 

1n1)1n(

1n2
22 ����

�
 � n �
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3. �	'��!  )x(Q
)x(P  - )1x(Q

)1x(P
�
�  = )2x(x

1
�

 = )2x)(1x(x2
)1x(2
��

�

= )2x)(1x(x2
)x3x2()2x5x2( 22

��
����

= )2x)(1x(x2
x)1)1x(2()2x)(1x2(

��
�����

= )1x(x2
1x2
�
�  - )2x)(1x(2

1)1x(2
��
��

����898��7� )x(Q
)x(P  - )1x(Q

)1x(P
�
�  = )1x(x2

1x2
�
�  - )2x)(1x(2

1)1x(2
��
��

��� n �����$��!���@�/!�

��� x �#�&������"#��8"$���� x + k � 0 "���&� k = 0, 1, 2, ... , n - 1
����8!&� )x(Q

)x(P  - )1x(Q
)1x(P

�
�  = )1x(x2

1x2
�
�  - )2x)(1x(2

1)1x(2
��
��

')8 )1x(Q
)1x(P

�
�  - )2x(Q

)2x(P
�
�  = )2x)(1x(2

1)1x(2
��
��  - )3x)(2x(2

1)2x(2
��
��

')8 )2x(Q
)2x(P

�
�  - )3x(Q

)3x(P
�
�  = )3x)(2x(2

1)2x(2
��
��  - )4x)(3x(2

1)3x(2
��
��

:

')8 )kx(Q
)kx(P

�
�  - )1kx(Q

)1kx(P
��
��  = )1kx)(kx(2

1)kx(2
���

��  - )2kx)(1kx(2
1)1kx(2
����

���

:

')8 )1nx(Q
)1nx(P

��
��  - )nx(Q

)nx(P
�
�  = )nx)(1nx(2

1)1nx(2
���
���  - )1nx)(nx(2

1)nx(2
���

��

����898��7� )x(Q
)x(P  - )nx(Q

)nx(P
�
�  = )1x(x2

1x2
�
�  - )1nx)(nx(2

1)nx(2
���

��

����8!&� 
$#  n

lim )1x(x2
1x2
�
�  = )1x(x2

1x2
�
� , 

$#  n
lim )x(Q

)x(P  = )x(Q
)x(P  ')8 

$#  n
lim )1nx)(nx(2

1)nx(2
���

��  = 0

����898��7� 
$#  n

lim )nx(Q
)nx(P

�
�  �#�&�

��� 
$#  n

lim )nx(Q
)nx(P

�
�  = C ����� C �����$��!���
�

����898��7� )x(Q
)x(P  = )1x(x2

1x2
�
�  + C

����898��7��# x ��������$��!�������"#�"$���� )x(Q
)x(P  = )1x(x2

1x2
�
�  + C ... (1)

��� x �����$��!���
�')8-�&���������� Q(x)

����898��7� Q(x) � 0 ... (2)

��� (1) ')8 (2) �8-(� 2x(x + 1)P(x) = ((2x + 1) + 2Cx(x + 1))Q(x)

����8!&� x(x + 1) ')8 2x + 1 -�&�#��!��8��/�&!�

����898��7� P(x) = ((2x + 1) + 2Cx(x + 1))R(x) ')8 Q(x) = 2x(x + 1)R(x) ����� R(x) ���������� �
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4. �	'��! �
�

n

1 k 
k!( 2k  + k + 1) = �

�

n

1 k 
k!( 2k  + 2k + 1 - k)

= �
�

n

1 k 
k!((k + 1) 2  - k)

= �
�

n

1 k 
k!(k + 1)(k + 1) - k! k

= �
�

n

1 k 
(k + 1)! (k + 1) - k! k

= �
�

n

1 k 
F(k + 1) - F(k) ( ��� F(k) = k! k)

= F(n + 1) - F(1)

= (n + 1)! (n + 1) - 1 �

5. �	'��! ����8!&� 1a , 2a , ... , na  ����)$�(�/�)��

�"#��#����'�� 1a  = a ')8C)�&���&!� d � 0

����898��7� ka  = a + (n - 1)d ����898��7� 1ka �  - ka  = d ... (1)

�
�

n

1 k 1kkaa
1
�

= d
1 �

�

n

1 k 1kkaa
d
�

= d
1 �

�

n

1 k 1kk
k1k

aa
aa
�

� � (��� (1))

= d
1 �

�

n

1 k 
(

1kk
1k

aa
a

�
�  - 

1kk
k

aa
a
�

)

= d
1 �

�

n

1 k 
(

ka
1  - 

1ka
1
�

)

= d
1 �

�

n

1 k 
(F(k) - F(k + 1)) ( ��� F(k) = 

ka
1 )

= d
1 (F(1) - F(n + 1))

= d
1 (

1a
1  - 

1na
1
�

)

= d
1 ( a

1  - nda
1
�

)

= d
1 ( )nda(a

anda
�
�� ) = )nda(a

n
�

�

6. �	'��! ��� 
)23)(23(

6
1k1kkk

k
�� ��

 = kk 23
A
�

 - 1k1k 23
B

�� �
 ... (1)

����898��7�      k6 = A( 1k3 �  - 1k2 � ) - B( k3  - k2 )

      k3 k2 = A 1k3 �  - B k3  - A 1k2 �  - B k2

= k3 (3A - B) - k2 (2A - B)

    k3 k2  + k2 (2A - B) = k3 (3A - B)

        k2 ( k3  + (2A - B)) = k3 (3A - B)

����898��7� 3A - B = k2  ')8 k3  + (2A - B) = k3
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����898��7� 3A - B = k2  ')8 2A - B = 0 ����898��7� A = k2  ')8 B = 1k2 � ... (2)

    �
�

N

1 k )23)(23(
6

1k1kkk
k

�� ��
= �

�

N

1 k 
( kk

k

23
2
�

 - 1k1k
1k

23
2

��

�

�
) (��� (1) ')8 (2))

= �
�

N

1 k 
(F(k) - F(k + 1)) ( ��� F(k) = kk

k

23
2
�

)

= F(1) - F(N + 1)

= 11
1

23
2
�

 - 1N1N
1N

23
2

��

�

�

= 2 - 1N1N
1N

23
2

��

�

�

�
$

�1 k )23)(23(
6

1k1kkk
k

�� ��
 = 

$#  N
lim (2 - 1N1N

1N

23
2

��

�

�
) = 2 �

7. �	'��! ����8!&� 
1kx

1
�

 = 
k

2
k xx

1
�

 = )1x(x
1
kk �

 = 
kx

1  - 1x
1

k �

����898��7� 1x
1

k �
 = 

kx
1  - 

1kx
1
�

... (1)

1x
1

1 �
 + 1x

1
2 �

 + ... + 1x
1

100 �
 = �

�

100

1 k 1x
1

k �

= �
�

100

1 k kx
1  - 

1kx
1
�

(��� (1))

= �
�

100

1 k 
(F(k) - F(k + 1)) ( ��� F(k) = 

kx
1 )

= F(1) - F(101)

= 
1x

1  - 
101x
1

= 2 - 
101x
1 ( ��� 1x  = 2

1 )

����898��7� 1x
1

1 �
 + 1x

1
2 �

 + ... + 1x
1

100 �
 = 2 - 

101x
1 ... (2)

����8!&� 1kx �  = 2
kx  + kx  = kx ( kx  + 1)

����898��7� 1x  = 2
1 ,

2x  = 1x ( 1x  + 1) = 2
1 ( 2

1  + 1) = 4
3 ,

3x  = 2x ( 2x  + 1) = 4
3 ( 4

3  + 1) = 16
21  � 1

����898��7� 1kx �  = 2
kx  + kx  = kx ( kx  + 1) � kx  � 1 "���&� k = 3, 4, 5, ... , 101

����898��7� 101x  � 1 
 0 � 
101x
1  � 1 
 -1 � -

101x
1  � 0 
 1 � 2 - 

101x
1  � 2

����898��7�  � 2 - 
101x
1

 � = 1 ... (3)

��� (2) ')8 (3) �8-(�  � 1x
1

1 �
 + 1x

1
2 �

 + ... + 1x
1

100 �
 � = 1 �
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8. �	'��!

8.1 �
�

N

2 n 1n1n
n

  

 

FF
F

��
= �

�

N

2 n 1n1n
1n1n

  

  

FF
FF
��
�� �  (��
��/��
 1n F �  = n F  + 1n F � )

= �
�

N

2 n 1n1n
1n
  

 

FF
F

��
�  - 

1n1n
1n
  

 

FF
F

��
�

= �
�

N

2 n 1n F
1
�

 - 
1n F

1
�

= 
1 F

1  + 
2 F

1  - 
N F
1  - 

1N F
1
�

����898��7�   �
$

� 2 n 1n1n
n

  

 

FF
F

��
= 

$#  N
lim �

�

N

2 n 1n1n
n

  

 

FF
F

��

= 
$#  N

lim (
1 F

1  + 
2 F

1  - 
N F
1  - 

1N F
1
�

)

= 
$#  N

lim (1 + 1 - 
N F
1  - 

1N F
1
�

) (��
��/��
 1 F  = 1, 2 F  = 1)

= 2 (/"	&!� 1)

8.2 �
�

N

2 n 1n1n   FF
1

��
= �

�

N

2 n 1nn1n
n

   

 

FFF
F

��

= �
�

N

2 n 1nn1n
1n1n

   

  

FFF
FF
��
�� � (��
��/��
 1n F �  = n F  + 1n F � )

= �
�

N

2 n 
(

1nn1n
1n

   

 

FFF
F

��
�  - 

1nn1n
1n

   

 

FFF
F

��
� )

= �
�

N

2 n 
(

n1n   FF
1
�

 - 
1nn   FF

1
�

)

= 
21   FF

1  - 
1NN   FF

1
�

����898��7�   �
$

� 2 n 1n1n   FF
1

��
= 

$#  N
lim �

�

N

2 n 1n1n   FF
1

��

= 
$#  N

lim (
21   FF

1  - 
1NN   FF

1
�

)

= 
$#  N

lim (1 - 
1NN   FF

1
�

)  (��
��/��
 1 F  = 1, 2 F  = 1)

= 1 (/"	&!� 1)

��
�'� 1 
$# n

lim nF  = $ ')8 
$# n

lim
N F
1  = 0

&��#��"�	� ����
 n F  �#��/���/� ... (1)

����898��7��# M "#�"$���� nF  � M "���&� n ... (2)

����8!&� 1 F  = 1, 2 F  = 1, 1n F �  = n F  + 1n F �

����898��7� 1 F  = 2 F  � 3 F  � 4 F  � 5 F  � ... � M F  � 1M F �  � 2M F �  � ...

����898��7� M 	 2M F � ... (3)

����898��7� (2) ')8 (3) ��('������ ����898��7�"#�����
 (1) -�&��
�
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����898��7� n F  -�&�#��/���/�

����898��7� 
$#  n

lim nF  = $ ')8 
$#  n

lim
n F

1  = 0

(����(�� nF  = 
5

1 ( 2
51 � ) n  - 

5
1 ( 2

51 � ) n  (�����
�������� "DEF#/" 9.4.1 �

������������

�)&�"#� 37 ���� 462 �

9. �	'��! 1 + 2n
1  + 2)1n(

1
�

 = 22

2222

)1n(n
n)1n()1n(n

�

����  = 22

2222

)1n(n
n)1n2n()1n2n(n

�

������

= 22
234

)1n(n
1n2n3n2n

�
����  = 22

22

)1n(n
)1nn(

�

��  = 22

2

)1n(n
)1)1n(n(

�

��  = (1 + )1n(n
1
�

) 2

����898��7� 22 )1n(
1

n
11

�
��  = 1 + )1n(n

1
�

 = 1 + n
1  - 1n

1
�

22 2
1

1
11 ��  + 22 3

1
2
11 ��  + 22 4

1
3
11 ��  + ... + 22 2014

1
2013

11 ��  = �
�

2013

1 n 
22 )1n(

1
n
11

�
��

= �
�

2013

1 n 
(1 + n

1  - 1n
1
�

)

= 2013 + �
�

2013

1 n 
( n

1  - 1n
1
�

)

= 2013 + �
�

2013

1 n 
(F(n) - F(n + 1)) ( ��� F(n) = n

1 )

= 2013 + F(1) - F(2014)

= 2014 - 2014
1 �

10. �	'��!

10.1 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
20272025

1
�

= 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + 
1513

1
�

 + 
1917

1
�

 + ... + 
20272025

1
�

= 
304104

1
�����

 + 
314114

1
�����

 + 
324124

1
�����

 + 
334134

1
�����

 + 
344144

1
�����

 + ... + 
3506415064

1
�����

� 
302102

1
�����

 + 
312112

1
�����

 + 
322122

1
�����

 + 
332132

1
�����

 + 
342142

1
�����

 + ... + 
3506215062

1
�����

... (1)

3n21n2
1

���
 = 

3n21n2
1

��� 3n21n2
3n21n2

���
���  = )3n2()1n2(

3n21n2
���
���

= 2
3n21n2

�
���  = 2

1n23n2 ��� ... (2)
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302102
1

�����
 + 

312112
1

�����
 + 

322122
1

�����
 + 

332132
1

�����

 + 
342142

1
�����

 + ... + 
3506215062

1
�����

= �
�

506

1 n 3n21n2
1

���

= �
�

506

1 n 2
1n23n2 ��� (��� (2))

= 2
1 �

�

506

1 n 
( 3n2 �  - 1n2 � )

= 2
1 �

�

506

1 n 
(F(n) - F(n - 1)) ( ��� F(n) = 3n2 � )

= 2
1 (F(506) - F(0)) = 2

1 ( 1015  - 3 ) � 2
1 1015

� 2
1 1024

= 16 ... (3)

��� (1) ')8 (3) �8-(� 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
20272025

1
�

 � 16

(����(�� 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
20272025

1
�

 = 11.121

10.2 ��� S = 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

2S = 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

+ 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

� 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

+ 
53

1
�

 + 
97

1
�

 + 
1311

1
�

 + ... + 
100019999

1
�

= 
31

1
�

 + 
53

1
�

 + 
75

1
�

 + 
97

1
�

 + 
119

1
�

 + 
1311

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

 + 
100019999

1
�

= 2
13 �  + 2

35 �  + 2
57 �  + 2

79 �  + 2
911 �  + 2

1113 �  + ... + 2
99979999 �

+ 2
999910001 �

= 2
110001 �

� 49.5

����898��7� S � 24 ����898��7� 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

 � 24

(����(�� 
31

1
�

 + 
75

1
�

 + 
119

1
�

 + ... + 
99999997

1
�

 = 24.862 �
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11. �	'��!   ( 1k �  - k )( 1k �  + k ) = 1

    1k �  - k = 
k1k

1
��

    2( 1k �  - k ) = 
k1k

2
��

� 
kk

2
�

 = 
k

1

����898��7� 2( 1k �  - k ) � 
k

1 ... (1)

m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

 = �
�

�

1n

m k k
1

� �
�

�

1n

m k 
2( 1k �  - k ) (��� (1))

= 2 �
�

�

1n

m k 
( 1k �  - k ) = 2 �

�

�

1n

m k 
(F(k + 1) - F(k)) ( ��� F(k) = k )

= 2(F(n) - F(m))

= 2( n  - m )

����898��7� 2( n  - m ) � 
m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

  ... (2)

( k  - 1k � )( k  + 1k � ) = 1

        k  - 1k � = 
1kk

1
��

   2( k  - 1k �  ) = 
1kk

2
��

� 
kk

2
�

 = 
k2

2  = 
k

1

����898��7� 
k

1  � 2( k  - 1k �  ) ... (3)

m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

 = �
�

�

1n

m k k
1

� �
�

�

1n

m k 
2( k  - 1k �  ) (��� (3))

= 2 �
�

�

1n

m k 
( k  - 1k �  )

= 2 �
�

�

1n

m k 
(F(k) - F(k - 1)) ( ��� F(k) = k )

= 2(F(n - 1) - F(m - 1))

= 2( 1n �  - 1m � )

����898��7� 
m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

 � 2( 1n �  - 1m � ) ... (4)

��� (2) ')8 (4) �8-(� 2( n  - m ) � 
m
1  + 

1m
1
�

 + ... + 
1n

1
�

 � 2( 1n �  - 1m � ) �
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