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บทท่ี 1 
ความน่าจะเป็น 

 
 
 
 
 

1.1 ปริภูมิตวัอย่าง (Sample Space) 
บทนิยาม 1.1.1 เซตท่ีมีสมาชิก (element) เป็นผลลัพธ์ท่ีเป็นไปได้ท้ังหมดของการทดลองอย่างหน่ึง เรียกวา่ 
ปริภูมิตัวอย่าง และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ S 

บทนิยาม 1.1.2 สมาชกิตัวหน่ึงของปริภูมิตัวอย่าง เรียกวา่ จุดตัวอย่าง (sample point)  

ตัวอย่าง 1.1.1 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก เพื่อดูแต้มท่ีปรากฏ  
ผลลัพธท่ี์เป็นไปได้ท้ังหมดคือ 1, 2, 3, 4, 5, 6 
เพราะฉะน้ันปริภูมิตัวอย่างคือ 1S  = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } 
แต่ถ้าสนใจวา่ข้ึนแต้มคู่หรือคี่ ปริภูมิตัวอย่างคือ 2S  = { คู่, คี่ }             

จากตัวอย่างข้างต้นจะเหน็ว่า ในการทดลองเดียวกันน้ันอาจจะมีเซตของปริภูมิตัวอย่างมากกว่าหน่ึงเซตได้ ท้ังน้ี
ข้ึนอยู่กับความสนใจของผู้ทําการทดลอง เม่ือพิจารณาดูจะเหน็ว่า 1S  ให้รายละเอียดมากกว่า 2S  
การหยิบไพห่น่ึงใบออกจากสํารับ ปริภูมิตัวอย่างมีได้หลายแบบเช่น 

1S  = { (1, โพดํา), (2, โพดํา), (3, โพดํา), ... , (J, ดอกจิก), (Q, ดอกจิก), (K, ดอกจกิ) } 
2S  = { 1, 2, 3, 4, ... , 10, J, K, Q } 
3S  = { โพดํา, โพแดง, ข้าวหลามตัด, ดอกจิก } 

กล่าวคอื ถ้าทราบสมาชกิตัวใดท่ีเกิดข้ึนใน 1S  จะบอกได้ว่าสมาชิกตัวน้ันเปน็สมาชิกตัวใดใน 2S  และ 3S  แต่
ถ้าทราบสมาชิกตัวใด ๆ ใน 2S  เราไม่สามารถจะบอกได้วา่สมาชกิตัวน้ันเป็นสมาชิกตัวใดใน 1S  โดยท่ัวไปเรา
มักจะใช้ปริภูมิตัวอย่างซึ่งให้รายละเอียดมากท่ีสุดเกี่ยวกับผลลัพธ์ท่ีได้จากการทดลอง 

ตัวอย่าง 1.1.2 ในการปาเป้า 2 คร้ัง ถ้าให้ H แทนการปาถูกเป้า และให้ M แทนการปาผิดเปา้ ปริภูมิตัวอย่าง
ท่ีให้รายละเอียดมากท่ีสุดปริภูมิตัวอย่างคือ 1S  = { H H, H M, M H, M M } 
ถ้าเราสนใจจํานวนคร้ังท่ีปาถูกเป้าจะได้ปริภูมิตัวอย่าง 2S  = { 0, 1, 2 }           
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ตัวอย่าง 1.1.3 ในการตรวจสินค้าท่ีผลิตโดยเคร่ืองจักรของโรงงานแหง่หน่ึง ได้หยิบสินค้ามา 3 ชิ้น โดยวธิีสุ่ม 
(random) แล้วตรวจสอบสภาพทีละชิ้นว่าดีหรือชํารุด ให้สนิค้าท่ีตรวจแล้วมีสภาพดีแทนด้วย N และสินค้าท่ี
ตรวจแล้วมสีภาพชาํรุดแทนด้วย D ปริภูมิตัวอย่างท่ีให้รายละเอียดมากท่ีสุดคือ 

1S  = { N N N, N N D, N D N, N D D, D N N, D N D, D D N, D D D } 
ถ้าสนใจจํานวนสินค้าท่ีชํารุดจากสินค้าท่ีหยิบมา 3 ชิ้น ปริภูมิตัวอย่างคอื 2S  = { 0, 1, 2, 3 }       

เหตุการณ์ (Event) 

บทนิยาม 1.1.3 เหตุการณ์ (Event) คือสับเซตของปริภูมิตัวอย่าง 
จากบทนิยามจะได้ S และ  เป็นเหตุการณ์ด้วย 

ตัวอย่าง 1.1.4 ในการตรวจสภาพสินค้าตามตัวอย่าง 1.1.3 ปริภูมิตัวอย่างคือ 
S = { N N N, N N D, N D N, D N N, N D D, D N D, D D N, D D D } 
ให้ B เป็นเหตุการณ์ท่ีพบจํานวนของชํารุดมากกว่า 1 ชิ้น จะได้ B = { N D D, D N D, D D N, D D D } 
ซึ่งจะเห็นวา่ B เป็นสับเซตของ S                     

ตัวอย่าง 1.1.5 ในการตรวจสอบอายุการใช้งานของหลอดภาพโทรทัศน์  
ให้ t แทนอายุการใช้งานของหลอดภาพมีหน่วยเป็นปี  
ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { t  t  0 } 
ให้ E เป็นเหตุการณ์ท่ีหลอดภาพชํารุดก่อนครบ 5 ปี  
เพราะฉะน้ัน E = { t  0  t  5 }                    

บทนิยาม 1.1.4 เหตุการณ์ซึ่งประกอบด้วยสมาชิกของปริภูมิตัวอย่างเพียง 1 ตัว เราเรียกว่า เหตุการณ์
เชิงเดียว (simple event) 

เหตุการณ์เชิงประกอบ (compound event) คือเซตท่ีสามารถเขียนได้เป็นยูเนียน (union) ของเหตุการณ์
เชิงเดียว 

ตัวอย่าง 1.1.6 ในการหยิบไพ่ 1 ใบ จากไพ่สํารับหน่ึงซึ่งมี 52 ใบ  
ถ้าสนใจชุดของไพ่ แล้ว ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { โพดํา, โพแดง, ข้าวหลามตัด, ดอกจิก } 
ให้   A เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ได้โพแดง 
และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ได้โพแดงหรือโพดํา 
เพราะฉะน้ัน A = { โพแดง } 
B = { โพแดง }  { โพดํา } = { โพแดง, โพดํา }                 
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จากตัวอย่างข้างต้น A เป็นเหตุการณ์เชิงเดียว และ B เป็นเหตุการณ์เชิงประกอบ เพราะฉะน้ันจะเห็นว่า
เหตุการณ์เชงิประกอบก็เป็นสับเซตของปริภูมิตัวอย่างด้วย 
ข้อสังเกต จากตัวอย่าง 1.1.6 กรณีปริภูมิตัวอย่างมีสมาชิก 52 ตัว 
จะได้ปริภูมิตัวอย่าง S = { (1, โพดํา), (2, โพดํา), (3, โพดํา), (1, โพดํา), ... , (Q, ดอกจิก), (K, ดอกจิก) } 
เพราะว่าเหตุการณ์ A = { (1, โพแดง), (2, โพแดง), (3, โพแดง), ... , (J, โพแดง), (Q, โพแดง), (K, โพแดง) } 
เพราะฉะน้ันเหตุการณ์ A เป็นเหตุการณ์เชิงประกอบ  
เพราะฉะน้ันจึงใช้คาํจํากดัความของเซตเพื่อหาเหตุการณ์ในลักษณะต่าง ๆ ดังน้ี 
1. ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ ยูเนียนของเหตุการณ์ A และ B ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  
A  B คือเหตุการณ์ท่ีประกอบด้วยสมาชิกของเหตุการณ์ A หรือสมาชิกของเหตุการณ์ B หรือสมาชิกของท้ัง
สองเหตุการณ์ เช่น ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 2 คร้ัง 
ให้ A เปน็เหตุการณ์ท่ีจะได้แต้มเหมือนกันท้ังสองคร้ัง 
B เป็นเหตุการณ์ท่ีจะได้ผลรวมของแต้มมากกวา่ 10  
จะได้ A = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) } 
       B = { (5, 6), (6, 5), (6, 6) } 
       A  B = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (5, 6), (6, 5) } 
เพราะฉะน้ัน A  B เป็นเหตุการณท่ี์จะได้แต้มเหมือนกันท้ังสองคร้ัง หรือได้ผลรวมของแต้มมากกว่า 10  
2. ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ อินเตอร์เซคชัน (intersection) ของเหตุการณ์ A และ B ซึ่ง
เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ A  B คือเหตุการณ์ท่ีประกอบด้วยสมาชกิของท้ังเหตุการณ์ A และเหตุการณ์ B 
เช่น ในการสอบคัดเลือกเข้าเรียนโรงเรียนนายร้อยตํารวจ 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องเป็นชาย 
B เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องมีสัญชาติไทย  
เพราะฉะน้ันเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องเป็นชายและมสัีญชาติไทย คือ A  B 
หรือจากตัวอย่างของการทอดลูกเต๋าในข้อ 1. ข้างต้น A  B = { (6, 6) } 
เพราะฉะน้ัน A  B เป็นเหตุการณท่ี์ได้แต้มเหมือนกันและผลรวมของแต้มมากกวา่ 10 
3. ถ้า A เปน็เหตุการณท่ี์อยู่ในปริภูมิตัวอย่าง S แล้ว ส่วนเติมเต็ม (complement) ของเหตุการณ์ A เขียน
แทนด้วยสัญลักษณ์ A คือเหตุการณท่ี์ประกอบด้วยสมาชกิท่ีอยู่ในปริภูมิตัวอย่าง S แต่ไม่อยู่ในเหตุการณ์ A  
เช่น ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } 
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ท่ีจะได้แต้มอย่างน้อย 5 แล้ว A = { 5, 6 } 
เพราะฉะน้ันส่วนเติมเต็มของ A คอืเหตุการณ์ท่ีจะได้แต้มน้อยกว่า 5 เพราะฉะน้ัน A = { 1, 2, 3, 4 } 
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ข้อสังเกต A  A = S และ A  A =  
4. ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ n เหตุการณ์  

n

i = 1
 iA  คือเหตุการณ์ท่ีประกอบด้วยสมาชกิของเหตุการณ์อย่างน้อยท่ีสุดหน่ึงเหตุการณ์ในบรรดาเหตุการณ์ 

iA , i = 1, 2, ... , n  
เช่น หยิบลูกบอล 3 ลูก จากกล่องซึง่มีลูกบอลสีขาว 4 ลูก สีแดง 3 ลูก 
ถ้า 1A , 2A  และ 3A  เป็นเหตุการณ์ท่ีจะได้ลูกบอลสีขาว 1 ลูก, 2 ลูก และ 3 ลูก ตามลําดับ 
แล้วเหตุการณ์ท่ีจะหยิบลูกบอล 3 ลูก ได้สีขาวอย่างน้อย 1 ลูก คือ 1A   2A   3A  
5. ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ n เหตุการณ์  

n

i = 1
 iA  คือเหตุการณ์ท่ีประกอบด้วยสมาชกิของทุกเหตุการณ์ในบรรดาเหตุการณ์ iA , i = 1, 2, ... , n 

เช่น ในการสอบคัดเลือกเข้าเรียนโรงเรียนนายร้อยตํารวจ 
ให้ 1A  เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องเป็นชาย  
    2A  เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องมีสัญชาติไทย 
    3A  เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องมีอายุไม่เกิน 18 ปี 
    4A  เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องจบการศึกษา ม. 4 
เหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องเป็นชายสัญชาติไทยมีอายุไม่เกิน 18 ปี และจบการศึกษา ม. 4  
คือ 1A   2A   3A   4A   

บทนิยาม 1.1.5 ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ เรากล่าววา่ เหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ที่
ไม่เกิดร่วมกัน (mutually exclusive) ถ้า A  B =  

เราอาจกล่าววา่ เหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกดิร่วมกัน ถ้าเหตุการณ์ท้ังสองไม่สามารถเกิดข้ึนใน
เวลาเดียวกนั 

ตัวอย่าง 1.1.7 ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีลกูเต๋าข้ึนแต้มคู่ และ B เป็นเหตุการณท่ี์ลูกเต๋าข้ึนแต้มคี่  
เพราะฉะน้ัน A = { 2, 4, 6 } และ B = { 1, 3, 5 } เพราะฉะน้ัน A  B =  
เพราะฉะน้ัน A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกัน 
ถ้าพิจารณาจากเหตุการณ์ท้ังสอง แล้วจะเห็นวา่ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง แต้มท่ีข้ึนจะเป็นแต้ม
คู่และแต้มคี่ในเวลาเดียวกันไม่ได้ เพราะฉะน้ันเราจึงสามารถสรุปได้ว่าเหตุการณ์ท้ังสองเป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกดิ
ร่วมกนั โดยไม่จําเป็นต้องหาอินเตอร์เซคชันของเหตุการณ ์
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บทนิยาม 1.1.6 ในการทดลองท่ีทําซ้ํากัน n คร้ัง ความถ่ีสัมพัทธ์ (relative frequency) ของเหตุการณ์ A คือ  

Af  = n(A)
n

 เมื่อ n(A) คือจํานวนคร้ังท่ีเกิดเหตุการณ์ A  

คุณสมบัติท่ีสําคัญของความถ่ีสัมพัทธ์ มีดังน้ี 
1. 0  Af   1 
2. ถ้าเหตุการณ์ A เกิดข้ึนทุก ๆ คร้ังท่ีทําการทดลองซํ้ากัน n คร้ัง แล้ว Af  = 1 
3. ถ้าเหตุการณ์ A ไม่เกดิข้ึนเลย ในการทดลองซํ้ากัน n คร้ัง แล้ว Af  = 0 
4. ถ้าเหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกัน  
   และ 

  A Bf   เป็นความถ่ีสัมพทัธ์ของเหตุการณ์ A  B  
   แล้ว 

  A Bf   = Af  + Bf  
5. ถ้าทําการทดลองซํ้ากนั n คร้ัง แล้วค่าของ Af  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ n จะลู่เข้า (converge) สู่ค่าของ 
   ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A เมื่อ n มีค่ามาก 
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1.2 การนับจํานวนจุดตัวอย่าง 
การหาจาํนวนสมาชกิของปริภูมิตัวอย่าง สามารถทําได้โดยการแจงนับจากสมาชกิของปริภูมิตัวอย่าง แต่อาจไม่
สะดวกในการทํางาน ในหัวข้อน้ีเราจะหาจํานวนจุดตัวอย่าง หรือหาจาํนวนวิธีท่ีจะเกิดข้ึนได้ท้ังหมดในปริภูมิ
ตัวอย่างโดยไม่ต้องแจงสมาชิกทุกตัวของปริภูมิตัวอย่าง 

ตัวอย่าง 1.2.1 ชายคนหน่ึงต้องการเดินทางไปทัศนาจรในระหว่างวันหยุดประจําปี เขาต้องการเดินทางไปยัง
จังหวัดใดจังหวัดหน่ึงใน 4 จงัหวัด คือ สงขลา เชียงใหม่ อดุรธานี อุบลราชธานี โดยรถยนต์ หรือรถไฟ หรือ
เคร่ืองบิน จงหาวิธีต่าง ๆ กันท่ีเขาจะเลือกเดินทางไปทัศนาจรคร้ังน้ี 
วิธีทํา เพื่อความสะดวกอาจใช้แผนภาพต้นไม้ (tree diagram) ช่วยในการคดิได้ดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 
เม่ือดูจากแผนภาพต้นไม้จะมวีิธีเลือกเดินทางต่าง ๆ กัน 12 วธิี 
เราอาจจะคดิหาคําตอบส้ัน ๆ ได้ดังน้ี มีวิธีเลือกจังหวัดท่ีจะไปได้ 4 วิธ ี
ในแต่ละวิธีท่ีเลือกจังหวดัจะมีวิธีเลือกการเดินทางได้ 3 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท้ังหมดท่ีจะเลือกเดินทางไปทัศนาจร = 4  3 = 12 วิธ ี        

โดยท่ัวไปเราสรุปเป็นทฤษฎีได้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.2.1 การทํางานชิ้นหน่ึงมีข้ันตอนการทํางาน 2 ข้ันตอน 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกในการทํางานได้ 1n  วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกในการทํางานได้ 2n  วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีทํางานชิ้นน้ันเท่ากับ 1n 2n  วิธี                  
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ตัวอย่าง 1.2.2 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน จงหาจาํนวนจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่าง 
วิธีทํา ในการทอดลูกเต๋า ลูกเต๋าแต่ละลูกอาจได้แต้มต่างกันคอื 1, 2, 3, 4, 5, 6  
เพราะฉะน้ันลูกเต๋าลูกท่ีหน่ึงมีวธิีข้ึนได้ 6 วิธี ในแต่ละวิธีท่ีลูกเต๋าลูกท่ีหน่ึงข้ึน ลูกเต๋าลูกท่ี 2 ข้ึนได้ 6 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท้ังหมดท่ีลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก จะข้ึนได้ = 6  6 = 36 วิธี  
เพราะฉะน้ันจํานวนจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่าง = 36 จุด               

ขยายทฤษฎีบท 1.2.1 ใช้กับการทํางานชิ้นหน่ึงท่ีมีข้ันตอนมากกว่า 2 ข้ันตอนขึ้นไป  
จะได้ทฤษฎีท่ัวไปสําหรับคํานวณหาจํานวนวธิีท้ังหมดท่ีจะทํางาน k ข้ันตอนได้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.2.2 การทํางานชิ้นหน่ึงมีข้ันตอนการทํางาน k ข้ันตอน 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกในการทํางานได้ 1n  วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกในการทํางานได้ 2n  วิธ ี
: 
ข้ันตอนท่ี k มีทางเลือกในการทํางานได้ kn  วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีทํางานชิ้นน้ันเท่ากับ 1n 2n  ... kn  วิธี                

ตัวอย่าง 1.2.3 เมื่อโยนเหรียญ 3 อนั พร้อมกัน 1 คร้ัง จงหาจํานวนวธิีท่ีเหรียญจะข้ึน 
วิธีทํา ในการโยนเหรียญอันแรกมวีิธข้ึีนได้ 2 วิธี คือหัวหรือกอ้ย เพราะฉะน้ันเหรียญอันแรกมวีิธข้ึีนได้ 2 วิธี 
ในแต่ละวิธีท่ีเหรียญอันแรกข้ึน เหรียญอันท่ีสองจะขึ้นได้ 2 วิธ ี
ในแต่ละวิธีท่ีเหรียญอันแรกและเหรียญอันท่ีสองข้ึน เหรียญอันท่ีสามจะขึ้นได้ 2 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีเหรียญ 3 อัน จะข้ึนได้ = 2  2  2 = 8 วิธี            

หมายเหต ุโดยท่ัวไป สรุปได้ดังน้ี 
1. โยนเหรียญเท่ียงตรง n อัน พร้อมกัน 1 คร้ัง (หรือโยนเหรียญ 1 อัน n คร้ัง)  
จํานวนวธิีท่ีเหรียญจะข้ึน = n2   
2. ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง n ลูก พร้อมกัน 1 คร้ัง (หรือทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก n คร้ัง)  
จํานวนวธิีท่ีลูกเต๋าจะขึ้น = n6   
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ตัวอย่าง 1.2.4 ภัตตาคารแห่งหน่ึงจดัอาหารไว้บริการลูกค้า โดยจดัเคร่ืองด่ืม 6 ชนิด อาหารคาว 14 ชนิด 
และของหวาน 7 ชนิด จงหาจํานวนวิธีท่ีลูกค้าจะสั่งอาหารและเคร่ืองด่ืมซึ่งประกอบด้วยเคร่ืองด่ืม 1 ชนิด 
อาหารคาว 1 ชนิด และของหวาน 1 ชนิด 
วิธีทํา มีวิธีเลือกเคร่ืองด่ืมได้ 6 วิธ ี
ในแต่ละวิธีเลือกเคร่ืองด่ืม จะเลือกอาหารคาวได้ 14 วิธ ี
ในแต่ละวิธีท่ีเลือกเคร่ืองด่ืมและอาหารคาว จะเลือกของหวานได้ 7 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะเลือกส่ังเคร่ืองด่ืม อาหารคาว และของหวาน = 6  14  7 = 588 วิธี    

ตัวอย่าง 1.2.5  
ก. มีจํานวนซ่ึงประกอบด้วยเลข 3 หลักต่าง ๆ กันกี่จํานวน ซึ่งจัดจากตัวเลข 0, 1, 2, 3, 4, 5 โดยใหเ้ลขแต่ละ
ตัวใช้ได้คร้ังเดียวเท่าน้ัน 
ข. มีจํานวนกี่จํานวนตามท่ีกล่าวในข้อ ก. ท่ีเป็นจํานวนคี ่
วิธทีํา  
ก.  
ขั้นที่ 1 ตัวเลขหลักร้อยเลือกได้ 5 วธิี คือตัวหน่ึงตัวใดในเซต { 1, 2, 3, 4, 5 } 
ขั้นที่ 2 ในแต่ละวิธีท่ีจัดเลขหลักร้อย  
เลขหลักสิบจัดได้ 5 วิธีจาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขท่ีถูกใช้แล้วในขั้นท่ี 1 } 
ขั้นที่ 3 ในแต่ละวิธีท่ีจัดเลขหลักร้อย และ เลขหลักสิบ แล้วเลือกเลขหลักหน่วยได้ 4 วิธ ี
จาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขท่ีถูกใช้แล้วในขั้นท่ี 1, เลขท่ีถูกใช้แล้วในขัน้ท่ี 2 } 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะได้เลข 3 หลักต่างกัน = 5  5  4 = 100 จาํนวน 

ข.  
ขั้นที่ 1 ตัวเลขหลักหน่วยเลือกได้ 3 วิธีจาก { 1, 3, 5 } 
ขั้นที่ 2 ตัวเลขหลักร้อยเลือกได้ 4 วธิีจาก { 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขคี่ท่ีถูกใช้แล้วในขั้นท่ี 1 } 
ขั้นที่ 3 ตัวเลขหลักสิบเลือกได้ 4 วธิี 
จาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขคี่ท่ีถูกใช้แล้วในขัน้ท่ี 1, เลขท่ีถูกใช้แล้วในข้ันท่ี 2 } 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะได้เลขคี่ = 3  4  4 = 48 จํานวน            
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วิธีเรียงสับเปลี่ยน (Permutation) 
บทนิยาม 1.2.1 วิธเีรียงสับเปล่ียนคือการเรียงลําดับของบางสิ่งหรือทุกส่ิงในเซตโดยคาํนึงถึงลาํดับท่ี  

ตัวอย่างเช่น มีอักษร 3 ตัว a, b, c เรียงสับเปล่ียนคราวละ 3 ตัว  
จะได้ 6 วิธีต่างกันคือ (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a) 
ซึ่งการหาคาํตอบอาจทําได้ 2 วิธี คือ 
วิธีที่ 1 ใช้แผนภาพต้นไม้ 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2 
วิธีที่ 2 ใช้ทฤษฎีบท 1.2.2 ตําแหน่งท่ี 1 จัดได้ 3 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1 ตําแหน่งท่ี 2 จัดได้ 2 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1 และ 2 ตําแหน่งท่ี 3 จัดได้ 1 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนท้ังหมด คือ 3  2  1 = 6 วิธ ี           

กรณท่ัีวไป  
ถ้ามีของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด เรียงสับเปล่ียนคราวละ n สิ่ง  
แล้วจาํนวนวิธีท่ีจะจดัได้ท้ังหมดคือ n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1)  
และแทนด้วยสัญลักษณ์ n! ซึ่งอ่านว่า n แฟคทอเรียล (n–factorial)  

บทนิยาม 1.2.2 n แฟคทอเรียล หมายถึงผลคูณของเลขจํานวนเต็มบวก ต้ังแต่ 1 ถึง n  
เพราะฉะน้ัน n! = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1)  

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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ทฤษฎีบท 1.2.3 จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด โดยนํามาเรียงสับเปลี่ยนทีละ n ส่ิง  
มีค่าเท่ากับ n! วิธ ี
ข้อพิสูจน์ ตําแหน่งท่ี 1 จัดได้ n วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1 ตําแหน่งท่ี 2 จัดได้ (n – 1) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2 ตําแหน่งท่ี 3 จัดได้ (n – 2) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2, 3 ตําแหน่งท่ี 4 จัดได้ (n – 3) วิธ ี
 : 
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2, ... , (n – 1) ตําแหน่งท่ี n จัดได้ 1 วิธ ี
เพราะฉะน้ันวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด  
จัดทีละ n สิ่ง = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) = n! วิธี                    

ในกรณีท่ีต้องการเรียงสบัเปล่ียนของเพียงบางส่วนจากของท้ังหมด เช่น มีอักษร 4 ตัว คือ a, b, c, d นํามา
เรียงสับเปล่ียนคราวละ 2 ตัว จะได้ 12 วิธี คือ 

ab ac ad 
ba bc bd 
ca cb cd 
da db dc 

ซึ่งการหาคาํตอบอาจทําได้ 2 วิธี ดังน้ี 
วิธีที่ 1 โดยใช้แผนภาพต้นไม้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.3 
วิธีที่ 2 โดยใช้ทฤษฎีบท 1.2.1 ตําแหน่งท่ี 1 จัดได้ 4 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1 ตําแหน่งท่ี 2 จัดได้ 3 วิธ ี
เพราะฉะน้ันวิธีเรียงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวต่างกนั จัดคราวละ 2 ตัว = 4  3 = 12 วิธี           
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ทฤษฎีบท 1.2.4 จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด โดยเรียงสับเปล่ียนทีละ r สิ่ง  
เมื่อ r  n เท่ากับ n!

(n r)!
 วิธี 

ข้อพิสูจน์ ตําแหน่งท่ี 1 จัดได้ n วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1 ตําแหน่งท่ี 2 จัดได้ (n – 1) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2 ตําแหน่งท่ี 3 จัดได้ (n – 2) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2, 3 ตําแหน่งท่ี 4 จัดได้ (n – 3) วิธ ี
 : 
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหน่งท่ี 1, 2, ... , (r – 1) ตําแหน่งท่ี r จัดได้ (n – (r – 1)) วิธ ี
เพราะฉะน้ัน จํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกนัท้ังหมด นํามาเรียงสับเปล่ียนทีละ r ส่ิง 
= n(n – 1)(n – 2) ... (n – (r – 1)) 
= n(n – 1)(n – 2) ... (n – r + 1) 
= n(n 1)(n 2) ... (n r 1)(n r)(n r 1)(n r 2) ... (3)(2)(1)

(n r)(n r 1)(n r 2) ... (3)(2)(1)
        

    
 

= n!
(n r)!

                          

ข้อตกลง ใช้สัญลักษณ์ n
rP  หรือ nPr หรือ r(n)  หรือ P(n, r) หรือ n, rP  แทนจํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ 

n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด เรียงสับเปล่ียนทีละ r สิ่ง 
n

rP  = n(n – 1)(n – 2) ... (n – r + 1) = n!
(n r)!

 
n

nP  = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) = n!  
จาก n

rP  = n!
(n r)!

 เพราะฉะน้ัน n
nP  = n!

(n n)!
 = n!

0!
 

แต่ n
nP  = n! เพราะฉะน้ัน n! = n!

0!
 ซึ่งจะเปน็ได้ ก็ต่อเม่ือ 0! = 1 

บทนิยาม 1.2.3 กําหนดค่า 0! = 1 

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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ตัวอย่าง 1.2.6 จงหาจํานวนวิธีท่ีจะจบัสลากรางวัลท่ี 1 และรางวัลท่ี 2 จากสลาก 20 ใบ  
วิธีทํา แบบท่ี 1 จํานวนวิธีจบัสลาก 2 ใบ จาก 20 ใบ เพื่อให้ได้รางวัลท่ี 1 และรางวลัท่ี 2 คือ 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกเพื่อให้ได้รางวัลท่ี 1 ทําได้ 20 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกเพื่อให้ได้รางวัลท่ี 2 ทําได้ 19 วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีจบัสลากเท่ากับ (20)(19) = 380 วิธี  

แบบที่ 2 จํานวนวิธีจับสลาก 2 ใบ จาก 20 ใบ เพื่อให้ได้รางวัลท่ี 1 และรางวัลท่ี 2 โดยใช้สูตร 20
2P  

จํานวนวธิีจบัสลาก = 20
2P  = 20!

(20 2)!
 = 20!

18!
 = (18!)(19)(20)

18!
 = (19)(20) = 380 วิธ ี      

ตัวอย่าง 1.2.7 ในการสัมมนาครูสอนคณิตศาสตร์ซึ่งจัดโดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยจัดให้มี 5 วนั 
คือวันจันทร์ถึงวันศุกร์สัปดาห์แรกของเดือนเมษายน สมาคมเชญิผู้ทรงคุณวฒุิ 3 คน มาบรรยายโดยให้บรรยาย
คนละวัน ถ้าผู้ทรงคุณวฒุท้ัิงสามคนวา่งท้ัง 5 วันน้ัน จงหาจํานวนวิธีท่ีจะจดัวันสําหรับผู้ทรงคุณวฒุิท้ังสามคน 
วิธีทํา แบบท่ี 1 
ขั้นที่ 1 ผู้ทรงคณุวฒุคินท่ี 1 เลือกวันได้ 5 วัน (จันทร์ถึงศุกร์ของสัปดาห์) 
ขั้นที่ 2 ผู้ทรงคุณวฒุคินท่ี 2 เลือกวันได้ 4 วัน  
ขั้นที่ 3 ผู้ทรงคุณวฒุคินท่ี 3 เลือกวันได้ 3 วัน  
จํานวนวธิีท่ีจะจดัวันใหผู้้ทรงคุณวฒุท้ัิงสามคน = 5  4  3 = 60 วิธ ี 
แบบที่ 2 พิจารณาการนับเป็นการเรียงสับเปล่ียนของ 3 สิ่ง (ผู้ทรงคุณวฒุิ) จาก 5 สิง่ซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด 
จํานวนวธิีท่ีจะจดัวันใหผู้้ทรงคุณวฒุท้ัิงสามคน = 5

3P  = 5!
(5 3)!

 = 5!
2!

 = 5  4  3 = 60 วิธ ี    

ตัวอย่าง 1.2.8 ก. จงหาจํานวนวิธท่ีีจะจดัให้นักเรียน 5 คน เข้าแถวเพื่อข้ึนรถโรงเรียน 
ข. จากข้อ ก. ถ้ามีนักเรียนสองคนไม่ยอมยืนชิดกัน จงหาว่าจะจัดได้กี่วิธ ี
วิธีทํา  
ก. จํานวนวธิีท่ีนักเรียน 5 คน จะเข้าแถว = 5! = 120 วิธ ี

ข. ถ้าจัดใหนั้กเรียน 2 คนน้ันยืนชิดกัน มีวิธีเข้าแถวได้ 2  4! วิธ ี
เพราะว่าวธิท่ีีนักเรียนท้ัง 5 คน จะเข้าแถว = 5! วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีนักเรียน 5 คน จะเข้าแถวโดยท่ีนักเรียน 2 คนน้ันไม่ยอมยืนชิดกัน  
= 5! – 2(4!)  
= 4!(5 – 2)  
= 72 วิธ ี                          
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วิธีเรียงสับเปล่ียนท่ีกล่าวมาแล้ว เป็นการเรียงสับเปล่ียนในแนวตรง ถ้าต้องการเรียงสับเปล่ียนเป็นวงกลม 
จํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนจะต่างจากการจัดเป็นแนวตรง เช่นจัดให้ 4 คนน่ังเรียงแถวจะจัดได้ท้ังหมด 4! = 24 
วิธี แต่ถ้าจัดเป็นวงกลมเช่นน่ังรอบโต๊ะกลมซ่ึงมี 4 ท่ีน่ัง จํานวนวิธีเรียงสบัเปล่ียนจะลดลงท้ังน้ีเพราะการจัดเป็น
วงกลมน้ัน ถ้าให้แต่ละคนเล่ือนตําแหน่งท่ีน่ังไป 1 ท่ี ก็ยังคงถือว่าเป็นวธิเีดิมอยู่ มิใช่วิธีใหม่ ดังรูปท่ี 1.4 และรูป
ท่ี 1.5 ซึ่งในเร่ืองของการเรียงสับเปล่ียนเป็นวงกลมถือว่าไม่แตกต่างกัน 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.4      รูปที่ 1.5 

การที่จะถือว่าเป็นวธิีแตกต่างกัน จะต้องเป็นดังรูปท่ี 1.6 และรูปท่ี 1.7 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.6      รูปที่ 1.7 

กล่าวคอืจากรูปท่ี 1.7 ถ้าดูในทิศทางตามเข็มนาฬิกา ข ไม่ได้อยู่ถัดจาก ก หรือถ้าดูในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ง 
ไม่ได้อยู่ถัดจาก ก เหมือนท่ีเป็นไปในรูปท่ี 1.6  

ในการคิดวิธเีรียงสับเปล่ียนแบบวงกลม มีหลักอยู่ว่าจะต้องให้สิ่งหน่ึงสิง่ใดอยู่กับท่ี แล้วเรียงสับเปล่ียนสิ่งของท่ี
เหลือ เช่น ให้ ก น่ังอยู่ในตําแหน่งใดตําแหน่งหน่ึง แล้วจัดเรียงสับเปล่ียนคนท่ีเหลือคือ ข, ค และ ง จะได้วธิี
ต่างกัน 3! หรือ 6 วิธ ี
เพราะฉะนั้นในการเรียงสับเปล่ียนสิ่งของ n ส่ิงเป็นวงกลม เมื่อให้ของส่ิงหน่ึงอยู่กบัท่ี ณ ตําแหน่งใดตําแหน่ง
หน่ึงแล้วของท่ีเหลือ n – 1 สิ่ง จะจดัเรียงสับเปล่ียนได้ (n – 1)! วิธ ี
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ทฤษฎีบท 1.2.5  
จํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนแบบวงกลมของ n ส่ิงซึ่งแตกต่างกนัท้ังหมด มีค่าเท่ากับ (n – 1)! วิธ ี

ตัวอย่าง 1.2.9  
ก. จงหาจาํนวนวิธีท่ีจะจดัหญิง 4 คน และชาย 4 คน ให้น่ังรอบโต๊ะกลม 
ข. จากข้อ ก. มีกี่วิธีท่ีชายและหญิงจะนั่งสลับท่ีกัน 
วิธีทํา  
ก. จํานวนวธิีเรียงสับเปลี่ยนคน 8 คน ให้น่ังรอบโต๊ะกลม = (8 – 1)! = 7! = 5040 วิธ ี
ข. การหาจาํนวนวิธีท่ีชายและหญิงจะนั่งสลับท่ีกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ขั้นที่ 1 ให้ชาย 4 คนเข้าไปน่ังในแนววงกลม (ท่ีน่ังสีแดง) จัดได้ (4 – 1)! = 3! วิธ ี
ขั้นที่ 2 ให้หญิง 4 คนเข้าไปน่ัง (ท่ีน่ังสีเขียว) จัดได้ 4! วิธี  
หมายเหตุ เพราะว่ามีชาย 4 คนน่ังอยู่ในวงกลมแล้ว เม่ือหญิง 4 คนเข้าไปนั่งจึงมีวธิีท่ีแตกต่างกัน 4! วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนชาย 4 คน และหญิง 4 คน น่ังสลับท่ีเป็นวงกลม = 3!  4! = 144 วิธี  
                            
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วิธีเรียงสับเปลี่ยนของ n สิ่งซึ่งไม่ต่างกันทั้งหมด 
เมื่อพิจารณาการจัดอกัษรเรียงสับเปล่ียนทีละ 3 ตัว คือ a, b, c เรียงสับเปล่ียนทีละ 3 ตัว จะได้ 6 วิธี ดังน้ี 
(a, b, c), (b, c, a), (c, a, b), (a, c, b), (b, a, c), (c, b, a) 
ถ้า b และ c เหมือนกัน แล้ว สมมติให้ a และ b เป็น x เพราะฉะนั้น 6 วิธีท่ีจัดได้คร้ังแรกจะกลายเป็น 
(a, x, x), (x, x, a), (x, a, x), (a, x, x), (x, a, x), (x, x, a) 
มีเพียง 3 วิธท่ีีแตกต่างกนั คือ (a, x, x), (x, x, a), (x, a, x) ซึ่งคํานวณหาคาํตอบได้ดังน้ี 
ให้ P เป็นจํานวนวิธีท่ีจัดได้ 
ถ้า b และ c ไม่เหมือนกนั แล้วในแต่ละวิธีท่ีจัด (ซึ่งมี P วิธ)ี สามารถสลับท่ี b และ c ได้อีก 2! วิธี  
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนสําหรับกรณีดังกล่าวคอื P  2! วิธี 
แต่จัดของ 3 สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมดทําได้ 3! วธิี เพราะฉะน้ัน 2!  P = 3! เพราะฉะนั้น P = 3!

2!
  

ในกรณีท่ีอักษร 4 ตัวซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด จะจดัได้ 4! = 24 วิธี  
ถ้าให้ a และ b คือ x และให้ c และ d คือ y แล้วจะเหลือวธิีเรียงสับเปลี่ยนท่ีแตกต่างกันเพียง 6 วิธี ดังน้ี 
(x, x, y, y), (x, y, x, y), (y, x, x, y), (y, y, x, x), (x, y, y, x) และ (y, x, y, x) 
ซึ่งคํานวณหาคําตอบได้ดังน้ี ให้ P เป็นจํานวนวธิีท่ีจัดได้ 
เพราะว่า  ถ้า a และ b ไม่เหมือนกนั แล้วในแต่ละวิธีท่ีจัดได้ (ซึ่งมี P วิธ)ี สามารถสลับท่ีได้ 2! วิธ ี
และ       ถ้า c และ b ไม่เหมือนกนั แล้วในแต่ละวิธีท่ีจัดได้ (ซึ่งมี P วิธ)ี สามารถสลับท่ีได้ 2! วิธ ี 
เพราะฉะน้ัน ถ้า a, b, c, d ไม่เหมือนกันท้ัง 4 ตัว แล้วจะจัดได้ P  2!  2! วิธ ี
แต่การจัดของ 4 สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมดสามารถจัดได้ 4! วิธี เพราะฉะน้ัน P  2!  2! = 4!  
เพราะฉะน้ัน P = 4!

2! 2!
 = 6 

ในทํานองเดียวกัน (a, a, a, b, b, b) เรียงสับเปล่ียนได้ 6!
3! 3!

 = 20 วิธี  

ทฤษฎีบท 1.2.6 การเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่ง ซึ่งมีการซ้ํากนั k ชนิด โดยท่ี 
ชนิดท่ี 1 มี 1n  สิ่งท่ีเหมือนกัน  
ชนิดท่ี 2 มี 2n  สิ่งท่ีเหมือนกัน 
: 
ชนิดท่ี k มี kn  ส่ิงท่ีเหมือนกัน จะได้จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนเท่ากับ 

1 2 3 k

n!
n ! n ! n ! ... n !

 วิธ ี

ตัวอย่าง 1.2.10 จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจดัหลอดไฟสีแดง 3 หลอด สีเหลือง 4 หลอด และสีนํ้าเงิน 2 หลอด เพื่อ
ประดับร้ัว ถ้าสายไฟมีข้ัวสําหรับใสห่ลอดอยู่ 9 อัน 
วิธีทํา จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนท่ีแตกต่างกัน = 9!

3! 4! 2!
  = 1260 วธิี            
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การจัดหมู่ (Combination) 
บทนิยาม 1.2.3 การจัดหมู่ของเซตของส่ิงของ คอืการหาสับเซตใด ๆ ของเซต โดยไม่คํานึงถึงลําดับท่ีในสับเซต
น้ัน จํานวนวิธีจัดหมู่ของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด จัดทีละ r ส่ิง คือจํานวนสับเซตท่ีได้จากเซตของ n สิ่ง แต่
ละสับเซตประกอบด้วยของ r ส่ิงซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด เช่น มีเซต { a, b, c }  
สับเซตท่ีมีสมาชิก 2 ตัว คือ { a, b }, { a, c }, { b, c } 
เพราะฉะน้ันถ้ามีอักษร a, b, c เลือกมาทีละ 2 ตัว จะได้ 3 วธิี ดังน้ี { a, b }, { a, c }, { b, c } 
เมื่อนํามาเรียงสับเปล่ียนจะได้ว่าแต่ละวิธีท่ีจัดหมู่หรือเลือกมาสามารถนํามาสลับท่ีได้อีก 2! วิธี  
เพราะฉะน้ันจะจัดได้ 6 วธิี ดังน้ี ab, ac, bc, ba, ca, cb 

ในการหาสูตรการเลือกของ r สิ่ง จาก n สิ่ง ทําได้ดังน้ี  
ให้  n

r เป็นจํานวนวิธีเลือกของ r สิ่งจาก n สิ่งซึ่งแตกต่างกัน 

ในแต่ละวิธีท่ีเลือกมาเมือ่นํามาเรียงสับเปล่ียนจะทําได้ r! วิธ ี 
เพราะฉะน้ัน  n

r r! = จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมดโดยเรียงสับเปล่ียนทีละ r สิ่ง  

                        = r
n P  

เพราะฉะน้ัน  n
r  = 

n
rP

r!
 = n!

r! (n r)!
  

หมายเหตุ สญัลักษณ์  n
r  ในตําราบางเลม่อาจแทนด้วย n

rC  หรือ nCr หรือ C(n, r) 

ทฤษฎีบท 1.2.7 จํานวนวิธีจัดหมู่ของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด จัดหมู่ทีละ r ส่ิง คือ  n
r  = n!

r! (n r)!
 วิธ ี

ทฤษฎีบทประกอบ 1.2.8 จํานวนวธิีจัดหมู่ของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด จัดหมู่ทีละ n – r ส่ิง จะเท่ากับ
จํานวนวธิีจดัหมู่ของทีละ r สิ่ง คือ  n

n r  = n!
r! (n r)!

 =  n
r  วิธ ี

ตัวอย่างเช่น  9
5  =  9

4  = 126 และ  50
5  =  50

45  = 2118760 

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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ตัวอย่าง 1.2.11 มีกี่วิธีในการเลือกกรรมการ 3 คน จากคู่สามีภรรยา 4 คู่  
ก. ถ้าทุก ๆ คนมีโอกาสได้รับเลือกเท่ากัน 
ข. ถ้ากรรมการต้องประกอบด้วยหญิง 2 คน ชาย 1 คน 
ค. ถ้าเลือกท้ังสามีภรรยาจากคู่สมรสเดียวกันเป็นกรรมการท้ัง 2 คนพร้อมกันไม่ได้ 
วิธีทํา  
ก. จํานวนวธิีเลือกกรรมการ =  8

3  = 8!
3! 5!

 = (8)(7)(6)
(3)(2)(1)

 = 56 วิธ ี

ข. ขั้นที่ 1 จํานวนวิธีท่ีจะเลือกผู้หญิง 2 คน =  4
2  วิธ ี

ขั้นที่ 2 แต่ละวิธีท่ีเลือกผู้หญิง เลือกผู้ชาย 1 คน ได้ =  4
1  วิธ ี

เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะเลือกผู้หญิง 2 คน ผู้ชาย 1 คน เป็นกรรมการ =  4
2  4

1  = (6)(4) = 24 วิธ ี

ค. ขั้นที่ 1 เพราะว่าท้ังสามีและภรรยาจากคู่เดียวกันเป็นกรรมการไมไ่ด้  
เพราะฉะน้ันจึงเลือกคู่สมรส 3 คู่ จากคู่สมรสท้ังหมด 4 คู่ ทําได้  4

3  วิธ ี

ขั้นที่ 2 หลังจากเลือกคูส่มรส 3 คู่ในข้ันท่ี 1 คู่สมรสคู่ท่ีหน่ึงท่ีเลือกมาจะเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการ
ได้อีก 2 วิธี คือเลือกสามีหรือภรรยา  
ขั้นที่ 3 คู่สมรสคู่ท่ีสองเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการได้อีก 2 วิธ ี 
ขั้นที่ 4 คู่สมรสคู่ท่ีสามเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการได้อีก 2 วิธ ี
เพราะฉะน้ัน จํานวนวธิท่ีีจะเลือกกรรมการเม่ือท้ังสามีและภรรยาจากคู่เดียวกันเป็นกรรมการท้ังสองคนพร้อม
กันไม่ได้คือ  4

3 (2)(2)(2) = 32 วิธ ี                    
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การแบ่งกลุ่ม (Partitioning) 
ถ้าต้องการหาจํานวนของการแบ่งเซตท่ีมีของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด ออกเป็น r สับเซต ซึ่งเรียกว่ากลุ่ม 
เราไม่ถือว่า ลําดับในแต่ละกลุ่มมีความสําคัญ เช่น ต้องการแบ่งเซต { a, b, c } เป็น 2 กลุ่ม ให้กลุ่มแรกมี
จํานวนสมาชกิเป็น 2 กลุ่มท่ีสองมีจํานวนสมาชกิเป็น 1 จะได้วิธีแบง่กลุ่มต่าง ๆ กันคือ 
{ a, b }, { c } 
{ a, c }, { b } 
{ b, c }, { a } 
การหาจาํนวนวิธีแบ่งกลุม่ทําได้ดังน้ี ให้จํานวนวธิท่ีีแบ่งกลุ่มแทนด้วยสัญลักษณ์  3

2 , 1   

การหาจาํนวนวิธีแบ่งกลุ่มเหมือนกับเลือกของมา 2 สิ่ง จาก 3 สิ่ง  
เพราะฉะน้ันกลุ่มท่ีเหลือจะมี 1 สิ่ง จาํนวนวิธแีบง่กลุ่ม = 3!

2! 1!
 = 3 วิธ ี 

เพราะฉะน้ัน  3
2 , 1  = 3!

2! 1!
 = 3 วิธ ี

โดยท่ัวไปการแบ่งกลุ่มของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด เป็น 2 กลุ่ม  
กลุ่มแรกมี 1n  สิ่ง  
กลุ่มท่ีสองมี 2n  ส่ิง และ 1n   2n  จะได้จํานวนวิธีแบง่กลุ่ม = 

1 2

n
n  , n
 
 
 

 = 
!n !n

!n

21
 วิธ ี

หมายเหตุ กรณี 1n  = 2n  เช่นต้องการแบง่ { a, b, c, d } ออกเปน็ 2 กลุ่ม กลุ่มละ 2 เท่ากัน แบ่งได้ดังน้ี 

วิธีท่ี    
1 a, b c, d 
2 a, c b, d 
3 a, d b, c 
4 b, c a, d 
5 d, b a, c 
6 c, d a, b 

จะเห็นได้ว่าการแบ่งของโดยวิธีท่ี 1 เหมือนกับวธิีท่ี 6 คือได้ผลเหมือนกนั กลุ่มหน่ึงมี a b อีกกลุ่มหน่ึงมี c d 
เพราะฉะน้ัน วิธีท่ี 1 และวิธีท่ี 6 จึงนับเป็นวิธีเดียวกัน และจะเห็นอีกว่า วิธีท่ี 2 และวิธีท่ี 5 เป็นวิธีเดียวกัน วิธี
ท่ี 3 และวิธท่ีี 4 เป็นวิธีเดียวกัน จึงสรุปว่ามีวธิีแบ่งกลุ่มท่ีแตกต่างกัน 3 วิธีเท่าน้ัน 
จํานวนวธิีท่ีซ้ํากันดังกล่าวเกิดจาก 2 กลุ่มท่ีมีจํานวนส่ิงของเท่ากัน สลับท่ีกันได้ 2! วิธี แต่การสลับท่ีน้ีไม่ทําให้
เกิดวิธีใหม่ เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 6

2!
 = 4!

2! 2! 2!
 = 3 วิธ ี
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เพราะฉะน้ัน ถ้ามีของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมดและต้องการแบ่งกลุ่มเปน็ 2 กลุ่ม กลุ่มละ 1n  สิ่งเท่ากัน  
แล้วจาํนวนวิธีแบง่กลุ่ม = 

  1 1

n!
n ! n ! (2!)

 วิธ ี

การแบ่งกลุ่มของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกนัท้ังหมดเป็น 3 กลุ่ม  
กลุ่มท่ีหน่ึงม ี 1n  ส่ิง  
กลุ่มท่ีสองมี 2n  ส่ิง  
กลุ่มท่ีสามมี 3n  ส่ิง  
และ 1n   2n , 1n   3n , 3n   2n  ทําได้ดังน้ี 
ขั้นที่ 1 แบ่งกลุ่มของ n สิ่ง เป็น 2 กลุ่ม กลุ่มท่ีหน่ึงมีของ 1n  ส่ิง กลุ่มท่ีสองมี 2n  + 3n  สิ่ง  
จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 

1 2 3

n!
n ! (n  + n )!

 วิธ ี

ขั้นที่ 2 แบ่งกลุ่มของ 2n  + 3n  สิ่ง เป็น 2 กลุ่ม กลุ่มละ 2n  สิ่ง และ 3n  สิ่ง  

จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 2 3

2 3

(n  + n )!

n ! n !
 วิธ ี

เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีแบ่งกลุ่มของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมด เป็น 3 กลุ่ม กลุ่มแรกมี 1n  ส่ิง กลุ่มท่ีสองมี 

2n  สิ่ง กลุ่มท่ีสามมี 3n  สิ่ง มีจาํนวนวิธีเท่ากับ = 
1 2 3

n!
n ! (n  + n )!

2 3

2 3

(n  + n )!

n ! n !
 = 

1 2 3

n!
n ! n ! n !

 วธิี 

โดยท่ัวไปจะได้เป็นทฤษฎีดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.2.9 จํานวนวิธีแบง่กลุ่มของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกันท้ังหมดเป็น r กลุ่ม  
กลุ่มท่ีหน่ึงม ี 1n  ส่ิง  
กลุ่มท่ีสองมี 2n  ส่ิง 
: 
กลุ่มท่ี r มี rn  ส่ิง  
เมื่อ 1n  + 2n  + ... + rn  = n และ in   jn  ทุกคา่ของ i  j  
จะได้จํานวนวิธีแบง่กลุ่มเท่ากับ 

1 2 r

n
n  , n  , ... , n
 
 
 

 = 
1 2 r

n!
n ! n ! ... n !

 วิธี 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.2.10 จํานวนวิธีแบง่กลุ่มของ n ส่ิงซึ่งแตกต่างกนัท้ังหมด ออกเป็น k กลุ่ม กลุ่มละ 1n  
สิ่ง เป็นจํานวน 1k  กลุ่ม กลุ่มละ 2n  สิ่ง เป็นจํานวน 2k  กลุ่ม กลุ่มละ 3n  ส่ิง เป็นจาํนวน 3k  กลุ่ม ... กลุ่ม
ละ rn  ส่ิง rk  กลุ่ม มีจํานวนวธิีเท่ากับ 

k k k1 2 2
1 2 r 1 2 r

n!

(n !) (n !)  ... (n !) (k !)(k !) ... (k !)
 วิธ ี 

เมื่อ n = 1k 1n   + 2k 2n  + ... + rk rn  และ k = 1k  + 2k  + ... + rk  

in   jn  ทุกค่าของ i  j ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , r และ j = 1, 2, 3, ... , r 
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ตัวอย่าง 1.2.12 จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจดัให้เด็กนักเรียน 10 คน น่ังรถยนต์ 3 คัน ถ้ารถยนต์แต่ละคันมีท่ีว่าง
สําหรับเด็ก 5 คน 3 คน และ 2 คน ตามลําดับ 
วิธีทํา จํานวนวิธีท่ีแบ่งกลุ่มเด็ก 10 คน เป็น 3 กลุ่ม ให้ข้ึนรถท่ีมีท่ีว่างสําหรับเด็ก 5 คน 3 คน และ 2 คน 
 = 10!

3! 5! 2!
 = 2520 วิธ ี                      

ตัวอย่าง 1.2.13 ก. จงหาจาํนวนวธิีท่ีจะแบ่งดินสอ 12 แท่งแตกต่างกนัเป็น 4 มัด มัดละเท่า ๆ กัน 
ข. จงหาจํานวนวิธีท่ีจะแจกดินสอ 12 แท่งแตกต่างกันให้เด็ก 4 คน คนละเท่า ๆ กัน 
วิธีทํา ก. จํานวนวิธีแบง่กลุ่ม = 12!

3! 3! 3! 3! 4!
 = 15400 วิธ ี

ข. ใน 1 วิธี ท่ีแบ่งสามารถแจกให้เด็ก 4 คน ได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะแจกดินสอ 12 แท่งแตกต่างกันให้เด็ก 4 คน ๆ ละเท่า ๆ กัน 
 = ( 12!

3! 3! 3! 3! 4!
)(4!) = 369600 วิธ ี                    

ตัวอย่าง 1.2.14 จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจดัผู้เข้าสัมมนาคณิตศาสตร์ซึ่งเปน็ชาย 7 คน เข้าพักในโรงแรมแห่งหน่ึง
ซึ่งมีห้องว่าง 3 ห้อง เป็นห้องคู่ 2 ห้อง และห้อง 3 คน อีก 1 ห้อง 
วิธีทํา ขั้นที่ 1 แบ่ง 7 คน เป็น 3 กลุ่ม กลุ่มละ 3, 2, 2 ทําได้ = 7!

3! 2! 2! 2!
 วิธี  

ขั้นที่ 2 ในแต่ละวิธีแบ่งกลุ่มจัดให้ 3 คนพักห้องสําหรับ 3 คนได้ 1 วิธ ี
ขั้นที่ 3 ในแต่ละวิธีแบ่งกลุ่มจัดให้ 2 กลุ่ม กลุ่มละ 2 คนเข้าพัก 2 ห้องได้ 2! วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะจดัให้ 7 คน เข้าพัก 3 ห้อง = 7!

3! 2! 2! 2!
 (1)(2!) = 210 วิธ ี      

สูตรท่ัวไปของการเรียงสับเปล่ียน หรือการจัดหมู่ของของ n ส่ิง จัดคราวละ r สิ่ง ท่ีกล่าวถึงข้างต้นน้ัน ของ
ท้ังหมดจะต้องต่างกัน ในกรณีท่ีของ n สิ่งไม่แตกต่างกันท้ังหมด อาจทําได้โดยวธิเีดียวกับตัวอย่าง 1.2.15 

ตัวอย่าง 1.2.15 จงหาจํานวนวธิ ี 
ก. เลือกอักษร 4 ตัวจากอักษรของคําวา่ “statistics” 
ข. เรียงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวจากอกัษรของคําวา่ “statistics” 
วิธีทํา คํา “statistics” มีอักษร 10 ตัว แบ่งเป็นพวก ๆ ดังน้ี (s, s, s ) ; ( t, t, t ) ; ( i, i ) ; a และ c 
ก. ในการเลือกอักษรมา 4 ตัว จําแนกได้เป็น 4 กรณ ีดังน้ี 
กรณีที่ 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกันน้ัน (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน และอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซ้ํากันเป็นคู ่2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน 
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การนับจํานวนวิธีแต่ละกรณี 
กรณีที่ 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกันน้ัน (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
เช่น { s, s, s, o }, { s, s, s, i } , { t, t, t, s } 
ขั้นที่ 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซ้ํา 3 ตัวได้ 2 วิธี คือ s 3 ตัว หรือ t 3 ตัว 
ขั้นที่ 2 เลือกชนิดอักษร 1 ตัว ท่ีต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้ 4 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 3 ตัวเหมือนกันและอีก 1 ตัวต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกัน = (2)(4) = 8 วิธี 

กรณีที่ 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซ้ํากันเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกนั)  
เช่น { s, s, t, t }, { s, s, i, i }, {t, t, i, i } 
เลือกชนิดอักษร 2 ชนิด ทําได้  3

2  = 3 วิธี คือ { s, t } หรือ { s, i } หรือ { t, i } 

เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน = 3 

กรณีที่ 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) เช่น { s, s, t, i }, { i, i, a, c } 
ขั้นที่ 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซ้ํา 2 ตัวได้ 3 วิธี คือ s 2 ตัว หรือ t 2 ตัว หรือ i 2 ตัว 
ขั้นที่ 2 เลือกชนิดอักษร 2 ตัวต่างกนัและต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้  4

2  = 6 วิธ ี

เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (3)(6) = 18 วิธ ี

กรณีที่ 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน  
เลือกอักษรต่างกัน 4 ตัว จากชนิดอกัษร s, t, i, a, c ทําได้  5

4  = 5 วิธ ี

เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท้ังหมดท่ีเลือกอักษรจาก 4 กรณีทําได้ = 8 + 3 + 18 + 5 = 34 วิธ ี

ข. การหาจาํนวนวิธีเรียงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวท่ีเลือกมาจาํแนกเป็น 4 กรณี ดังน้ี 
กรณีที่ 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกันน้ัน (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน และอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซ้ํากันเป็นคู ่2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) 
กรณีที่ 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน 
การนับจํานวนวิธีแต่ละกรณี 
กรณีที่ 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกันน้ัน (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
เช่น ssso, ssos, soss, osss, ttta, ttat, tatt, attt, ... 
ขั้นที่ 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซ้ํา 3 ตัวได้ 2 วิธี คือ s 3 ตัว หรือ t 3 ตัว 
ขั้นที่ 2 เลือกชนิดอักษร 1 ตัว ท่ีต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้ 4 วิธ ี
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ขั้นที่ 3 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสบัเปล่ียนซึ่งทําได้ 4!
3! 1!

 = 4 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนอักษร 3 ตัวเหมือนกันและอีก 1 ตัวต่างจาก 3 ตัวท่ีเหมือนกัน  
ทําได้ = (2)(4)(4) = 32 วิธ ี
กรณีที่ 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซ้ํากันเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกนั)  
เช่น sstt, stts, ttss, stst, tsts, tsst, ... 
ขั้นที่ 1 เลือกชนิดอักษร 2 ชนิด ทําได้  3

2  = 3 วิธี คือ { s, t } หรือ { s, i } หรือ { t, i } 

ขั้นที่ 2 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสบัเปล่ียนซึ่งทําได้ 4!
2! 2!

 = 6 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนอักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกนัทําได้ (3)(6) = 18 วิธ ี
กรณีที่ 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกันแต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) เช่น ssti, ssit, stis, sits, itss, 
tiss 
ขั้นที่ 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซ้ํา 2 ตัวได้ 3 วิธี คือ s 2 ตัว หรือ t 2 ตัว หรือ i 2 ตัว 
ขั้นที่ 2 เลือกชนิดอักษร 2 ตัวต่างกนัและต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้  4

2  = 6 วิธ ี

ขั้นที่ 3 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสบัเปล่ียนซึ่งทําได้ 4!
2! 1! 1!

 = 12 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนอักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกันทําได้ (3)(6)(12) = 216 วิธ ี
กรณีที่ 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน  
ขั้นที่ 1 เลือกอักษรต่างกัน 4 ตัว จากชนิดอักษร s, t, i, a, c ทําได้  5

4  = 5 วิธ ี

ขั้นที่ 2 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสบัเปล่ียนซึ่งทําได้ 4! = 24 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนอักษรท้ัง 4 ตัวต่างกันทําได้ (5)(24) = 120 วธิี 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนอักษรจาก 4 กรณทํีาได้ = 32 + 18 + 216 + 120 = 386 วธิี   
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1.3 ความน่าจะเป็น (Probability) 
ในกรณีปริภูมิตัวอย่าง S เป็นเซตจํากัดท่ีสมาชิกทุกตัวมีโอกาสเกิดเท่ากนั และ A เป็นเหตุการณ์ เรากําหนดค่า
ความน่าจะเป็น P(A) = n(A)

n(S)
  

ในกรณีปริภูมิตัวอย่าง S เป็นเซตจํากัดท่ีสมาชิกบางตัวมีโอกาสเกิดไมเ่ท่ากัน เราจะกําหนดคา่ของ “นํ้าหนัก” 
(weight) ให้แก่ทุก ๆ จุดตัวอย่าง ซึ่งผลบวกของนํ้าหนักเหล่าน้ีมีค่าเท่ากับ 1 ถ้าเรามีเหตุผลท่ีจะเชื่อได้ว่า จดุ
ตัวอย่างอันหน่ึงอันใดมีโอกาสเกิดข้ึนอย่างแน่นอนในการทดลอง คา่นํ้าหนักสาํหรับจุดตัวอย่างน้ันควรมคี่า
เท่ากับ 1 ในกรณีตรงข้าม ค่านํ้าหนักท่ีมีค่าใกล้ 0 จะถูกกําหนดใหสํ้าหรับจุดตัวอย่างท่ีเกิดข้ึนได้ยาก หรือ
เกิดข้ึนน้อยมาก  
ในการทดลองท่ัว ๆ ไป เช่น การโยนเหรียญเท่ียงตรงหรือทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง จุดตัวอย่างท้ังหมดมีโอกาส
เกิดข้ึนเท่า ๆ กัน จะได้รับการกําหนดค่านํ้าหนักให้มีค่าเท่า ๆ กัน สําหรับกรณท่ีีจุดตัวอย่างอยู่นอกปริภูมิ
ตัวอย่าง เชน่ เหตุการณ์เชิงเดียวซึ่งไม่สามารถเกดิข้ึนได้ เรากําหนดคา่นํ้าหนักให้มคีา่เป็น 0  
ในการหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ใด ๆ สมมติว่าเปน็เหตุการณ ์ A เราบวกคา่นํ้าหนักท้ังหมดของจุด
ตัวอย่างในเหตุการณ์ A น้ัน ผลบวกน้ีเรียกว่า ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
P(A) เพราะฉะน้ันความน่าจะเป็นของเซตวา่งคอื P() เท่ากับ 0 และความน่าจะเป็นของปริภูมิตัวอย่าง S 
เท่ากับ 1  

บทนิยาม 1.3.1 ให้ S เป็นปริภูมิตัวอย่าง และ A เป็นเหตุการณ์ใด ๆ  
ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A คือผลบวกของน้ําหนักของทุก ๆ จุดตัวอย่าง ในเหตุการณ์ A  
เพราะฉะน้ัน 0  P(A)  1, P() = 0 และ P(S) = 1 

ตัวอย่าง 1.3.1 โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 2 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีเหรียญจะข้ึนหัวอย่างน้อยหน่ึงคร้ัง 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างสําหรับการทดลองน้ี คือ S = { H H, H T, T H, T T } 
เพราะว่าเหรียญเท่ียงตรง เพราะฉะน้ันผลลัพธ์ท่ีเกิดข้ึนแต่ละวิธีมีโอกาสเกิดข้ึนเท่า ๆ กัน  
เพราะฉะน้ันเรากําหนดนํ้าหนัก “w” ให้แก่แต่ละจุดตัวอย่าง  
เพราะว่าผลรวมของนํ้าหนักของจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่างเท่ากับ 1  
เพราะฉะน้ัน w + w + w + w = 1  
เพราะฉะน้ัน w = 

4
1  

ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีเหรียญข้ึนหัวอย่างน้อย 1 คร้ัง เพราะฉะน้ัน A = { H H, H T, T H } 
เพราะฉะน้ัน P(A) = 3w = 

4
3                          
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ตัวอย่าง 1.3.2 ลูกเต๋าลูกหน่ึงถูกถ่วงนํ้าหนักโดยทําให้แต้มคู่มีโอกาสข้ึนเป็น 2 เท่าของแต้มคี่  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ท่ีเมื่อทอดลูกเต๋าน้ีแล้วจะขึน้แต้มน้อยกว่า 4  
จงหา P(E) 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างคอื S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }  
กําหนดคา่ w ให้แกจุ่ดตัวอย่างท่ีเปน็จํานวนคี่ และกําหนดค่า 2w ให้แก่จุดตัวอย่างท่ีเป็นจํานวนคู่ 
เพราะฉะน้ัน w + 2w + w + 2w + w + 2w = 1 
เพราะฉะน้ัน w = 1

9
 

เพราะฉะน้ันเรากําหนดนํ้าหนัก 1
9

 ให้แก่จุดตัวอย่างท่ีเป็นจํานวนคี่ และ 2
9

 ให้แก่จุดตัวอย่างท่ีเป็นจํานวนคู่ 
E = เหตุการณ์ท่ีเม่ือทอดลูกเต๋าน้ีแล้วจะขึ้นแต้มน้อยกว่า 4 = { 1, 2, 3 } 
เพราะฉะน้ัน P(E) = 1

9
 + 2

9
 + 1

9
 = 4

9
                   

เราอาจจะคดิว่า นํ้าหนัก คือความน่าจะเป็นของเหตุการณ์เชิงเดียว ถ้าการทดลองเป็นไปตามธรรมชาติ เช่น
ตัวอย่าง 1.3.1 เราสามารถสมมติค่านํ้าหนักของแต่ละจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่างใหเ้ท่ากัน เพราะฉะน้ันความ
น่าจะเป็นของเหตุการณ์ A คืออัตราส่วนของจาํนวนสมาชกิในเหตุการณ์ A ต่อจํานวนสมาชกิใน S  

ทฤษฎีบท 1.3.1 การทดลองอย่างหน่ึงมีผลการทดลองเกิดข้ึนได้ N วิธีต่าง ๆ กนั แต่ละวิธีมีโอกาสเกิดขึ้นได้
เท่า ๆ กัน ถ้า n เป็นจํานวนวิธีท่ีจะเกิดเหตุการณ์ A แล้วความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A คือ P(A) = n

N
 

ตัวอย่าง 1.3.3 เมื่อดึงไพ่ 1 ใบ จากสํารับซึ่งมีไพ ่52 ใบ จงหาความน่าจะเป็นท่ีไพ่ใบน้ันจะเป็นโพดํา 
วิธีทํา ในการดึงไพ่ 1 ใบ ผลลัพธ์ท่ีเป็นไปได้มี 52 วิธี ซึ่งแต่ละวิธีมีโอกาสเกิดข้ึนได้เท่า ๆ กัน  
ใน 52 วิธีน้ัน มี 13 วิธีท่ีจะดึงไพ่ได้โพดํา  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ท่ีดึงไพ่ได้โพดํา 
เพราะฉะน้ัน P(E) = 13

52
 = 1

4
                     
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ตัวอย่าง 1.3.4 ในการเล่นบริดจ์ ต้องแจกไพ ่52 ใบ ให้ผู้เล่น 4 คน คนละเท่า ๆ กนั จงหาความน่าจะเป็นท่ีผู้
เล่นทุกคนได้ไพ่แต้ม “A”  
วิธีทํา  
ให้ S เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้เล่นทุกคนได้ไพ่คนละ 13 ใบ 
การหาจาํนวนวิธีแจกไพ่ให้ผู้เล่น 4 คน คนละ 13 ใบเท่า ๆ กนั 
ขั้นที่ 1 แบ่งไพ่เป็น 4 กอง กองละ 13 ใบ ทําได้ 

4
52!

(13!) (4!)
 วิธ ี

ขั้นที่ 2 แต่ละวิธีของข้ันท่ี 1 เรียงสับเปล่ียนไพ่ 4 กอง ให้ผู้เล่น 4 คน ทําได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะแจกไพ่ใหผู้้เล่น 4 คน คนละ 13 ใบเท่า ๆ กัน = 

4
52!

(13!) (4!)
(4!) = 

4
52!

(13!)
 วิธ ี

เพราะฉะน้ัน n(S) = 
4

52!

(13!)
 

ให้ E เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้เล่นทุกคนได้ไพ่แต้ม “A” 
การหาจาํนวนวิธีแจกไพ่ให้ผู้เล่น 4 คน คนละเท่า ๆ กัน และได้ไพ่แต้ม “A” คนละใบ 
ขั้นที่ 1 แบ่งไพ่ 48 ใบ (เฉพาะส่วนม่ีไม่มีไพ่แต้ม “A”) แบ่งไพ่เป็น 4 กอง กองละ 12 ใบ ทําได้ 

4
48!

(12!) (4!)
 วิธ ี

ขั้นที่ 2 แต่ละวิธีของข้ันท่ี 1 แบ่งไพ่แต้ม “A” 4 ใบให้แต่ละกอง กองละ 1 ใบ ทําได้ 4! วิธ ี

หมายเหตุ ข้ันท่ี 1 และ ข้ันท่ี 2 จะได้ไพ่ 4 กอง กองละ 13 ใบ และแต่ละกองมีไพ่แต้ม “A” อยู่ 1 ใบ  
ข้ันต่อไป 

ขั้นที่ 3 เรียงสับเปล่ียนไพ่ 4 กอง ใหผู้้เล่น 4 คน ทําได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะน้ัน n(E) = (

4
48!

(12!) (4!)
)(4!)(4!) = 

4
48!

(12!)
(4!) 

เพราะฉะน้ัน P(E) =  
4

4

48! (4!)
(12!)

52!

(13!)

 
  
   = 

4(48!)(4!)(13)
52!

 = 0.1054982           
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1.4 กฎของความน่าจะเป็น 
ทฤษฎีบท 1.4.1 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ แล้ว P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) 
ข้อพิสูจน์ เมื่อพิจารณาแผนภาพเวนน์ (Venn diagram) 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.8 
P(A  B) คือผลบวกของนํ้าหนักของจุดตัวอย่างในเซต A  B เพราะว่า P(A) + P(B) คือผลบวกของนํ้าหนัก
ใน A และนํ้าหนักใน B จะเห็นว่าเราบวกนํ้าหนักใน A  B สองคร้ัง  
เพราะฉะน้ันจะต้องลบนํ้าหนักดังกล่าวน้ีออกหน่ึงคร้ังเพื่อจะได้ P(A  B)  
เพราะฉะน้ัน P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B)                 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.2 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกดิร่วมกัน แล้ว P(A  B) = P(A) + P(B) 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.2 หาได้จากทฤษฎีบท 1.4.1 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกัน 
เพราะฉะน้ัน A  B =  ซึ่งจะทําให้ P(A  B) = P() = 0 
เพราะฉะน้ัน P(A  B) = P(A) + P(B) 
ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.3 ถ้า 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกัน แล้วจะได้ 
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) + P( 2A ) + ... + P( nA ) 
บทนิยาม 1.4.1 เซตของเหตุการณ์ { 1A , 2A , ... , nA  } ประกอบกนัข้ึนเป็น ผลแบ่งก้ัน (partition) ของ
ปริภูมิตัวอย่าง S ถ้า  
          1. iA   jA  =  ทุกค่า i  j  

          2. 
n

i = 1
 iA  = S 

และ     3. P( iA )  0 ทุกค่า i = 1, 2, ... , n  
หมายเหต ุถ้า { 1A , 2A , ... , nA  } เป็นผลแบง่กั้นของปริภูมิตัวอย่าง S แล้วจะได้  
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) + P( 2A ) + ... + P( nA ) = P(S) = 1 
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ตัวอย่าง 1.4.1 ความน่าจะเป็นท่ีนักเรียนคนหน่ึงสอบคณิตศาสตร์ผ่านเท่ากับ 2
3

  

ความน่าจะเป็นท่ีเขาสอบฟิสิกส์ผ่านเท่ากับ 5
9

 และความน่าจะเป็นท่ีเขาสอบผ่านอย่างน้อยหน่ึงวชิาเท่ากับ 4
5

  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีเขาจะสอบผ่านท้ังสองวิชา 
วิธีทํา ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีเขาสอบคณิตศาสตร์ผ่าน 
B เป็นเหตุการณ์ท่ีเขาสอบฟิสิกส์ผ่าน 
จากทฤษฎีบท 1.4.1 P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) 
เพราะฉะน้ัน P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) = 2

3
 + 5

9
 – 4

5
 = 19

45
         

ตัวอย่าง 1.4.2 การทดลองทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 1 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะได้ผลรวมของ
แต้มเป็น 5 หรือ 11  
วิธีทํา การทดลองทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 1 คร้ัง  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), ... , (6, 4), (6, 5), (6, 6) } 
เพราะฉะน้ันจํานวนจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่าง = 36 จุด 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 
เพราะฉะน้ัน A = { (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2) } 
ให้ B เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 
เพราะฉะนั้น B = { (5, 6), (6, 5) } 
เพราะฉะน้ัน P(A) = 4

36
 = 1

9
 และ P(B) = 2

36
 = 1

18
  

เพราะว่าทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก พร้อมกัน  
เพราะฉะน้ันจะได้ผลบวกของแต้มเปน็ 5 และ 11 ในขณะเดียวกันไม่ได้  
เพราะฉะน้ันเหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดร่วมกนั  
เพราะฉะน้ัน P(A  B) = P(A) + P(B) = 1

9
 + 1

18
 = 1

6
              

ทฤษฎีบท 1.4.4 ถ้า A เป็นส่วนเติมเต็มของเหตุการณ์ A แล้ว P(A) = 1 – P(A) 
ข้อพิสูจน์ เพราะว่า A  A = S และ A  A =  
เพราะฉะน้ัน P(A  A) = P(S) 
              P(A) + P(A) = 1 
เพราะฉะนั้น P(A) = 1 – P(A)                     
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ตัวอย่าง 1.4.3 โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 6 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีเหรียญจะข้ึนหัวอย่างน้อย 1 คร้ัง  
วิธีทํา การโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 6 คร้ัง  
จํานวนจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่าง = 62  = 64  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ท่ีโยนเหรียญ 1 อัน 6 คร้ังแล้วเหรียญข้ึนหัวอย่างน้อย 1 คร้ัง  
เพราะฉะน้ัน E  เป็นเหตุการณ์โยนเหรียญ 1 อัน 6 คร้ัง แล้วไม่ข้ึนหัวเลย 
เพราะว่ามีเพียง 1 วิธีเท่าน้ันท่ีไม่ข้ึนหัวเลย คือข้ึนก้อยท้ัง 6 คร้ัง เพราะฉะน้ัน E  = { T T T T T T } 
เพราะฉะน้ัน P(E ) = 1

64
 

เพราะฉะน้ัน P(E) = 1 – P(E ) = 1 – 1
64

 = 63
64

                 
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1.5 ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (Conditional Probability) 
พิจารณาความแตกต่างระหว่างการเลือกของมา 2 ชิ้น โดยวธิีสุ่มจากของรุ่น (lot) หน่ึง ซึ่งมีของ 100 ชิ้น ใน
จํานวนน้ีมี 20 ชิ้นท่ีมีข้อบกพร่อง และท่ีเหลืออยู่ในสภาพดี สมมติเราหยิบของมาจากรุ่นน้ี 2 วิธี วิธหีน่ึงคือ
หยิบชิ้นแรกแล้ววางกลับท่ีเดิมก่อนหยิบชิ้นต่อไป (sampling with replacement) อีกวิธหีน่ึงหยิบชิ้นแรก
มาแล้วไมว่างกลับท่ีเดิม (sampling without replacement) แต่หยิบชิน้ท่ีสองต่อไป 
ให้  A เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบของชิ้นแรกแล้วพบของมีข้อบกพร่อง 
     B เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบของชิ้นท่ีสองแล้วพบของมีข้อบกพร่อง 
ถ้าหยิบของชิ้นแรกแล้ววางกลับท่ีเดิมก่อนหยิบคร้ังท่ีสอง P(A) = P(B) = 20

100
 = 1

5
  

แต่ถ้าหยิบของชิ้นแรกมาแต่ไม่วางกลับท่ีเดิมก่อนหยิบชิ้นท่ีสอง P(A) = 1
5

 แต่ P(B) อาจมีคา่ไม่เท่ากับ 1
5

 
ก่อนท่ีจะหา P(B) เราจะต้องทราบว่าเมื่อหยิบของชิ้นท่ีสอง เหตุการณ์ A เกิดข้ึนแลว้หรือไม่ 

ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B ท่ีเกิดข้ึนเมื่อเหตุการณ์ A เกิดข้ึน
แล้ว เรียกวา่ “ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข” และจะแทนด้วยสัญลักษณ์ P(B  A) ซึ่งอ่านว่า “ความน่าจะ
เป็นท่ี B จะเกิดข้ึนเมื่อ A เกิดข้ึนแล้ว” หรือ “ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B เม่ือกําหนดเหตุการณ์ A ให้เกิด
ก่อน” 

จากตัวอย่างข้างต้น P(B  A) = 
99
19   

เพราะว่าคร้ังแรกได้ของท่ีมีข้อบกพร่อง  
เพราะฉะน้ันจะเหลือของท่ีมีข้อบกพร่องเพียง 19 ชิ้น จากท่ีเหลือท้ังสิ้น 99 ชิ้น  
เมื่อไรก็ตามที่ต้องการหา P(B  A) เราต้องหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B เทียบกับปริภูมิตัวอย่างท่ีลดลง 
(reduced sample space)  
พิจารณาแผนภาพเวนน์ ถ้าต้องการหา P(B) จะต้องหาเทียบกบัปริภูมิตัวอย่าง S แต่ถ้าต้องการหา P(B  A) 
ต้องหาเทียบกับ A ซึ่ง A คือปริภูมิตัวอย่างท่ีลดลงจาก S มาเป็น A  
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.9 
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ก่อนท่ีจะให้นิยามของความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไข ขอให้พิจารณาตัวอย่างของการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก  
ปริภูมิตัวอย่าง คือ S = { ( 1x , 2x )  1x  เป็นแต้มของลูกเต๋าลูกท่ีหน่ึง, 2x  เป็นแต้มของลูกเต๋าลูกท่ีสอง } 
= { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), 
     (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 
     (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 
     (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), 
     (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), 
     (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) } 
ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ 
A = { ( 1x , 2x )  1x  + 2x  = 10 } 
B = { ( 1x , 2x )  1x   2x  } 
เพราะฉะน้ัน A = { (5, 5), (4, 6), (6, 4) } และ P(A) = 3

36
  

B = { (2, 1), (3, 1), (3, 2), ... , (6, 5) } และ P(B) = 15
36

  
ในท่ีน้ีเราสนใจเฉพาะเหตุการณ์ท่ีจะได้ผลรวมของแต้มเป็น 10 และต้องการหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ท่ี
ได้แต้มของลูกท่ีหน่ึงมากกว่าลูกท่ีสอง 
P(B  A) = ความน่าจะเป็นท่ีจะได้แต้มของลูกเต๋าลูกท่ีหน่ึงมากกว่าลูกท่ีสอง เมื่อกําหนดให้ผลรวมของแต้ม 
              เท่ากับ 10 เกิดก่อน  
           = 1

3
  

ในทํานองเดียวกัน P(A  B) = 1
15

  

เพราะว่า A  B = { (6, 4) } เพราะฉะน้ัน P(A  B) = 1
36

  

เพราะฉะน้ัน ถ้าพิจารณาการหา P(B  A) และ P(A  B) ในเทอมของความน่าจะเป็นโดยท่ัวไป แล้วจะได้ 

P(B  A) = 1
3

 = 
1( )
36
3( )

36

 = P(A B)
P(A)
   

P(A  B) = 1
15

 = 
1( )
36
15( )
36

 = P(A B)
P(B)
  
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บทนิยาม 1.5.1 ความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขของเหตุการณ์ B เม่ือกําหนดให้เหตุการณ์ A เกดิข้ึนแลว้ แทน
ด้วยสัญลักษณ์ P(B  A) คือ P(B  A) = P(A B)

P(A)
  เมื่อ P(A)  0 

ข้อสังเกต มี 2 วิธีท่ีจะหาความน่าจะเป็นแบบมีเงือ่นไข P(B  A) คือ 
แบบที่ 1 หาโดยตรง โดยหาความน่าจะเป็นของ B เทียบกับปริภูมิตัวอย่างท่ีลดลงคอื A  
แบบที่ 2 ใช้บทนิยาม P(B  A) = P(A B)

P(A)
   

เมื่อ P(A  B) และ P(A) หาจากปริภูมิตัวอย่างตอนเร่ิมต้น (original sample space) 

ตัวอย่าง 1.5.1 ในสํานักงานแห่งหน่ึงมีเคร่ืองคดิเลข 100 เคร่ือง จําแนกเป็นเคร่ืองไฟฟ้า (E) และเคร่ืองท่ีใช้
มือหมุน (M) เคร่ืองใหม่ (N) และเคร่ืองใช้แล้ว (U) ตารางข้างล่างเป็นจํานวนเคร่ืองคิดเลขแยกตามสภาพ 

ชนิด 

สภาพ 

เคร่ืองไฟฟ้า (E) เคร่ืองท่ีใช้มือหมุน (M) รวม 

เคร่ืองใหม่ (N) 40 30 70 

เคร่ืองใช้แล้ว (U) 20 10 30 

รวม 60 40 100 

ชายคนหน่ึงเลือกเคร่ืองคดิเลขเคร่ืองหน่ึงมาโดยวธิีสุ่มและพบว่าเป็นเคร่ืองใหม่  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีเคร่ืองคิดเลขน้ีจะเป็นเคร่ืองไฟฟ้า 
วิธีทํา เราต้องการหา P(E  N) 
แบบที่ 1 หาจากปริภูมตัิวอย่างท่ีลดลง (มีเคร่ืองใหม่ 70 เคร่ือง)  
P(E  N) = 40

70
 = 4

7
  

แบบที่ 2 หาโดยใช้คําจาํกัดความของความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไข  

P(E  N) = P(E N)
P(N)
  = 

40( )
100
70( )

100

 = 4
7

                   

ข้อสังเกต จาก P(B  A) = P(A B)
P(A)
  และ P(A  B) = P(A B)

P(B)
  

จะได้ P(A  B) = P(A) P(B  A) หรือ P(A  B) = P(B) P(A  B)  
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ทฤษฎีบท 1.5.1 ทฤษฎีการคูณของความน่าจะเป็น (Multiplication Theorem of Probability) 
ในการทดลองคร้ังหน่ึง ถ้าเหตุการณ์ A และ B เกิดข้ึนท้ังสองเหตุการณ์ แล้วจะได้ 
P(A  B) = P(A) P(B  A) เมื่อ P(A)  0  
P(A  B) = P(B) P(A  B) เมื่อ P(B)  0  

ตัวอย่าง 1.5.2 สินค้ารุ่นหน่ึงประกอบด้วยสินค้าท่ีมีข้อบกพร่อง 20 ชิ้น และสินค้าท่ีมีสภาพดี 80 ชิ้น  
ถ้าเลือกของมา 2 ชิ้น ทีละชิ้นโดยวิธสีุ่ม โดยของชิ้นแรกท่ีหยิบมาและไม่ได้ใส่กลับคืนก่อนหยิบชิ้นท่ีสอง  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะพบของท่ีมีข้อบกพร่องท้ัง 2 ชิ้น 
วิธีทํา ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีพบของชิ้นแรกมข้ีอบกพร่อง 
B เป็นเหตุการณ์ท่ีพบของชิ้นท่ีสองมีข้อบกพร่อง 
เพราะฉะน้ันความน่าจะเป็นท่ีจะพบของท่ีมีข้อบกพร่องท้ัง 2 ชิ้น = P(A  B) 
P(A  B) = P(A) P(B  A) = ( 20

100
)( 19

99
) = 19

495
                

จากตัวอย่าง 1.5.2 ถ้าหยิบของชิ้นแรกมาตรวจสภาพแล้ววางกลับท่ีเดิม แล้วหยิบชิ้นท่ีสองมาโดยวธิีสุ่ม  
ความน่าจะเป็นท่ีจะพบของชิ้นท่ีสองมีข้อบกพร่อง = 20

100
 

เพราะฉะน้ัน P(B  A) = P(B) 

ในกรณีน้ีเรากล่าววา่ เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A (event B is independent of event A) 

บทนิยาม 1.5.2 เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A ก็ต่อเม่ือ P(B  A) = P(B) 
หรืออาจจะกล่าววา่ เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A เมื่อการเกิดข้ึนของเหตุการณ์ A ไม่มีผลต่อการ
เกิดข้ึนของเหตุการณ์ B  

จากบทนิยาม 1.5.2 จะได้ว่า 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ A จะเป็นอิสระจากเหตุการณ์ B ด้วย 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ A จะเป็นอิสระจากเหตุการณ์ B ด้วย 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ B จะเป็นอิสระจากเหตุการณ์ A ซึ่งในกรณีน้ีเรา
กล่าววา่ เหตุการณ์ A และ B เป็นอิสระต่อกัน (event A and B are independent) 
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ทฤษฎีบท 1.5.2 ทฤษฎีการคูณของความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ ท่ีเป็นอิสระต่อกัน 
เหตุการณ์ A และ B เป็นอิสระต่อกัน ก็ต่อเม่ือ P(A  B) = P(A) P(B) 
ข้อพิสูจน์ จากทฤษฎบีท 1.5.2 P(A  B) = P(A) P(B  A) 
ถ้า A และ B เป็นอิสระต่อกัน แล้ว P(B  A) = P(B) 
เพราะฉะน้ัน P(A  B) = P(A) P(B)                     

ในกรณีท่ีมีเหตุการณ์ท่ีเป็นอิสระต่อกัน n เหตุการณ์ 
ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ท่ีเป็นอิสระต่อกัน 
เราสามารถขยายผลของทฤษฎบีท 1.5.2 ได้ดังน้ี 
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) P( 2A ) ... P( nA ) 

ตัวอย่าง 1.5.3 หยิบไพ ่3 ใบ จากสํารับซึ่งมี 52 ใบ โดยหยิบมาทีละใบ  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะได้ “A” ท้ัง 3 ใบ ถ้า  
ก. หยิบไพ่แล้วใส่กลับคนืสํารับก่อนหยิบไพ่ใบต่อไป 
ข. หยิบไพ่แล้วไม่ใส่กลับคืนสํารับก่อนหยิบไพ่ใบต่อไป 
วิธีทํา  
ให้ 1E , 2E  และ 3E  เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ “A” ในการหยิบไพ่คร้ังแรก คร้ังท่ีสอง และคร้ังท่ีสาม ตามลําดับ 
ก. เมื่อหยิบไพ่แล้วใส่กลบัคืนสํารับกอ่นการหยิบไพ่ใบต่อไป  
เพราะฉะน้ัน 1E  , 2E  และ 3E  เป็นอิสระต่อกัน 
เพราะฉะน้ัน P( 1E   2E   3E ) = P( 1E ) P( 2E ) P( 3E )  
= ( 4

52
)( 4

52
)( 4

52
)  

= 1
2197

  

ข. เม่ือหยิบไพ่แล้วไม่ใส่กลับคืนสํารับก่อนหยิบไพใ่บต่อไป 
เพราะฉะน้ัน P( 1E   2E   3E ) = P( 1E ) P( 2E   1E ) P( 3E   ( 1E   2E ))  
= ( 4

52
)( 3

51
)( 2

50
) 

= 1
5575

                             
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ตัวอย่าง 1.5.4 ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองคร้ัง  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11  
หมายเหตุ การทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกนั คร้ังท่ี 1 ผลบวกแต้มอาจมีคา่เป็น 2, 3, 4, ... , 12 
การทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน คร้ังท่ี 2 ผลบวกแต้มอาจมีคา่เปน็ 2, 3, 4, ... , 12 
การทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองคร้ัง เหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 คือ  
  ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าคร้ังท่ี 1 เป็น 5 และ ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าคร้ังท่ี 2 เป็น 11 
หรือ  ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าคร้ังท่ี 1 เป็น 11 และ ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าคร้ังท่ี 2 เป็น 5 
วิธีทํา ตัวอย่างของผลการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองคร้ัง เชน่ 
((1, 1), (1, 1)), ((1, 1), (1, 2)), ((1, 1), (1, 3)), ((1, 1), (1, 4)), ((1, 1), (1, 5)), ((1, 1), (1, 6)), ... 
ให้ 1A  เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก คร้ังท่ีหน่ึง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 1A  เช่น ((1, 4), (1, 1)), ((2, 3), (1, 1)), ((3, 2), (1, 1)), ((1, 4), (1, 4)), ... 

2A  เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก คร้ังท่ีสอง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 2A  เช่น ((1, 1), (1, 4)), ((1, 1), (4, 1)), ((1, 1), (2, 3)), ((1, 4), (1, 4)),  ... 

1B  เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก คร้ังท่ีหน่ึง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 1B  เช่น ((5, 6), (1, 1)), ((5, 6), (1, 2)), ((6, 5), (1, 3)), ((5, 6), (5, 6)), ... 

2B  เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก คร้ังท่ีสอง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 2B  เช่น ((1, 1), (5, 6)), ((1, 2), (5, 6)), ((1, 3), (5, 6)), ((5, 6), (5, 6)), ... 
เหตุการณ์ท่ีผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 มี 2 เหตุการณ์คอื 1A   2B  หรือ 2A   1B   
และ ( 1A   2B )  ( 2A   1B ) =                ... (1) 
เพราะว่า เหตุการณ์ 1A  และ 2B  เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะนั้น P( 1A   2B ) = P( 1A ) P( 2B )   ... (2) 
เพราะว่า เหตุการณ์ 2A  และ 1B  เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะนั้น P( 2A   1B ) = P( 2A ) P( 1B )  ... (3) 
ความน่าจะเป็นท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 เท่ากับ 
P(( 1A   2B )  ( 2A   1B ))  
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) – P(( 1A   2B )  ( 2A   1B )) 
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) – P()         (จาก (1)) 
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) 
= P( 1A ) P( 2B ) + P( 2A ) P( 1B )            (จาก (2) และ (3)) 
= ( 4

36
)( 2

36
) + ( 4

36
)( 2

36
) 

= 1
81

                            
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ให้ A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ { 1B , 2B , 3B  } เป็นเซตของผลแบง่กั้นของ S  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.10 
A = A  S 
A = A  ( 1B   2B   3B ) 
A = (A  1B )  (A  2B )  (A  3B )  
เพราะว่า { 1B , 2B , 3B  } เป็นเซตของผลแบง่กั้นของ S 
เพราะฉะน้ัน A  1B , A  2B , A  3B  เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดข้ึนร่วมกันเป็นคู่ ๆ (pairwise mutually 
exclusive) 
เพราะฉะน้ัน P(A) = P(A  1B ) + P(A  2B ) + P(A  3B )  
เพราะว่า P(A  jB ) = P( jB ) P(A  jB ) ทุกค่า j = 1, 2, 3 
เพราะฉะน้ัน P(A) = P( 1B ) P(A  1B ) + P( 2B ) P(A  2B ) + P( 3B ) P(A  3B )  
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กรณท่ัีวไป 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ { 1B , 2B , ... , nB  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.11 
เพราะว่า A = A  S 
A = A  ( 1B   2B   ...  nB ) 
เพราะฉะน้ัน A = (A  1B )  (A  2B )  ...  (A  nB ) ซึ่งบางเซต A  iB  อาจเปน็เซตว่าง 
เพราะว่า { 1B , 2B , ... , nB  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S  
เพราะฉะน้ัน A  1B , A  2B , ... , A  nB  เป็นเหตุการณท่ี์ไม่เกิดข้ึนร่วมกันเป็นคู ่ ๆ (pairwise 
mutually exclusive) 
เพราะฉะน้ัน P(A) = P(A  1B ) + P(A  2B ) + ... + P(A  nB ) 
เพราะว่า P(A  jB ) = P( jB ) P(A  jB ) ทุกค่า j = 1, 2, ... , n 
เพราะฉะน้ัน P(A) = P( 1B ) P(A  1B ) + P( 2B ) P(A  2B ) + ... + P( nB ) P(A  nB )  

สรุปเป็นทฤษฎีได้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.5.3 ให ้{ 1B , 2B , ... , nB  } เป็นผลแบง่กั้นของปริภูมิตัวอย่าง S  
และ P( iB )  0 ทุก ๆ ค่าของ i = 1, 2, ... , n  
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S  

แล้ว P(A) = 
  

n

i 1
 P( iB ) P(A  iB ) 
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ตัวอย่าง 1.5.5 กล่องใบหน่ึงมีสินค้า 100 ชิน้ ประกอบด้วยสินค้าท่ีอยู่ในสภาพดี 80 ชิ้น และสินค้ามี
ข้อบกพร่อง 20 ชิ้น หยิบสินค้ามา 2 ชิ้น โดยวธิีสุม่โดยไม่ได้ใส่ของชิ้นแรกกลับท่ีเดิมก่อนหยิบชิ้นท่ีสอง 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ท่ีของชิ้นแรกท่ีหยิบมาตรวจพบว่ามีข้อบกพร่อง 
B เป็นเหตุการณ์ท่ีของชิ้นท่ีสองท่ีหยิบมาตรวจพบว่ามีข้อบกพร่อง 
จงหา P(B)  
วิธีทํา เพราะว่า B = (B  A)  (B  A) 
เพราะฉะน้ัน P(B) = P((B  A)  (B  A)) 
= P(B  A) + P(B  A) 
= P(A) P(B  A) + P(A) P(B  A) 
= ( 20

100
)( 19

99
) + ( 80

100
)( 20

99
) 

= 
5
1                             
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ตัวอย่าง 1.5.6 โรงงานแห่งหน่ึงมีเคร่ืองจักร 3 เคร่ือง A, B และ C ซึ่งสามารถผลิตสินค้าได้ 50%, 30% และ 
20% ของปริมาณสินค้าท้ังหมดท่ีผลิตจากโรงงานแห่งน้ี ตามลําดับ เปอร์เซ็นต์ของสินค้าท่ีพบข้อบกพร่องซึ่ง
ผลิตโดยเคร่ืองจักรท้ังสามเคร่ืองคือ 3%, 4% และ 5% ตามลําดับ ถ้าเลือกสินค้าชิน้หน่ึงโดยวิธสีุ่มแล้วตรวจ
สภาพ จงหาความน่าจะเป็นท่ีของชิ้นน้ีจะมข้ีอบกพร่อง 
วิธีทํา ให้ A, B และ C เป็นเหตุการณ์ท่ีสินค้าผลิตจากเคร่ืองจักร A, B และ C ตามลําดับ 
เพราะฉะน้ัน { A, B, C } เป็นผลแบง่กั้นของ S 
ให้ D เป็นเหตุการณ์ท่ีตรวจพบว่าสินค้าท่ีหยิบมามีข้อบกพร่อง 
เพราะว่าเคร่ือง A, B และ C ซึ่งสามารถผลิตสินค้าได้ 50%, 30% และ 20% 
เพราะฉะน้ัน P(A) = 0.50, P(B) = 0.30 และ P(C) = 0.20 
เพราะว่าเปอร์เซ็นต์ของสินค้าท่ีพบข้อบกพร่องซึง่ผลิตโดยเคร่ืองจักร A, B และ C คือ 3%, 4% และ 5% 
ตามลําดับ  
เพราะฉะน้ัน P(D  A) = 0.03, P(D  B) = 0.04 และ P(D  C) = 0.05 
พิจารณาแผนภาพต้นไม้ของความน่าจะเป็นและแผนภาพของเวนน์ได้ดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.12 
เพราะว่า S = A  B  C และ D = (D  A)  (D  B)  (D  C)  
เพราะฉะน้ัน P(D) = P((D  A)  (D  B)  (D  C)) 
= P(D  A) + P(D  B) + P(D  C)  
= P(A) P(D  A) + P(B) P(D  B) + P(C) P(D  C) 
= (0.50)(0.03) + (0.30)(0.04) + (0.20)(0.05)  
= 0.037                           
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1.6 กฎของเบส์ (Bayes’ Rule) 
ทฤษฎีบท 1.6.1 (กฎของเบส์)  
ให้ { 1B  , 2B  , ... , nB  } เป็นผลแบ่งกั้นของปริภูมิตัวอย่าง S และ P( iB )  0 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n 
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ P(A)  0 

แล้ว P( kB   A) = k k
n

i i
i = 1

P(B )P(A | B )

P(B )P(A | B )
 ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... , n 

ข้อพิสูจน์ P( kB   A) = kP(B A)

P(A)

  

= k
n

i
i = 1

P(B A)

P(B A)




 

= k k
n

i i
i = 1

P(B )P(A | B )

P(B )P(A | B )
                      

ตัวอย่าง 1.6.1 จากตัวอย่าง 1.5.6 ถ้าเลือกสินคา้มาชิ้นหน่ึงโดยวิธีสุ่ม และพบว่าสินคา้ชิ้นน้ันมีข้อบกพร่อง  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีสินค้าชิ้นน้ันผลิตโดยเคร่ืองจักร A  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.13 
วิธีทํา P(A  D) = P(D A)

P(D)
  

= P(A)P(D | A)
P(A)P(D | A) P(B)P(D | B) P(C)P(D | C) 

 

= (0.50)(0.03)
(0.50)(0.03) (0.30)(0.04) (0.20)(0.05) 

  

= 15
37

                            
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ตัวอย่าง 1.6.2 ในเทศกาลปีใหม่ ร้านค้าแหง่หน่ึงจัดผู้ห่อของขวัญไว้ 3 คน คือ กันยา ขนิษฐา และพาณี กันยา
ห่อของขวัญ 40% ของของขวญัท้ังหมดและลืมเอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของ 1 ใน 50 คร้ัง ขนิษฐาห่อ
ของขวัญ 30% ของของขวญัท้ังหมดและลืมเอาปา้ยออกก่อนห่อ 1 ใน 10 คร้ัง พาณีซึง่ห่อของขวญัท่ีเหลือและ
ลืมเอาป้ายออกก่อนห่อ 1 ใน 20 คร้ัง สมมติมีลูกค้าคนหน่ึงมาต่อว่าท่ีร้านว่าไม่ได้เอาป้ายติดราคาออกกอ่นหอ่
ของขวัญ จงหาความน่าจะเป็นท่ีของขวัญชิ้นน้ันห่อโดยกันยา 
วิธีทํา ให้ A, B, C เป็นเหตุการณ์ท่ีของขวัญชิ้นหน่ึงห่อโดย กนัยา ขนิษฐา และ พาณี ตามลําดับ 
E เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้ห่อลืมเอาป้ายติดราคาออกกอ่นห่อของขวัญ 
เพราะว่ากันยาห่อของขวัญ 40% ของของขวัญท้ังหมดและลืมเอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของ 1 ใน 50 คร้ัง 
เพราะฉะน้ัน P(A) = 0.40 และ P(E  A) = 0.02 
เพราะว่าขนิษฐาห่อของขวัญ 30% ของของขวญัท้ังหมดและลืมเอาป้ายออกก่อนห่อ 1 ใน 10 คร้ัง 
เพราะฉะน้ัน P(B) = 0.30 และ P(E  B) = 0.10 
เพราะว่าพาณีห่อของขวญัท่ีเหลือและลืมเอาป้ายออกก่อนห่อ 1 ใน 20 คร้ัง 
เพราะฉะน้ัน P(C) = 0.30 และ P(E  C) = 0.05 
พิจารณาแผนภาพต้นไม้ของความน่าจะเป็นและแผนภาพของเวนน์ได้ดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.14 
P(A  E) = P(A E)

P(E)
  

= P(A)P(E | A)
P(A)P(E | A) P(B)P(E | B) P(C)P(E | C) 

 

= (0.40)(0.02)
(0.40)(0.02) (0.30)(0.10) (0.30)(0.05) 

  

= 8
53

                            
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 ในการโยนเหรียญเท่ียงตรงผลลัพธ์ท่ีอาจเกิดข้ึน 2 แบบ คือหัวหรือกอ้ย ปริภูมิตัวอย่างของการโยนเหรียญ
เท่ียงตรง S = { H, T } แต่ในการโยนเหรียญคร้ังต่อไปไม่รู้วา่จะได้หัวหรือก้อย การทดลองทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 
1 ลูกจะได้ปริภูมิตัวอย่างของแต้มลูกเต๋าเป็น S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } แต่ในการทอดลูกเต๋าคร้ังต่อไปไม่รู้ว่าจะ
ได้แต้มเท่าใด ในการทดลองทางสถติิ คําวา่ การลองสุ่ม (random trial) ได้แก่การกระทําใด ๆ ท่ีผู้กระทําไม่
สามารถทราบผลลัพธ์ล่วงหน้าจนกวา่จะได้ทําเสร็จส้ินไปแล้ว จึงจะทราบผลลัพธ์ท่ีถูกต้อง 

การทดลองโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 3 คร้ัง ถ้าไม่คํานึงถึงรายละเอียดว่าหวัจะขึ้นเป็นอันดับท่ีเท่าใด และ
สนใจเฉพาะจํานวนหวัท้ังหมดท่ีข้ึนจากการโยนเหรียญ 3 คร้ัง แล้วจะเห็นว่าจํานวนหัวอาจมีคา่เป็น 0, 1, 2 
หรือ 3 ซึ่งเปน็ผลท้ังหมดเท่าท่ีจะเป็นไปได้ของการลองสุ่ม ปริภูมิตัวอย่างของการทดลองสุ่มน้ี คือ 
S = { T T T, T T H, T H T, H T T, T H H, H T H, H H T, H H H } 
เมื่อ H แทนการข้ึนหัว และ T แทนการข้ึนก้อย จากการโยนเหรียญ 

สมมติให้ X เป็นจํานวนหัวท่ีข้ึนเมื่อโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 3 คร้ัง ค่าของ X ท่ีเป็นไปได้คือ 0, 1, 2, 3 
การทดลองทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 5 คร้ัง 
S = { ( 1x , 2x , 3x , 4x , 5x )  ix  เป็นแต้มลูกเต๋าของการทอดคร้ังท่ี i, i = 1, 2, 3, 4, 5 } 
S = { (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 2) , ... , (6, 6, 6, 6, 5), (6, 6, 6, 6, 6) } 

กรณท่ีีเราไม่คํานึงถึงรายละเอียดว่าแต้มท่ีข้ึนเป็นอันดับท่ีเท่าใด  
ถ้าสนใจเฉพาะจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 แล้วจาํนวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 อาจมีคา่เป็น 0, 1, 2, 3, 4 หรือ 5  
สมมติให้ X จํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 เพราะฉะนั้นค่าของ X ท่ีเป็นไปได้ คือ 0, 1, 2, 3, 4, 5 

การทดลองหยิบลูกบอลพร้อมกัน 4 ลูก จากกล่องท่ีมีลูกบอลสีดํา 6 ลูก และลูกบอลสีขาว 10 ลูก  
ถ้าเราสนใจเฉพาะจํานวนลูกบอลสีดําท่ีได้ แล้วจะเห็นว่าจาํนวนลูกบอลสีดําอาจมีคา่เป็น 0, 1, 2, 3 หรือ 4 
สมมติให้ X จํานวนลูกบอลสีดําท่ีได้ 
เพราะฉะน้ันค่าของ X ท่ีเป็นไปได้ คือ 0, 1, 2, 3, 4 
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2.1 ตัวแปรสุ่ม (Random Variables) 
บทนิยาม 2.1.1 ให้ S เป็นปริภูมิตัวอย่าง ตัวแปรสุ่ม คือฟังกช์ันท่ีมีค่าเป็นจํานวนจริง (real – valued 
function) ซึ่งกําหนดโดยแต่ละสมาชิกในปริภูมิตัวอย่าง กล่าวคือ X : S  R 
ตัวอย่างเช่น ปริภูมิตัวอย่างของการโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 3 คร้ัง 
S = { T T T, T T H, T H T, H T T, T H H, H T H, H H T, H H H } 
ตัวแปรสุ่ม X : S  R  
กําหนดโดย X(s) = จํานวนหัวของสมาชิก s ของ S 
เช่น X(T T T) = 0, X(T T H) = 1, ... , X(H H H) = 3 
จากตัวอย่างท่ีกล่าวข้างต้น X เป็นฟังก์ชันท่ีเรียกว่า ตัวแปรสุ่ม 
X จะมคี่าเปน็ 0 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น T T T 
X จะมคี่าเปน็ 1 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น T T H, T H T หรือ H T T 
X จะมคี่าเปน็ 2 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น T H H, H T H หรือ H H T 
X จะมคี่าเปน็ 3 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น H H H 
ค่า X ท่ีได้อาจเป็น 0, 1, 2 หรือ 3 ต่างก็เป็นจํานวนจริงและมีค่าได้เม่ือการทดลองเกิดผลดังกล่าว 
เพราะฉะน้ัน X เป็นฟังกช์ันท่ีมีค่าเป็นจํานวนจริง ซึ่งกาํหนดโดยสมาชิกของปริภูมิตัวอย่างน้ี 
เรานิยมเขียนอักษรตัวใหญ่แทนตัวแปรสุ่มเช่น X, Y, Z และ อักษรตัวเล็กแทนคา่ของตัวแปรสุ่มเช่น x, y, z 

ตัวอย่าง 2.1.1 หยิบลูกบอลอย่างสุ่มทีละหน่ึงลูก 2 คร้ัง โดยหยิบแล้วไม่ใส่คืน จากกล่องท่ีมีลูกบอลสีแดง 4 
ลูกและสีขาว 3 ลูก ให้ X เป็นจํานวนลูกบอลสีแดงท่ีหยิบได้ จงแสดงว่า X เป็นตัวแปรสุ่ม 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างคอื S = { (a, b) | a, b เป็นสีของลูกบอลในการหยิบคร้ังท่ี 1 และ 2 } 
เพราะฉะน้ัน S = { (แดง, แดง), (แดง, ขาว), (ขาว, แดง), (ขาว, ขาว) }  
ให้ X คือจํานวนลูกบอลสีแดงท่ีหยิบได้ 
X มีค่าเป็น 0, 1, 2 
X มีค่าเป็น 0 เมื่อหยิบได้ (ขาว, ขาว) 
X มีค่าเป็น 1 เมื่อหยิบได้ (ขาว, แดง) หรือ (แดง, ขาว) 
X มีค่าเป็น 2 เมื่อหยิบได้ (แดง, แดง) 
ค่า X ท่ีได้อาจเป็น 0, 1, 2 ต่างก็เป็นจํานวนจริงและมีค่าได้เม่ือการทดลองเกิดผลดังกล่าว 
เพราะฉะน้ัน X เป็นฟังกช์ันท่ีมีค่าเป็นจํานวนจริง ซึ่งกาํหนดโดยสมาชิกของปริภูมิตัวอย่าง S 
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่ม                      
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 ตัวแปรสุ่มมี 2 ชนิด คือ ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (discrete random variable) และ ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 
(continuous random variable) 

ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (discrete random variable) 
 ตัวแปรสุ่ม X เป็น ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง ถ้า X มีค่าเป็นจํานวนท่ีนับได้ถ้วน หรือ X มีค่าเป็นจํานวนท่ีจับคู่
ชนิดหน่ึงต่อหน่ึงกับจํานวนเต็มบวกท้ังหมดได้ ปริภูมิตัวอย่างท่ีมีจุดตัวอย่างเป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง เรียกวา่ 
ปริภูมิตัวอย่างไม่ต่อเน่ือง (discrete sample space) ตัวอย่างเช่น 
1. ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก จนกระท่ังหน้า 5 ข้ึนเป็นคร้ังแรก  
ให้ลูกเต๋าข้ึนหน้า 5 คร้ังแรก ในการทอดคร้ังท่ี x  
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็น 1, 2, 3, 4, ... เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
2. ในการโยนเหรียญเท่ียงตรง 5 อันพร้อมกัน ให้ X แทนจํานวนหัวท่ีได้ 
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็น 0, 1, 2, 3, 4, 5  
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
3. ในการหยิบลูกแกว้ 8 ลูกออกมาพร้อมกันจากกล่องท่ีมีลูกแก้วสีดํา 10 ลูก และลูกแก้วสีขาว 15 ลูก  
X แทนจํานวนลูกแกว้สดํีาท่ีได้  
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็น 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8  
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง (continuous random variable) 
 ตัวแปรสุ่ม X เป็น ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง ถ้า X มีค่าต่อเน่ืองกันได้หลายค่านับไม่ถ้วน ปริภูมิตัวอย่างท่ีมีจดุ
ตัวอย่างเป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง เรียกว่า ปริภูมิตวัอย่างต่อเน่ือง (continuous sample space)  
ตัวอย่างเช่น 
1. ให้ t เป็นอายุการใช้งานของหลอดภาพโทรทัศน์ เพราะฉะน้ัน t มีค่ามากกว่า 0  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { t  t  0 } เปน็ปริภูมิตัวอย่างต่อเน่ือง 
2. ให้ x เป็นจํานวนจริงท่ีสุ่มเลือกมาจากช่วง [0, 1] 
ปริภูมิตัวอย่าง S = { x  0  x  1 } เป็นปริภูมิตัวอย่างต่อเน่ือง 
3. ให้ w เปน็นํ้าหนักของเด็กแรกเกดิในกรุงเทพมหานคร เพราะฉะน้ัน w มีค่ามากกว่า 0  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { w  w  0 } เป็นปริภูมิตัวอย่างต่อเน่ือง 
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2.2 การแจกแจงความน่าจะเป็นไม่ต่อเน่ือง (Discrete Probability Distributions) 
ให้ X = 1x , 2x , 3x , ... เป็นตัวแปรสุ่ม จะได้ว่า P(X = ix ) = f( ix ) เป็นค่าคงท่ีเสมอ  
การหา f(x) สามารถหาได้ในรูปแบบของสูตรหรือรูปแบบตารางแจกแจงความน่าจะเป็น 

ตัวอย่าง 2.2.1 โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 3 คร้ัง  
ให้ X แทนจํานวนหัวท่ีข้ึน 
เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่ม P(H) = P(T) = 1

2
 ผลการโยนจะมีแบบต่าง ๆ กันดังน้ี 

เหตุการณ์เชงิเดียว x 

T T T 0 

T T H 1 

T H T 1 

H T T 1 

T H H 2 

H T H 2 

H H T 2 

H H H 3 

ให้ P(X = x) = f(x) จากตารางจะได้ 
P(X = 0) = f(0) = 1

8
 

P(X = 1) = f(1) = 3
8

 

P(X = 2) = f(2) = 3
8

 

P(X = 3) = f(3) = 1
8

                             
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บทนิยาม 2.2.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองท่ีมีค่าเป็น 1x , 2x , 3x , ... , nx , ... ด้วยความน่าจะเป็น 
f( 1x ), f( 2x ), f( 3x ), ... , f( nx ), ... ตามลําดับ  
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นสับเซตของเซต { 1x , 2x , 3x , ... , nx , ... } 
แล้ว P(X  A) = 

  x A
 f(x) 

บทนิยาม 2.2.2 ฟังก์ชนั f(x) เป็น ฟังก์ชันความน่าจะเป็น (probability function) หรือ การแจกแจงความ
น่าจะเป็น (probability distribution) ของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง X ถ้า  

1. f(x)  0 ทุกค่า x 
2. 

  x RX
 f(x) = 1 เมื่อ XR  เป็นพิสัย (เซตของค่าท่ีเป็นไปได้ท้ังหมด) ของตัวแปรสุ่ม X  

3. P(X = x) = f(x) ทุกค่า x 
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ตัวอย่าง 2.2.2 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูก ให้ X เป็นจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนหน้า 1 หรือหน้า 2  
จงสร้างตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา เพราะว่า X เป็นจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนหน้า 1 หรือหน้า 2 เพราะฉะน้ัน X มีค่า 0, 1 หรือ 2   
ลูกเต๋าแต่ละลูกมี 6 หน้า จํานวนวธิีท่ีลูกเต๋า 2 ลูกจะข้ึนหน้าต่าง ๆ กันมีท้ังหมด = 26  = 36 วิธ ี

                ลูกท่ี 2 

ลูกท่ี 1 

1 2 3 4 5 6 

1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6) 

2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6) 

3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6) 

4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6) 

5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6) 

6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6) 

x = 0 เมื่อลูกเต๋าไม่ข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เลย 
จํานวนวธิีท่ีลูกเต๋าท้ังสองลูกไม่ข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เลยมี 16 วิธี    P(X = 0) = f(0) = 16

36
 = 4

9
  

x = 1 เมื่อลูกเต๋าข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เพียงลูกเดียว 
ลูกเต๋าข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เพียงลูกเดียว มี 16 วิธ ี     P(X = 1) = f(1) = 16

36
 = 4

9
 

x = 2 เมื่อลูกเต๋าท้ังสองลูกข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เท่าน้ัน 
จํานวนวธิีท่ีลูกเต๋าท้ังสองลูกข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เท่าน้ัน มี 4 วิธ ี  P(X = 2) = f(2) = 4

36
 = 1

9
 

เพราะฉะน้ันตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 0 1 2 รวม 

ความน่าจะเป็นของ X = x 4
9

 4
9

 1
9

 1 

 
                            
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ตัวอย่าง 2.2.3 ในการโยนเหรียญเท่ียงตรง 5 อันพร้อมกัน ให้ X เป็นจาํนวนหัวท่ีข้ึน  
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างซึ่งเกิดจากการโยนเหรียญเท่ียงตรง 5 อันมีจํานวนสมาชกิเท่ากับจํานวนวิธีท้ังหมดท่ี
เหรียญท้ัง 5 อันจะขึ้นแบบต่าง ๆ กนั = 52  = 32 วิธ ี
เพราะว่า X เป็นจํานวนหัวท่ีข้ึน เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มมีค่าเป็น X = 0, 1, 2, 3, 4, 5  
จํานวนวธิีท่ีข้ึนหัว x คร้ัง =  5

x  เมื่อ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 

เพราะฉะน้ัน P(X = x) = f(x) =  5
x
32

 เมื่อ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 
เพราะฉะน้ันตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 0 1 2 3 4 5 รวม 

f(x) 1
32

 5
32

 10
32

 10
32

 5
32

 1
32

 1 

                            
 
การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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ตัวอย่าง 2.2.4 ถุงใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีดํา 3 ลูก สีแดง 2 ลูก สีขาว 5 ลูก หยิบลูกบอล 1 ลูกอย่างสุ่ม 
ให้ x = 1 เมือ่ลูกบอลท่ีหยิบได้เป็นสีดํา 
x = 2 เมื่อลูกบอลท่ีหยิบได้เป็นสีแดง 
x = 3 เมื่อลูกบอลท่ีหยิบได้เป็นสีขาว 
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา  
มีลูกบอลในถุงมีท้ังหมด 10 ลูก หยิบลูกบอล 1 ลูกอย่างสุ่ม  
ให้ S = ปริภูมิตัวอย่างของการหยิบลูกบอล 1 ลูก จากลูกบอลท้ังหมด 10 ลูก  
เพราะฉะน้ันจํานวนสมาชกิของ S เท่ากับ  10

1  = 10 

จํานวนวธิีหยิบลูกบอลสีดํา 1 ลูก จากลูกบอลสีดํา 3 ลูก =  3
1  = 3 

P(X = 1) = f(1) = 3
10

 = 0.3 

จํานวนวธิีหยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสแีดง 2 ลูก =  2
1  = 2  

P(X = 2) = f(2) = 2
10

 = 0.2 

จํานวนวธิีหยิบลูกบอลสีขาว 1 ลูก จากลูกบอลสขีาว 5 ลูก =  5
1  = 5   

P(X = 3) = f(3) = 5
10

 = 0.5 
เพราะฉะน้ันตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 1 2 3 

f(x) 0.3 0.2 0.5 
 
                            
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บทนิยาม 2.2.3 การแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่มไมต่่อเน่ือง X ซึ่งมีการแจกแจงความน่าจะ
เป็น f(x) คือ F(x) = P(X  x) = 

t   x
 f(t) 

และ P(a  X  b) = F(b) – F(a) 

ตัวอย่าง 2.2.5 จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่ม X ในตัวอย่าง 2.2.3 
วิธีทํา  
F(0) = P(X = 0) = f(0) = 1

32
  

F(1) = P(X  1) = f(0) + f(1) = 6
32

 

F(2) = P(X  2) = f(0) + f(1) + f(2) = 16
32

  

F(3) = P(X  3) = 
  

3

x 0
 f(x) = 26

32
  

F(4) = P(X  4) = 
  

4

x 0
 f(x) = 31

32
  

F(5) = P(X  5) = 
  

5

x 0
 f(x) = 1 

ความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่ม X คือ F(x) = 







































5xเมื่อ1

5x4เมื่อ32
31

4x3เมื่อ32
26

3x2เมื่อ32
16

2x1เมื่อ32
6

1x0เมื่อ32
1

0xเมื่อ0

  

  

   

   

   

   

   

  

         
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กราฟของความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

ให้ X = 0, 1, 2, 3, 4, 5 และ P(X = x) = f(x) =  5
x
32

 จะได้การแจกแจงความน่าจะเป็นของ X ดังน้ี 

x 0 1 2 3 4 5 รวม 

f(x) 1
32

 5
32

 10
32

 10
32

 5
32

 1
32

 1 

การนําเสนอการแจกแจงความน่าจะเป็นโดยการเขียนกราฟอาจแสดงด้วย 
1. การเขียนจุด (x, f(x))  
2. แผนภูมิแท่ง (bar chart) 
3. ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) 
4. ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) และเชื่อมโยงจดุกึ่งกลางเปน็โค้งของความน่าจะเป็น 
ตัวอย่างเช่น กราฟของการแจกแจงความน่าจะเป็น 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.1 
แผนภูมิแท่ง (bar chart) 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2 
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ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.3 
 
ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) และเชื่อมโยงจุดกึง่กลางเป็นโค้งของความน่าจะเป็น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.4 



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 52

กราฟของการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสม มีลักษณะเป็นฟังก์ชันข้ันบันได (step function) หาได้โดยเขียน
จุด (x, F(x)) และลากเสน้ระดับ ดังรูปท่ี 2.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5 
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2.3 การแจกแจงความน่าจะเป็นต่อเน่ือง (Continuous Probability Distributions) 
ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X มีฟังก์ชัน f ฟงัก์ชันหน่ึงซึง่ทําให้ f(x)  0 สําหรับทุกค่า x ในช่วง (–, ) เรียก f(x) 
ว่า ฟังก์ชันความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density function) เขียนย่อว่า p.d.f. หรือ
เรียกส้ัน ๆ ว่า ฟังก์ชันความน่าจะเป็น และ ถ้า A เป็นเหตุการณ์ แล้ว P(X  A) = 

A
 f(x) dx 

หมายเหตุ  
1. ให้ A = { x  a  x  b } = (a, b) และตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X มี p.d.f. เป็น f(x)  

จะได้ว่า P(a  X  b) = P(X  A) = 
A
 f(x) dx = 

b

a
 f(x) dx 

2. ไม่ว่าเซต A จะเป็นช่วงเปิดหรือช่วงปิดหรือช่วงคร่ึงเปิดก็ตามค่าของ 
b

a
 f(x) dx ก็ยังคงมีค่าเท่าเดิม 

เพราะฉะน้ัน P(a  X  b) = P(a  X  b) = P(a  X  b) = P(a  X  b) 

3. P(X = a) = 0 เมื่อ a เป็นจํานวนจริง 

4. ถ้า A = { x  –  x   } แล้ว P(X  A) = 
 




 f(x) dx = 1 

บทนิยาม 2.3.1 ฟังกช์ัน f(x) จะเป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X ถ้า 
1. f(x)  0 สําหรับทุกคา่ x ท่ีเป็นจํานวนจริง 

2. 
 




 f(x) dx = 1 

3. P(a  X  b) = 
b

a
 f(x) dx 
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ตัวอย่าง 2.3.1 ให้ตัวแปรสุ่ม X มี p.d.f. เป็น f(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืนx  เม่ือ0
4x2เม่ือ2x)(318

1
   

ก. จงหาค่าของ P(2  X  3) 

ข. จงแสดงวา่ 
 




 f(x) dx = 1 

วิธีทํา  

ก. P(2  X  3) = 
3

2
 f(x) dx  

= 
3

2
 1

18
(3 + 2x) dx  

= 1
18

[ 3x + 2x  ]   

  

x 3
x 2

   

= 4
9

 

ข. 
 




 f(x) dx = 

 

2


 f(x) dx + 

4

2
 f(x) dx + 

4



 f(x) dx 

= 0 + 
4

2
 1

18
(3 + 2x) dx + 0  

= 1
18

[ 3x + 2x  ]   

  

x 4
x 2

  

= 1
18

(28 – 10)  
= 1                            

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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บทนิยาม 2.3.2 การแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X ซ่ึงมี p.d.f. เป็น f(x) คือ 

F(x) = P(X  x) = 
 

x


 f(t) dt 

จากนิยามของ F(x) จะได้ P(a  X  b) = F(b) – F(a) และ dF(x)
dx

 = f(x)  
 
ตัวอย่างกราฟของ y = f(x) และ y = F(x) เม่ือ X เป็นตัวแปรสุ่มปกติ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.6 

ตัวอย่าง 2.3.2 จาก p.d.f. ในตัวอย่าง 2.3.1 จงหา F(x) และ P(2  X  3) 

วิธีทํา F(x) = 
x

2
 1

18
(3 + 2t) dt เม่ือ 2  x  4 

= 1
18

[ 3t + 2t  ] t = x
t = 2   

= 1
18

[ (3x + 2x ) – (6 + 4) ] 

= 1
18

( 2x  + 3x – 10) เม่ือ 2  x  4 

เพราะฉะน้ัน F(x) = 















4xเม่ือ1
4x2เม่ือ10)3x2(x18

1
2xเม่ือ0

   

เพราะฉะน้ัน P(2  X 3) = F(3) – F(2)  
= 1

18
(9 + 9 – 10) – 0  

= 4
9

                           
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2.4 ค่าคาดคะเนของตวัแปรสุ่ม 
การกําหนดบทนิยามค่าเฉล่ียของตัวแปรสุ่ม หรือ ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม ก่อนอ่ืนขอให้ดูตัวอย่างของการ
ทดลอง 2 แบบ ต่อไปน้ี 

ตัวอย่างการทดลองแบบที่หน่ึง 
กล่องใบหน่ึงมีสลากหมายเลข 1 จํานวน 1 ใบ และมีสลากหมายเลข 2 จาํนวน 1 ใบ หยิบสลากออกมา 1 ใบ 
ให้ X = หมายเลขท่ีได้  
เพราะฉะน้ัน X = 1, 2 
ปัญหาท่ีสําคัญในทางสถิติคือ ตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่าใด 
เพราะว่า P(X = 1) = P(X = 2) = 0.5 เพราะฉะน้ันตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉลี่ยเท่ากับ 1 2

2
  = 1.5 

ตัวอย่างการทดลองแบบที่สอง  
กล่องใบหน่ึงมีสลากหมายเลข 1 จํานวน 1 ใบ และมีสลากหมายเลข 2 จาํนวน 99 ใบ หยิบสลากออกมา 1 ใบ 
ให้ X = หมายเลขท่ีได้  
เพราะฉะน้ัน X = 1, 2 
หากเราจะบอกว่าตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 1 2

2
  = 1.5 อาจไม่เหมาะสม เน่ืองจาก P(X = 1) = 1

100
 

แต่ P(X = 2) = 99
100

  

เพราะว่า P(X = 1) = 1
100

 เพราะฉะน้ัน x = 1 ถ่วงนํ้าหนักด้วยโอกาสเกดิเฉล่ียมีค่าเป็น (1)( 1
100

) = 0.01 

เพราะว่า P(X = 2) = 99
100

 เพราะฉะน้ัน x = 2 ถ่วงนํ้าหนักด้วยโอกาสเกดิเฉล่ียมีค่าเป็น (2)( 99
100

) = 1.98  
เพราะฉะน้ันตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 0.01 + 1.98 = 1.99 

การกําหนดค่าเฉล่ียของตัวแปรสุ่ม หรือ ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม ใช้บทนิยามดังน้ี 

บทนิยาม 2.4.1 X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) ค่าคาดคะเนของ X แทนด้วย E(X) 
กําหนดคา่โดย 
E(X) = 

x
 x f(x) เม่ือ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E(X) = 
 




 x f(x) dx เม่ือ X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

ค่าเฉล่ียของตัวแปรสุ่ม X แทนด้วย  หรือ X  มีค่าเท่ากับ E(X) 

ข้อตกลง 
x
  (x) หมายถึงผลบวก  (x) ทุกค่า x ท่ีเป็นไปได้ 
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ตัวอย่าง 2.4.1 เลือกกรรมการ 3 คนอย่างสุ่มจากผู้สมัครท้ังหมด 7 คน ซ่ึงเป็นนักเคมี 4 คน และนักชีววทิยา 
3 คน จงหาค่าคาดคะเนของจํานวนนักเคมีท่ีได้รับเลือกเปน็กรรมการ 
วิธีทํา ให้ X เป็นจํานวนนักเคมีท่ีได้รับเลือกเปน็กรรมการ  

P(X = x) = f(x) =   
 

4 3
x 3 x

7
3

  เม่ือ x = 0, 1, 2, 3 

x 0 1 2 3 รวม 

f(x) 1
35

 12
35

 18
35

 4
35

 1 

x f(x) 0 12
35

 36
35

 12
35

 60
35

 

E(X) = 
  

3

x 0
 x f(x) = 60

35
 = 12

7
 = 1.71428571 

เพราะฉะน้ันในการเลือกกรรมการ 3 คนอย่างสุ่มจากนักเคมี 4 คนและนักชีววิทยา 3 คน  
จะได้ค่าเฉล่ียของนักเคมีท่ีได้รับเลือกเปน็กรรมการเท่ากับ 1.71428571 คน              

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 58

ตัวอย่าง 2.4.2 เล่นเกมโยนเหรียญเท่ียงตรง 3 อันพร้อมกัน 
ถ้า เหรียญข้ึนหัวท้ังหมด หรือ ก้อยท้ังหมด แล้วผู้เล่นจะได้รับเงิน 5 บาทจากร้านเล่นเกม 
ถ้า เหรียญข้ึนหัว 1 อัน หรือ 2 อัน แล้วผู้เล่นจะจ่าย 3 บาทให้ร้านเล่นเกม 
จงหาค่าคาดคะเนของเงินท่ีผู้เล่นจะได้รับจากร้านเล่นเกม 
วิธีทํา ให้ Y เป็นจํานวนเงินท่ีจะได้รับจากร้านเล่นเกม 
เพราะว่า 
ถ้า เหรียญข้ึนหัวท้ังหมด หรือ ก้อยท้ังหมด แล้วผู้เล่นจะได้รับเงิน 5 บาทจากร้านเล่นเกม 
ถ้า เหรียญข้ึนหัว 1 อัน หรือ 2 อัน แล้วผู้เล่นจะจ่าย 3 บาทให้ร้านเล่นเกม 
เพราะฉะน้ัน Y = 5, –3 
P(Y = 5) = f(5) = 2

8
 = 1

4
  

P(Y = –3) = f(–3) = 6
8

 = 3
4

  

E(Y) = (5)(
4
1 ) + (–3)( 3

4
) = –1 

เพราะฉะน้ันในเกมน้ีโดยเฉล่ียแล้วผู้เล่นจะเสียเงิน 1 บาท ในการเล่นแต่ละคร้ัง          

หมายเหต ุการเล่นเกมใด ๆ เราจะเรียกว่า เกมยุติธรรม (fair game) ถ้าโดยเฉล่ียแล้วผู้เล่นไม่ได้เปรียบหรือ
เสียเปรียบเลย เพราะฉะน้ันเม่ือค่าคาดคะเนเป็นศูนย์จะหมายถึงเกมยุติธรรม 

ตัวอย่าง 2.4.3 ให้ฟังกช์ันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X คือ  

f(x) = 






 
 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0

100      xเม่ือ3x
20,000

    

จงหาค่าคาดคะเนของ X  

วิธีทํา E(X) = 
 




 x f(x) dx  

= 
100



 x (
3

20000

x
) dx  

= 
100



 2
20000

x
 dx  

= 200                           

บทนิยาม 2.4.2 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่ม u(X) เป็นฟังก์ชันของ X จะได้ u(X) เป็นตัวแปรสุ่ม 
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ทฤษฎีบท 2.4.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) และตัวแปรสุ่ม u(X) เป็นฟังกช์ันของ X  
ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม u(X) แทนด้วย E[u(X)]  
กําหนดคา่โดย 
E[u(X)] = 

x
 u(x) f(x) เม่ือ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E[u(X)] = 
 




 u(x) f(x) dx เม่ือ X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

ตัวอย่าง 2.4.4 ให้ X เป็นจํานวนเหรียญท่ีข้ึนหัวท่ีเกิดจากการโยนเหรียญเท่ียงตรง 3 อันพร้อมกัน 
ให้ u(X) = 2X  + 1 และ v(X) = (X – 1) 2   
จงหา E[u(X)] และ E[v(X)] 
วิธีทํา X = 0, 1, 2, 3 
u(X) = 2X  + 1 

E[u(X)] = E( 2X  + 1) = 


3

0  x
( 2x  + 1) f(x) 

f(x) =  3
x

31( )
2

 เม่ือ x = 0, 1, 2, 3 

E( 2X  + 1) = (1) f(0) + (2) f(1) + (5) f(2) + (10) f(3)  
= (1)( 1

8
) + (2)( 3

8
) + (5)( 3

8
) + (10)( 1

8
)  

= 4 
ในทํานองเดียวกนั v(X) = (X – 1) 2   
E[v(X)] = E[(X – 1) 2 ] 

= 


3

0  x
(x – 1) 2  f(x) 

= (0 – 1) 2 f(0) + (1 – 1) 2 f(1) + (2 – 1) 2 f(2) + (3 – 1) 2 f(3) 
= (1) f(0) + (0) f(1) + (1) f(2) + (4) f(3) 
= (1)( 1

8
) + (0)( 3

8
) + (1)( 3

8
) + (4)( 1

8
)  

= 1                             
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ตัวอย่าง 2.4.5 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังกช์นัความน่าจะเป็น f(x) = 






 
ๆมีค่าอื่น   x   เมื่อ   0

2x1  เมื่อ3
2x

   

และให้ u(X) = 2X – 1  
จงหาค่าคาดคะเนของ u(X) 
วิธีทํา E[u(X)] = E(2X – 1)  

= 
2

1
 (2x – 1) f(x) dx  

= 
2

1
 (2x – 1) 2x

3
 dx  

= 1
3

2

1
 (2 3x  – 2x ) dx 

= 1
3

 [ 4x
2

 – 3x
3

 ]   

  

x 2
x 1

    

= 1
3

 [ (8 – 8
3

) – ( 1
2

 + 1
3

) ] 

= 1
3

( 16
3

 – 5
6

)  

= 3
2

                              

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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2.5 กฎของการคาดคะเน 
เพ่ือช่วยใหก้ารคํานวณคา่คาดคะเนของตัวแปรสุ่มสะดวกข้ึน เรามีกฎต่าง ๆ ซ่ึงสามารถพิสูจน์ได้ท้ังกรณีตัวแปร
สุ่มไม่ต่อเน่ืองและตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง ซ่ึงในท่ีน้ีจะแสดงการพสูิจน์สําหรับกรณีตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองเท่าน้ัน 

ทฤษฎีบท 2.5.1 ถ้า a และ b เป็นค่าคงตัว จะได้ E(aX + b) = aE(X) + b 
ข้อพิสูจน์  

E(aX + b) = 
 




 (ax + b) f(x) dx  

= a 
 




 x f(x) dx + b 

 




 f(x) dx  

= aE(X) + b(1) 
เพราะฉะน้ัน E(aX + b) = aE(X) + b                   

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.2 เม่ือ a = 0 จะได้ E(b) = b 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.3 เม่ือ b = 0 จะได้ E(aX) = aE(X) 

ทฤษฎีบท 2.5.4 E[u(X) + v(X)] = E[u(X)] + E[v(X)] 
ข้อพิสูจน์  

โดยนิยาม E[u(X) + v(X)] = 
 




 { u(x) + v(x) } f(x) dx  

= 
 




 u(x) f(x) dx + 

 




 v(x) f(x) dx  

= E[u(X)] + E[v(X)] 
เพราะฉะน้ัน E[u(X) + v(X)] = E[u(X)] + E[v(X)]                 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.5 E[u(X) – v(X)] = E[u(X)] – E[v(X)] 
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ตัวอย่าง 2.5.1 จงหาค่าของ E[(X – 1) 2 ] 
จากตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X ดังต่อไปน้ี 

x 0 1 2 3 

f(x) 1
3

 1
2

 0 1
6

 

วิธีทํา E[(X – 1) 2 ] = E( 2X  – 2X + 1)  

= E( 2X ) – 2E(X) + E(1)  

= E( 2X ) – 2E(X) + 1 
E(X) = (0)( 1

3
) + (1)( 1

2
) + (2)(0) + (3)( 1

6
) = 1 

E( 2X ) = (0)( 1
3

) + (1)( 1
2

) + (4)(0) + (9)( 1
6

) = 2 
เพราะฉะน้ัน E[(X – 1) 2 ] = 2 – 2(1) + 1 = 1                 

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
 
 
 
 
 
 
 
 

หมายเหต ุจากตัวอย่าง 2.4.5 เราอาจหาค่าของ E(2X – 1) โดยทฤษฎีบท 2.5.1  
เพราะฉะน้ัน E(2X – 1) = 2E(X) – 1 

เพราะว่า E(X) = 
2

1
 x ( 2x

3
) dx = 

2

1


3x
3

 dx = [ 4x
12

 ]   

  

x 2
x 1

   = 5

4
  

เพราะฉะน้ัน E(2X – 1) = (2)( 5
4

) – 1 = 3
2
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2.6 ความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม 
ความแปรปรวนเป็นค่าตัวเลขท่ีบอกให้เรารู้ว่าการกระจายค่าของตัวแปรแปรสุ่ม X มีการกระจายมากหรือน้อย
จากคา่เฉล่ียของตัวแปรแปรสุ่ม X หรือค่าของตัวแปรแปรสุ่ม X เบ่ียงเบนมากหรือน้อยจากค่าเฉล่ียของตัวแปร
แปรสุ่ม X  

แนวคิดของการหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มเป็นดังน้ี 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองท่ีมีค่าเป็น 1x , 2x , 3x , ... , nx , ... ด้วยความน่าจะเป็น f( 1x ), f( 2x ), 
f( 3x ), ... , f( nx ), ... ตามลําดับ  
ให้  = E(X) เป็นค่าคาดคะเนของ X 
เพราะฉะน้ัน ix  –  เป็นค่าคลาดเคล่ือนท่ี ix  เบ่ียงเบนไปจาก  
เพราะฉะน้ัน ( ix  – ) 2  เป็นค่าคลาดเคล่ือนยกกําลังสองท่ี ix  เบ่ียงเบนไปจาก  
เพราะว่า P(X = ix ) = f( ix ) 
เพราะฉะน้ัน ( ix  – ) 2  f( ix ) เป็นค่าคลาดเคล่ือนยกกําลังสองถ่วงนํ้าหนักด้วยโอกาสเกดิคา่ของ ix  
เพราะฉะน้ัน 

  x R x
 (x – ) 2  f(x) เป็นผลรวมค่าคลาดเคลื่อนยกกําลังสองถ่วงนํ้าหนักด้วยความน่าจะเป็น

ของตัวแปรสุ่ม P(X = x) = f(x) 
จะเห็นว่า 

  x R x
 (x – ) 2  f(x) ตรงกับ E[(X – ) 2 ] 

ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X ท้ังตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง และ ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง กาํหนดดังน้ี 

บทนิยาม 2.6.1 ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย 2  หรือ var(X) 
กําหนดโดย 2  = E[(X – ) 2 ] 

กรณฑ์ท่ีสองของความแปรปรวนท่ีมีค่าเป็นบวกเรียกว่า ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน 

ทฤษฎีบท 2.6.1 2  = E( 2X ) – 2  
ข้อพิสูจน์ var(X) = 2  = E[(X – ) 2 ] 
= E( 2X  – 2  X + 2 ) 
= E( 2X ) – 2  E(X) + E( 2 ) 
= E( 2X ) – 2   + 2  
= E( 2X ) – 2                         



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 64

ตัวอย่าง 2.6.1 จงหาความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X เม่ือ X เป็นจํานวนนักเคมีท่ีได้รับเลือกเปน็กรรมการ
จากการเลือกกรรมการ 3 คน จากผู้สมัครซ่ึงเป็นนักเคมี 4 คน และ นักชีววิทยา 3 คน 
วิธีทํา จากตัวอย่าง 2.4.1 ได้ E(X) =  = 12

7
  

เพราะว่า E( 2X ) = (0)( 1
35

) + (1)( 12
35

) + (4)( 18
35

) + (9)( 4
35

) = 24
7

 และ  = 12
7

 

เพราะฉะน้ัน 2  = E( 2X ) – 2  = 24
7

 – ( 12
7

) 2  = 24
49

                

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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ตัวอย่าง 2.6.2 จงหา ค่าเฉล่ีย ความแปรปรวน และ ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุ่ม X ซ่ึงมี p.d.f.  

คือ f(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0
2x1    เม่ือ1)2(x     

   

วิธีทํา  = E(X) = 
2

1
 x(2(x – 1)) dx = 5

3
 และ E( 2X ) = 

2

1
 2x (2(x – 1)) dx = 17

6
 

เพราะฉะน้ัน 2  = 17
6

 – ( 5
3

) 2  = 1
18

 

เพราะฉะน้ัน  = 1
18

 = 0.236                     

ตัวอย่าง 2.6.3 จงหาค่าความแปรปรวน 2   
จากตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X ดังต่อไปน้ี 

x 0 1 2 3 4 

f(x) 0.2 0.1 0.3 0.15 0.25 

วิธีทํา  
x 0 1 2 3 4 รวม 

f(x) 0.2 0.1 0.3 0.15 0.25 1 

x f(x) 0 0.1 0.6 0.45 1 2.15 
2x  f(x) 0 0.1 1.2 1.35 4 6.65 

เพราะฉะน้ัน  = E(X) = 2.15, E( 2X ) = 6.65 
เพราะฉะน้ัน 2  = E( 2X ) – 2  = 6.65 – 2(2.15)  = 2.0275 

การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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2.7 การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกัน (Joint Probability Distributions) 
ให้ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นผลของการทดลองสุ่มซ่ึงเกิดในเวลาเดียวกนั ความน่าจะเป็นของตัวแปรท้ังสองท่ี X 
มีค่าเป็น x และ Y มีค่าเป็น y เขียนแทนในรูปฟังก์ชัน f(x, y) เรียกว่า ฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกันของ X 
และ Y  
ในกรณีตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง จะได้ f(x, y) = P(X = x, Y = y) 

บทนิยาม 2.7.1 f(x, y) เป็นฟังก์ชนัความน่าจะเป็นร่วมกัน (joint probability function) ของตัวแปรสุ่มไม่
ต่อเน่ือง X และ Y ถ้า 
1. f(x, y)  0 ทุกค่า (x, y) 
2. 

x


y
 f(x, y) = 1 

3. P((X, Y)  A) = 
(x, y)  A
 f(x, y) เม่ือ A  R  R 

ตัวอย่าง 2.7.1 หยิบไพ่ 1 ใบอย่างสุ่มจากไพ่ 1 สํารับท่ีมี 52 ใบ 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีค่าเป็น 1, 2, 3, 4 เม่ือหยิบได้ไพ่โพดํา โพแดง ข้าวหลามตัด ดอกจกิ ตามลําดับ 
ให้ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีค่าเป็น 1, 2, 3, ... ,13 เม่ือไพ่ท่ีหยิบได้มีแต้มเป็น A, 2, 3, ... ,10, J, Q, K ตามลําดับ  
จงหาฟังก์ชนัความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
วิธีทํา ให้ f(x, y) = P(X = x, Y = y)  
เช่น f(2, 13) = P(X = 2, Y = 13) คือความน่าจะเป็นท่ีหยิบไพ่ได้ K โพแดง  
เพราะว่า จาํนวนวิธีหยิบไพ่ 1 ใบใด ๆ จาก 52 ใบ =  52

1  = 52  

เพราะฉะน้ัน f(x, y) = 1
52

 เม่ือ x = 1, 2, 3, 4 และ y = 1, 2, 3, ... ,13          

ตัวอย่าง 2.7.2 กล่องใบหน่ึงมีลูกบอลสีดํา 3 ลูก สีแดง 2 ลูก และ สีเขียว 3 ลูก หยิบลูกบอล 2 ลูกพร้อมกัน
อย่างสุ่ม ให ้X เป็นจํานวนลูกบอลสีดําท่ีหยิบได้ และ Y เป็นจํานวนลูกบอลสีแดงท่ีหยิบได้  
จงหาฟังก์ชนัการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
วิธีทํา  
สมมติหยิบลูกบอล 2 ลูก ได้สีดํา x ลูกและสีแดง y ลูก เพราะฉะน้ันหยิบลูกบอลสีเขียวได้ = 2 – x – y ลูก 
จํานวนวธิีหยิบลูกบอล 2 ลูกจากลูกบอลท้ังหมด 8 ลูก =  8

2   

ในทํานองเดียวกนั จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีดํา x ลูกจากลูกบอลสีดํา 3 ลูก =  3
x   

จํานวนวธิีหยิบลูกบอลสีแดง y ลูกจากลูกบอลสีแดง 2 ลูก =  2
y   

จํานวนวธิีหยิบลูกบอลสีเขียว (2 – x – y) ลูกจากลูกบอลสีเขียว 3 ลูก =  3
2 x y    
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เพราะฉะน้ัน f(x, y) = P(X = x, Y = y) =    
 

3 2 3
x y 2 x y

8
2

    

เม่ือ x = 0, 1, 2 และ y = 0, 1, 2 และ 0  x + y  2 
เพราะฉะน้ันตารางการแจกแจงความน่าจะเป็น f(x, y) = P(X = x, Y = y) ของตัวแปรสุ่ม X และ Y คือ  

                   x 

           y 

0 1 2 

0 3
28

 9
28

 3
28

 

1 6
28

 6
28

 0 

2 1
28

 0 0 

 
                            
การคํานวณโดยโปรแกรม R 
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บทนิยาม 2.7.2 f(x, y) เป็นฟังกช์นัความหนาแน่นร่วมกัน (joint density function) ของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 
X และ Y ถ้า 
1. f(x, y)  0 ทุกค่า (x, y) 

2. 
 






 




 f(x, y) dx dy = 1 

3. P((X, Y)  A) = 
A
 f(x, y) dx dy เม่ือ A  R  R 

ตัวอย่าง 2.7.3 กําหนดให้ฟังกช์ันความหนาแน่นร่วมกันของ X และ Y คือ 

f(x, y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน  yx,เม่ือ0
1y0  2,x0เม่ือ4

)23yx(1

 
  

จงหา P((X, Y)  A) เม่ือ A = { (x, y)  0  x  1, 1
4

  y  1
2

 } 

วิธีทํา P((X, Y)  A) = P(0  X  1, 1
4

  Y  1
2

)  

= 
1
2

1
4


1

0


2x(1 3y )
4
  dx dy 

= 
1
2

1
4

 [ 2x
8

 + 
2 23x y
8

 ] x = 1
x = 0  dy 

= 
1
2

1
4

 [ 1
8

 + 
23y

8
 ] dy 

= [ y
8

 + 
3y

8
 ] 

1y = 
2
1y = 
4

  

= ( 1
16

 + 1
64

) – ( 1
32

 + 1
512

) 
= 23

512
                          
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บทนิยาม 2.7.3 g(x) เป็นการแจกแจงมาร์จินัลของ X (marginal distribution of X) และ h(y) เป็นการแจก
แจงมาร์จินัลของ Y (marginal distribution of Y) ถ้า 
( i ) g(x) = 

y
 f(x, y) และ h(y) = 

x
 f(x, y) เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

( ii ) g(x) = 
 




 f(x, y) dy และ h(y) = 

 




 f(x, y) dx เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

จากคุณสมบติัของ f(x, y) เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง  

1. 
 




 g(x) dx = 

 






 




 f(x, y) dy dx = 1 

2. g(x)  0 ทุกค่า x 

3. P(a  X  b) = P(a  X  b, –  Y  ) = 
b

a


 




 f(x, y) dy dx = 

b

a
 g(x) dx 

เพราะฉะน้ัน g(x) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X  

ในทํานองเดียวกนัจะได้ 

1. 
 




 h(y) dy = 

 






 




 f(x, y) dx dy = 1 

2. h(y)  0 ทุกค่า y 

3. P(c  Y  d) = P(–  X  , c  Y  d) = 
d

c


 




 f(x, y) dx dy = 

d

c
 h(y) dy 

เพราะฉะน้ัน h(y) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม Y 
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ตัวอย่าง 2.7.4 จากตัวอย่าง 2.7.2 จงหา g(x) และ h(y) 
วิธีทํา หาผลบวกแนวแถว (row) และแนวหลัก (column) 

             x 

        y 

0 1 2 h(y) 

0 3
28

 9
28

 3
28

 15
28

 

1 6
28

 6
28

 0 12
28

 

2 1
28

 0 0 1
28

 

g(x) 10
28

 15
28

 3
28

  

เพราะฉะน้ันการแจกแจงมาร์จินัล g(x) คือ 

x 0 1 2 

g(x) 10
28

 15
28

 3
28

 

และการแจกแจงมาร์จินัล h(y) คือ 

y 0 1 2 

h(y) 15
28

 12
28

 1
28

 

 
                            
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จากนิยามของความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขของเหตุการณ์ B เม่ือกําหนดเหตุการณ์ A 
P(B  A) = P(A B)

P(A)
  เม่ือ P(A)  0 

ถ้าให ้A เป็นเหตุการณ์ท่ีตัวแปรสุ่ม X = x และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีตัวแปรสุ่ม Y = y 
เพราะฉะน้ัน P(Y = y  X = x) = P(X x,Y y)

P(X x)
 


  

หรือ f(y  x) = f (x,  y)
g(x)

 เม่ือ g(x)  0 

ในทํานองเดียวกนัจะได้ f(x  y) = f (x,  y)
h(y)

 เม่ือ h(y)  0 

เราเรียก f(y  x) ว่า การแจกแจงแบบมีเงื่อนไขของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง Y เม่ือกําหนด X = x 
และเรียก f(x  y) ว่า การแจกแจงแบบมีเงื่อนไขของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง X เม่ือกําหนด Y = y 
ในทํานองเดียวกนัสําหรับตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X และ Y จะได้ f(y  x) = f (x,  y)

g(x)
 เม่ือ g(x)  0 

คือฟังกช์ันความหนาแน่นของความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง Y เม่ือกําหนด X = x  
และ f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เม่ือ h(y)  0 

คือฟังกช์ันความหนาแน่นของความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X เม่ือกําหนด Y = y 

ตัวอย่าง 2.7.5 จากตัวอย่าง 2.7.4 จงหา f(x  1) และ P(X = 0  Y = 1) 
วิธีทํา f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เม่ือ h(y)  0 

f(x  1) = f (x,  1)
h(1)

 และ h(1) = 3
7

  

เพราะฉะน้ัน f(x  1) = ( 7
3

) f(x, 1) 

เพราะฉะน้ัน  f(x  1) = 
3
7  f(x, 1) เม่ือ x = 0, 1, 2 

f(0  1) = ( 7
3

) f(0, 1) = ( 7
3

)(
28
6 ) = 1

2
 

f(1  1) = ( 7
3

) f(1, 1) = ( 7
3

)(
28
6 ) = 1

2
 

f(2  1) = ( 7
3

) f(2, 1) = ( 7
3

)(0) = 0 
จะได้ตารางการแจกแจงแบบมีเงื่อนไขของ X เม่ือกําหนด Y = 1 คือ 

x 0 1 2 

f(x  1) 1
2

 1
2

 0 

และ P(X = 0  Y = 1) = f(0  1) = 1
2

                  
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ตัวอย่าง 2.7.6 จากตัวอย่าง 2.7.3 จงหา g(x), h(y), f(x  y) และ P( 1
4

  X  1
2

  Y = 1
3

) 

วิธีทํา g(x) = 
 




 f(x, y) dy  

= 
1

0


2x(1 3y )
4
  dy  

= [ xy
4

 + 
3xy

4
 ] y = 1

y = 0   
= x

2
 

เพราะฉะน้ัน g(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0
2x0   เม่ือ2

x
    

h(y) = 
 




 f(x, y) dx  

= 
2

0


2x(1 3y )
4
  dx  

= [ 2x
8

 + 
2 23x y
8

 ] x = 2
x = 0   

= 
21 3y

2
  

เพราะฉะน้ัน h(y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน      yเม่ือ    0
1y0   เม่ือ2

23y1
    

เพราะว่า f(x  y) = f (x,  y)
h(y)

 = 

2

2

x(1 3y )
4

1 3y
2

   
 
   
 

 = x
2

 เม่ือ 0  x  2 

เพราะฉะน้ัน P( 1
4

  X  1
2

  Y = 1
3

) = 
1
2

1
4

 f(x  y = 1
3

) dx = 
1
2

1
4

 x
2

 dx = 3
64

      

ข้อสังเกต จากตัวอย่าง 2.7.6 จะเห็นได้ว่า ค่าของ f(x  y) ไม่ข้ึนอยู่กับ y และ f(x  y) = g(x) 
จาก f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เม่ือ h(y)  0 เพราะฉะน้ัน f(x, y) = f(x  y) h(y)  

เพราะฉะน้ัน f(x, y) = g(x) h(y) 
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บทนิยาม 2.7.4 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองหรือไม่ต่อเน่ืองซ่ึงมีฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกัน f(x, y) 
และ การแจกแจงมาร์จินัล g(x) และ h(y) ตามลําดับ จะกล่าวว่า 
ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกคา่ x และ y จะได้ f(x, y) = g(x) h(y) 
จากตัวอย่าง 2.7.4  
f(0, 1) = 3

14
  

g(0) = 
  

2

y 0
 f(0, y) = 3

28
 + 6

28
 + 1

28
 = 5

14
  

h(1) = 
  

2

x 0
 f(x, 1) = 6

28
 + 6

28
 + 0 = 3

7
  

g(0) h(1) = ( 5
14

)( 3
7

) = 15
98

  

เพราะว่า f(0, 1)  g(0) h(1) เพราะฉะน้ันตัวแปรสุ่ม X และ Y ไม่เป็นอิสระต่อกัน 

บทนิยาม 2.7.5 f(x, y) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y  
ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม u(X, Y) แทนด้วย E[u(X, Y)]  
กําหนดคา่โดย 
E[u(X, Y)]= 

x


y
 u(x, y) f(x, y) เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E[u(X, Y)] = 
 






 




 u(x, y) f(x, y) dx dy เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

หมายเหตุ กรณีตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน จะได้ E(XY) = E(X) E(Y) 
E(XY) = 

x


y
 xy f(x, y)                เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

= 
x


y
 xy g(x) h(y)                    (X, Y อิสระต่อกัน จะได้ f(x, y) = g(x) h(y)) 

= 
x
 x g(x) 

y
 y h(y) = 

x
 x g(x) E(Y) = E(Y) 

x
 x g(x) = E(Y) E(X) 

และ E(XY) = 
 






 




 xy f(x, y) dx dy   เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

= 
 






 




 xy g(x) h(y) dx dy           (X, Y อิสระต่อกัน จะได้ f(x, y) = g(x) h(y)) 

= 
 




 y h(y) 

 




 x g(x) dx dy = 

 




 y h(y) E(X) dy = E(X)

 




 y h(y) dy = E(X) E(Y) 
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ตัวอย่าง 2.7.7 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกัน ดังตัวอย่าง 2.7.2 
ให้ u(X, Y) = XY  
จงหาค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม u(X, Y) 
วิธีทํา จากตัวอย่าง 2.7.2  
X = 0, 1, 2 และ Y= 0, 1, 2 มีตารางแสดงค่าฟังก์ชันความน่าจะเป็นดังน้ี 

                   x 

           y 

0 1 2 

0 3
28

 9
28

 3
28

 

1 6
28

 6
28

 0 

2 1
28

 0 0 

E(XY) = 


2

0  x



2

0 y 

xy f(x, y) 

= (0)(0) f(0, 0) + (0)(1) f(0, 1) + (0)(2) f(0, 2) + (1)(0) f(1, 0) + (1)(1) f(1, 1) + (2)(0) f(2, 0) 
= f(1, 1) 
= 

14
3                            

ข้อสังเกต ถ้า u(X, Y) = X โดยนิยามจะได้ 
E(X) = 

x


y
 x f(x, y) = 

x
 x g(x) เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E(X) = 
 






 




 x f(x, y) dy dx = 

 




 x g(x) dx เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

โดยท่ี g(x) คือการแจกแจงมาร์จินัลของตัวแปรสุ่ม X 

ในทํานองเดียวกนั ถ้า u(X, Y) = Y จะได้ 
E(Y) = 

x


y
 y f(x, y) = 

y
 y h(y) เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E(Y) = 
 






 




 y f(x, y) dx dy = 

 




 y h(y) dy เม่ือ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

โดยท่ี h(y) คือการแจกแจงมาร์จินัลของตัวแปรสุ่ม Y 
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จากตัวอย่าง 2.7.6 จะได้ g(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0
2x0   เม่ือ2

x
     

และ                         h(y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน      yเม่ือ    0
1y0   เม่ือ2

23y1
    

เพราะฉะน้ัน               g(x) h(y) = ( x
2

)(
21 3y

2
 ) เม่ือ 0  x  2, 0  y  1 

เพราะฉะน้ัน g(x) h(y) = 









 ๆ มีค่าอ่ืน    y,     x เม่ือ0
    1y0    2,x0   เม่ือ        4

)23yx(1
   = f(x, y) 

เพราะว่า f(x, y) = g(x) h(y) เพราะฉะน้ันตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน 

บทนิยาม 2.7.5 ความแปรปรวนร่วม (covariance) ของตัวแปรสุ่ม X และ Y  
เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ XY  หรือ cov(X, Y) คือ  

XY  = E[(X – X )(Y – Y )] เม่ือ X  = E(X) และ Y  = E(Y) 

XY  = 
x


y
 (x – X )(y – Y ) f(x, y) เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

XY  = 
 






 




 (x – X )(y – Y ) f(x, y) dx dy เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

ทฤษฎีบท 2.7.2  
1. XY  = E(XY) – X Y  
2. ถ้า X, Y เป็นอิสระต่อกัน แล้ว XY  = 0 
ข้อพิสูจน์ 1. XY  = cov(X, Y)  
= E[(X – X )(Y – Y )]  
= E(XY – X Y – Y X + X Y ) 
= E(XY) – X  E(Y) – Y  E(X) + E( X Y ) 
= E(XY) – X Y  – X Y  + X Y  
= E(XY) – X Y  

2. ให้ X, Y เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะน้ัน E(XY) = E(X) E(Y) = X Y  
เพราะฉะน้ัน XY  = E(XY) – X Y  = 0                 
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ตัวอย่าง 2.7.8 จากตัวอย่าง 2.7.2 จงหาค่า XY  

วิธีทํา X  = E(X) = 
  

2

x 0


  

2

y 0
 x f(x, y) = 

  

2

x 0
 x 

  

2

y 0
 f(x, y) = 

  

2

x 0
 x g(x)  

= (0)( 10
28

) + (1)( 15
28

) + (2)( 3
28

) = 3
4

  

Y  = E(Y) = 


2

0 y 



2

0  x

y f(x, y) = 


2

0 y 

y 


2

0  x

f(x, y) = 


2

0 y 

y h(y)  

= (0)( 15
28

) + (1)( 3
7

) + (2)( 1
28

) = 
2
1  

จากตัวอย่าง 2.7.7 เราได้ E(XY) = 3
14

  
เพราะฉะน้ัน XY  = E(XY) – X Y  
= 3

14
 – ( 3

4
)(

2
1 ) 

= – 9
56

                           

ข้อสังเกต เราสามารถนําค่าของความแปรปรวนร่วม อธิบายความสัมพันธ์ของตัวแปรได้ดังน้ี  
1. ถ้า XY   0 แล้วแสดงว่า เม่ือ X มีค่าเพ่ิมข้ึน Y มีค่าลดลง หรือเม่ือ X มีค่าลดลง Y มีค่าเพ่ิมข้ึน  
2. ถ้า XY   0 แล้วแสดงว่าท้ัง X และ Y มีค่าเพ่ิมข้ึนพร้อมกันหรือมีค่าลดลงพร้อมกัน 

ตัวอย่าง 2.7.9 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกัน f(x, y) คือ 

f(x, y) = 




 

               ๆมีค่าอ่ืน   y   x,เม่ือ   0
1y0  ,  yx0    เม่ือ2

      
              

จงหา XY  
วิธีทํา  

X  = E(X) = 
1

0


y

0
 2x dx dy = 1

3
 

Y  = E(Y) = 
1

0


y

0
 2y dx dy = 2

3
 

และ E(XY) = 
1

0


y

0
 2xy dx dy = 1

4
  

เพราะว่า XY  = E(XY) – X Y  เพราะฉะนั้น XY  = 1
4

 – ( 1
3

)( 2
3

) = 
36
1           
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2.8 คุณสมบัติของความแปรปรวนและความแปรปรวนรว่ม 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีความแปรปรวน  2

X  และ Y เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีความแปรปรวน  2
Y  

และ XY  เป็นความแปรปรวนร่วมของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
ให้ u(X) เป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่ม X  
ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ u(X) แทนด้วย u(X)  และ  2

u(X)  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 2.8.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังกช์นัความน่าจะเป็น f(x) จะได้ความแปรปรวนของ u(X) คือ 
 2
u(X)  = E[{ u(X) – u(X)  } 2  ] 

ทฤษฎีบท 2.8.2 ให้ b เป็นค่าคงตัว จะได้  2
X + b  =  2

X  เ 
ข้อพิสูจน์ เพราะว่า  2

X + b  = E[{ (X + b) – X + b  } 2 ] และ X + b  = E(X + b) = E(X) + b =  + b 
เพราะฉะนั้น  2

X + b  = E[(X + b –  – b) 2 ] = E[(X –  ) 2 ] =  2
X           

ทฤษฎีบท 2.8.3 ให้ a เป็นค่าคงตัว จะได้  2
aX  = 2a  2

X  
ข้อพิสูจน์ เพราะว่า  2

aX  = E[(aX – aX ) 2 ] และ aX  = E(aX) = aE(X) = a  
เพราะฉะนั้น 2

aX  = E[(aX – a ) 2 ] = 2a E[(X – ) 2 ] = 2a  2
X            

ทฤษฎีบท 2.8.4 ให้ a และ b เป็นค่าคงตัว จะได้  2
aX + bY  = 2a  2

X  + 2b  2
Y  + 2ab XY  

ข้อพิสูจน์  2
aX + bY  = E[{ (aX + bY) – aX + bY  } 2 ] 

และ aX + bY  = E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) = a X  + b Y  
โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.8.3 และทฤษฎบีท 2.7.4 จะได้ 

 2
aX + bY  = E[{ (aX + bY) – (a X  + b Y ) } 2 ] 

= E[{ a(X – X ) + b(Y – Y ) } 2 ] 
= 2a E[(X – X ) 2 ] + 2b E[(Y – Y ) 2 ] + 2abE[(X – X )(Y – Y )] 
= 2a  2

X  + 2b  2
Y  + 2ab XY                    

ตัวอย่าง 2.8.1 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมี  2
X  = 12,  2

Y  = 60 และ XY  = 14 
จงหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม Z เม่ือ Z = 3X + 4Y + 5 
วิธีทํา  2

Z  =  2
3X + 4Y + 5  =  2

3X + 4Y  
= 23  2

X  + 24  2
Y  + 2(3)(4) XY  

= (9)(12) + (16)(60) + 2(3)(4)(14) 
= 1404                          
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ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.5 ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเปน็อิสระต่อกัน  
แล้วจะได้  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  
ข้อพิสูจน์  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  + 2ab XY  
เพราะว่า X และ Y เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะนั้น XY  = 0  
เพราะฉะนั้น  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y                  

ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.6 ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเปน็อิสระต่อกัน  
แล้วจะได้  2

aX  bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  
ข้อพิสูจน์ จากทฤษฎีบทประกอบ 2.8.5  2

aX  bY  =  2
aX  ( b)Y   

= 2a  2
X  + 2( b)  2

Y  
= 2a  2

X  + 2b  2
Y                        

ตัวอย่าง 2.8.2 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเป็นอิสระต่อกันโดยท่ี  2
X  = 3 และ  2

Y  = 4 
จงหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม Z เม่ือ Z = 4X – 5Y + 6 
วิธีทํา  2

Z  =  2
4X  5Y + 6  

=  2
4X  5Y                 (ทฤษฎีบท 2.8.2) 

= (16)  2
X  + (25)  2

Y     (ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.6) 
= (16)(3) + (25)(4) 
= 148                            
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 ในบทน้ีจะกล่าวถึงการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองบางชนิดท่ีมีความสาํคัญเช่น การ
แจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มยูนิฟอร์ม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี การแจก
แจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวนิาม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มพหุนาม การแจกแจง
ความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มเรขาคณิต การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวินามลบ การแจกแจง
ความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไฮเพอร์จีออเมตริก และ การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มปัวส์ซอง 
และ การประมาณค่าความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไฮเพอร์จีออเมตริกด้วยความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวิ
นาม การประมาณค่าความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวินามด้วยความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มปัวส์ซอง 

3.1 การแจกแจงยูนิฟอร์ม (Uniform Distribution) 
 การแจกแจงของตัวแปรสุ่มซึ่งแต่ละค่าของตัวแปรสุ่มมีความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดเท่า ๆ กัน เรียกว่า การแจก
แจงยูนิฟอร์ม ลักษณะท่ัวไปของการแจกแจงยูนิฟอร์มมีดังน้ี 
 ให้ค่าของตัวแปรสุ่ม X ประกอบด้วย 1x , 2x , ... , kx  ซึ่งแต่ละค่ามีความน่าจะเป็นเท่า ๆ กัน 
ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มยูนิฟอร์ม X คือ 
f(x ; k) = 1

k
 เมื่อ x = 1x , 2x , ... , kx  

หมายเหต ุการที่เขียน f(x ; k) แทนท่ีจะเขียน f(x) ก็เพื่อท่ีจะชี้ให้เหน็ว่าสูตรของการแจกแจงยูนิฟอร์มข้ึนอยู่
กับค่าของ k 
ตัวอย่าง 3.1.1 ในการโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 1 คร้ัง  
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็น 1 เมื่อเหรียญข้ึนหัว และมีค่าเป็น 0 เม่ือเหรียญข้ึนก้อย  
X จะมกีารแจกแจงยูนิฟอร์ม ดังน้ี f(x ; 2) = 

2
1  เมื่อ x = 0, 1              

ตัวอย่าง 3.1.2 ในการทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง ให้ X เป็นแต้มท่ีได้  
X จะมกีารแจกแจงยูนิฟอร์ม ดังน้ี f(x ; 6) = 

6
1  เมื่อ x = 1, 2, 3, 4, 5, 6           
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รูปฮิสโตแกรมสําหรับการแจกแจงยูนิฟอร์ม ประกอบด้วยรูปส่ีเหล่ียมผนืผ้าท่ีต่างกม็ีความสงูเท่ากัน 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1 

ทฤษฎีบท 3.1.1 ค่าเฉลีย่และความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มยูนิฟอร์ม X ท่ีมีการแจกแจงยูนิฟอร์ม  

f(x ; k) = 1
k

 เมื่อ x = 1x , 2x , ... , kx  

คือ ค่าเฉลี่ย  = 1
k

 
  

k

i 1
 ix  และ ความแปรปรวน 2  = 1

k
 

  

k

i 1
 ( ix  – ) 2  = 1

k
 

  

k

i 1
 2

ix  – 2  

ข้อพิสูจน์ ค่าเฉลี่ย  = E(X) = 
  

k

i 1
 ix f( ix ) = 

  

k

i 1
 ix ( 1

k
) = 1

k
 

  

k

i 1
 ix  

ความแปรปรวน 2  = E((X – ) 2 ) = E( 2X ) – 2   

= 
  

k

i 1
 2

ix  f( ix ) – 2   

= 
  

k

i 1
 2

ix  ( 1
k

) – 2  

= 1
k

 
  

k

i 1
 2

ix  – 2                         

ตัวอย่าง 3.1.3 ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง และตัวแปรสุ่ม X เป็นแต้มท่ีได้ 

จงหาค่าเฉล่ีย  และความแปรปรวน 2  ของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา X = 1, 2, 3, 4, 5, 6 มีการแจกแจงยูนิฟอร์ม P(X = x) = f(x ; 

6
1 ) 

ค่าเฉล่ีย  = 
6
1 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =  7

2
 = 3.5 

ความแปรปรวน 2  = 1
k

 
  

k

i 1
 2

ix  – 2   

= 1
6

(1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) –   

27( )
2

  

= 35
12

                             
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3.2 การแจกแจงแบร์นูลลี (Bernoulli Distribution) 
การทดลองทางสถิติหลายแบบท่ีมีลักษณะเป็นการกระทํา 1 คร้ังมีผลอย่างใดอย่างหน่ึงใน 2 แบบ เช่น  
 โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน ผล 2 แบบท่ีสนใจคอืได้ หัว หรือ ก้อย  
 ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก ผล 2 แบบท่ีสนใจคอืได้ แต้มคู่ หรือ แต้มคี่  
 หยิบสินค้าออกมา 1 ชิ้น จากกล่องท่ีมีสินค้าดี 4 ชิ้นและสินค้าเสีย 6 ช้ิน จะได้ สินค้าดี หรือ สินค้าเสีย 

รูปแบบท่ัวไปท่ีเราสนใจคือ การทดลองท่ีการกระทํา 1 คร้ังมีผลของการกระทําเป็นไปได้เพียงอย่างใดอย่างหน่ึง
ใน 2 อย่าง เท่าน้ัน คือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) โดยความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลสําเร็จ
เท่ากับ p และความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลไม่สําเร็จเท่ากับ q ซึ่ง p + q = 1  
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มแทนจํานวนคร้ังท่ีเกิดผลสําเร็จในการทดลอง 1 คร้ัง 
ถ้าการทดลองเกิดผลสําเร็จ แล้ว X = 1 และ ถ้าการทดลองเกดิผลไม่สําเร็จ แล้ว X = 0 
เพราะฉะน้ันค่าท่ีเป็นไปได้ของ X คือ 0, 1 ตัวแปรสุ่ม X เรียกว่า ตัวแปรสุม่แบร์นูลลี  
เพราะฉะน้ัน P(X = 0) = q และ P(X = 1) = p  
และฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เม่ือ x = 0, 1 

บทนิยาม 3.2.1 ตัวแปรสุ่ม X ท่ีแสดงจํานวนคร้ังของผลสําเร็จท่ีเกิดจากการทดลอง 1 คร้ัง  
เรียกว่า ตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X เรียกว่า การแจกแจงแบร์นูลลี  

สรุปรูปแบบท่ัวไปของการทดลองแบร์นูลลี (Bernoulli experiment) คือ 
1. การทดลอง 1 คร้ังมผีลได้ 2 แบบคือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) 
2. ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลสําเร็จเท่ากับ p  
3. ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลไม่สาํเร็จเท่ากับ q เพราะฉะน้ัน p + q = 1 
4. ทําการทดลอง 1 คร้ัง 
ให้ X = จํานวนคร้ังของผลสําเร็จ เพราะฉะน้ัน X = 0, 1 
ฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เม่ือ x = 0, 1 

ตัวอย่าง 3.2.1 โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 1 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีในการโยนเหรียญน้ีได้เหรียญข้ึนหัว 
วิธีทํา การทดลองโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 1 คร้ัง ผลสําเร็จคือการได้หวั ผลไม่สําเร็จคือการได้ก้อย 
ให้ X เป็นจํานวนคร้ังท่ีเหรียญข้ึนหัว เพราะฉะน้ัน X = 0, 1 
ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลสําเร็จ คอืความน่าจะเป็นท่ีเหรียญข้ึนหัว = p = 1

2
 

ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลไม่สําเร็จ คือความน่าจะเป็นท่ีเหรียญข้ึนก้อย = q = 1 – p = 1 – 1
2

 = 1
2

 

ความน่าจะเป็นท่ีในการโยนเหรียญน้ีได้เหรียญข้ึนหัวคือ P(X = 1) =   1 1 11 1( ) ( )
2 2

  = 1
2

       
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ตัวอย่าง 3.2.2 ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง จงหาความน่าจะเป็นท่ีลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 
วิธีทํา การทอดลกูเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง ผลสําเร็จคือลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 ผลไม่สําเร็จคือลูกเต๋าไม่ข้ึนแต้ม 3 
ให้ X เป็นจํานวนคร้ังท่ีลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 
เพราะฉะน้ัน X = 0, 1 
ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลสําเร็จ คอืความน่าจะเป็นท่ีได้แต้ม 3 มีค่าเท่ากับ p = 

6
1  

ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลไม่สําเร็จ คือความน่าจะเป็นท่ีไม่ได้แต้ม 3 มีค่าเท่ากับ q = 1 – p = 5
6

  
ความน่าจะเป็นท่ีทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 1 คร้ัง ลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 มีค่าเท่ากับ P(X = 1)  
=   1 1 11 5( ) ( )

6 6
  = 

6
1                         

ข้อสังเกต สําหรับการแจกแจงแบร์นูลลี จะได้ว่า P(X = 0) = q และ P(X = 1) = p 

ทฤษฎีบท 3.2.1 ค่าเฉลีย่และความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี X ท่ีมีการแจกแจงแบร์นูลลี  
f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เมื่อ x = 0, 1  

คือ ค่าเฉล่ีย  = p และ ความแปรปรวน 2  = pq 
ข้อพิสูจน์  
 = E(X)  

= 
  

1

x 0
 x P(X = x) = (0) P(X = 0) + (1) P(X = 1)  

= (0)(q) + (1)(p)  
= p 

2  = E( 2X ) – 2   

= 
  

1

x 0
 2x  P(X = x) – 2p   

= ( 20 ) P(X = 0) + ( 21 ) P(X = 1) – 2p   
= (0)(q) + (1)(p) – 2p   
= p – 2p   
= p(1 – p) 
= pq                           



บทท่ี 3 การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ต่อเนื่อง 83

3.3 การแจกแจงทวินาม (Binomial Distribution) 
การทดลองท่ีประกอบด้วยการกระทําซ้ํา ๆ กนั โดยผลของการกระทําแต่ละคร้ังมีได้เพียง 2 อย่าง คอื 
ผลสําเร็จ หรือ ผลไม่สําเร็จ เช่น  

โยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 20 คร้ัง การโยนแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกันจะปรากฏผลเป็นหัวหรือกอ้ย ซึ่งอาจถือ
ว่าการข้ึนหัวเป็นผลสําเร็จ ส่วนการข้ึนก้อยเป็นผลไม่สําเร็จ สําหรับตัวอย่างของการโยนเหรียญน้ี ความน่าจะ
เป็นท่ีเหรียญจะข้ึนหัวเท่ากับ 1

2
 และความน่าจะเป็นท่ีเหรียญจะข้ึนก้อยเท่ากับ 1

2
  

ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 15 คร้ัง การทอดแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกันจะได้แต้ม 1 หรือไม่ได้แต้ม 1 ซึ่งอาจถือ
ว่าการได้แต้ม 1 เป็นผลสําเร็จ ส่วนการไม่ได้แต้ม 1 เป็นผลไม่สําเร็จ สําหรับตัวอย่างของการทอดลูกเต๋า
เท่ียงตรงหน่ึงลูกความน่าจะเป็นท่ีจะได้แต้ม 1 เท่ากับ 1

6
 และความน่าจะเป็นท่ีจะไม่ได้แต้ม 1 เท่ากับ 5

6
  

ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 3 คร้ัง การทอดแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกันจะได้แต้มเท่ากัน หรือ ไม่เท่ากัน 
ซึ่งอาจถือว่าการได้แต้มเท่ากันเป็นผลสําเร็จ ส่วนการได้แต้มไม่เท่ากันเปน็ผลไม่สําเร็จ 
S = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), ... , (4, 6), (5, 6), (6, 6) }, n(S) = 36 

A = { (x, y)  x = y } = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) } เพราะฉะน้ัน P(A) = 6

36
 = 1

6
  

เพราะฉะน้ัน P(ผลสําเร็จ) = 1

6
 และ P(ผลไม่สําเร็จ) = 5

6
 

ตัวอย่างข้างต้นเป็นตัวอย่างหน่ึงของ การทดลองทวินาม (binomial experiment) หรือกล่าวได้ว่าการทดลอง
ทวินามก็คือการทําการทดลองแบบแบร์นูลลีซ้ํา ๆ กัน หลาย ๆ คร้ัง 

รูปแบบท่ัวไปของการทดลองทวินาม (Binomial experiment) คือ 
1. การทดลอง 1 คร้ังมผีลได้ 2 แบบคือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) 
2. ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลสําเร็จเท่ากับ p  
3. ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดผลไม่สําเร็จเท่ากับ q เพราะฉะน้ัน p + q = 1 
4. การทดลองแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกัน 
5. ทําการทดลอง n คร้ัง 
ให้ X = จํานวนคร้ังของผลสําเร็จ 
เพราะฉะน้ัน X = 0, 1, 2, 3, ... , n 
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