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คํานาํ 

  วิชา เรขาคณิต เป็นวิชาคณติศาสตร์ที่มีการพิสจูน์ จึงเป็นการฝึกให้นักเรียนพิสจูน์เป็น ในหลักสตูร

คณติศาสตร์ของประเทศไทยในสมัยโบราณเวลาที่พ่อแม่หรือผู้ปกครองเหน็ตารางสอนของลูกหลานเม่ือพบคาํ

ว่า เลขคณติ พีชคณติ ตรีโกณมิติ เรขาคณติ สถติิ จะรู้ทนัที่ว่าลูกหลานของท่านเรียนเร่ืองอะไรมาเช่น 

   เรียนวิชา เลขคณติ  จะได้เรียนเกี่ยวกบั ต้นทุน กาํไร เงินต้น ดอกเบี้ย บัญญัติไตรยางค์ 

   เรียนวิชา พีชคณติ  จะได้เรียนเกี่ยวกบั การแยกตัวประกอบ การกระจายพหุนาม 

   เรียนวิชา ตรีโกณมิติ  จะได้เรียนเกี่ยวกบั อตัราส่วนสามเหล่ียมมุมฉาก การแก้รูปสามเหล่ียม 

   เรียนวิชา เรขาคณติ  จะได้เรียนเกี่ยวกบั สามเหล่ียม สี่เหล่ียม และ การพิสจูน์ (ซ.ต.พ.) 

   เรียนวิชา สถติิ   จะได้เรียนเกี่ยวกบั ข้อมูล ตารางความถี่ ค่าเฉล่ีย คะแนนมาตรฐาน 

วันน้ี พ่อแม่หรือผู้ปกครอง หากทา่นพบคาํว่า เลขหลกั หรือคาํว่า เลขเสริม ปรากฏในตารางสอนท่านจะรู้

หรือไม่ว่าวันน้ีลูกของท่านเรียนวิชาคณติศาสตร์เร่ืองใดมา ในอดีตกาลความสาํคัญของ เรขาคณิต ที่ต้องเข้ามา

ในหลักสตูร เหตุผลหน่ึงที่สาํคัญคือ ตอ้งการใหน้กัเรียนเป็นคนมีเหตุผลและฝึกใหเ้ขียนพสูิจนเ์ป็น ใน

ปัจจุบันคาํว่า เรขาคณิต จะปรากฏในตารางสอนของนักเรียน และ จะมีการเรียนวิชาเรขาคณติกนัอย่างจริงจัง

หรือไม่ ผู้เขยีนขอฝากอนาคตของวิชาเรขาคณติไว้กบั ครู นักเรียน และ ผู้ปกครอง ทุกท่าน 

  ในปัจจุบัน ครู นักเรียน และ ผู้ปกครอง เร่ิมเหน็ความสาํคัญของ เรขาคณิต แล้ว โดยมีเหตุผลที่สาํคัญ

คือ ถา้ ไม่รูเ้รขาคณิต แลว้ มัน่ใจไดว่้า เมือ่ไปสอบคณิตศาสตรโ์อลิมปิกนานาชาติ (IMO) ไม่มีทางทําได้

คะแนนเต็ม แน่นอน (สอบตกรอบคัดเลือกของข้อสอบในประเทศไทยไปต้ังนานแล้ว) ที่ผู้เขียนม่ันใจว่าคาํ

กล่าวอ้างข้างต้นเป็นจริง เพราะว่า ข้อสอบคัดเลือกเพ่ือเป็นตัวแทนนักเรียนไทยไปแข่งขันคณติศาสตร์โอลิมปิก

นานาชาติ ต้องออกข้อสอบเรขาคณติแน่นอน และ ต้องออกหลายข้อด้วย นอกจากน้ันข้อสอบ IMO ที่เร่ิมสอบ

คร้ังแรก ปี ค.ศ. 1959 ที่ โรมาเนีย ซ่ึงออกสอบปีละ 6 ข้อ ยังต้องออกข้อสอบเรขาคณติ ตัวอย่างเช่น 

   ต้ังแต่คร้ังแรก  IMO 1959 ที่ประเทศโรมาเนีย ข้อ 4.  (ดูโจทย์และเฉลยที่ข้อ 2. บทที่ 8.) 

   จนถงึคร้ังล่าสดุ IMO 2008 ที่ประเทศสเปน ข้อ 1.   (ดูโจทย์และเฉลยที่ข้อ 70. บทที่ 8.) 

  หนังสอื โลกเรขาคณิต ในเล่มประกอบด้วย บทนิยาม บทสร้าง ทฤษฎีบท จุด เส้นตรง เส้นขนาน 

สามเหล่ียม สี่เหล่ียม วงกลม ส่วนโค้ง คอร์ด เซคเตอร์ เส้นสมัผสัวงกลม สามเหล่ียมคล้าย สามเหล่ียมเท่ากนั

ทุกประการ (ด.ด.ด.) (ด.ม.ด.) (ม.ม.ด.) (ด.ฉ.ด.) สามเหล่ียมแนบในวงกลม สามเหล่ียมล้อมรอบวงกลม 

อตัราส่วนสาํคัญที่ได้จากสามเหล่ียมคล้าย สี่เหล่ียมแนบในวงกลม Pythagoras's Theorem ใน 2 มิติ และ  

3 มิติ Ptolemy's theorem, Euler's Theorem in Geometry, Simson line, 9 - points circle, pedal triangle, 

Ceva's Theorem, Menelaus's Theorem และ นาํเสนอโจทย์พร้อมเฉลยด้วยปัญหาจากง่ายระดับ ม.ต้น ไปยาก

จนถงึระดับโอลิมปิกคณติศาสตร์ (IMO) การเขียนพิสจูน์ มี 2 แบบ คือ รูปแบบตารางซ่ึงเหมาะสมกบัระดับ

มัธยมศกึษาตอนต้น และ การเขียนเหตุและผลไปพร้อมกนัซ่ึงเหมาะสมกบัการเรียนระดับสงู 

  ขอขอบคุณผู้อ่านทุกท่านที่ติดตามผลงานมาโดยตลอด 
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Erdos - Mordell Theorem 

ให้ O เป็นจุดใน Δ ABC, OD ⊥ BC, OE ⊥ CA, OF ⊥ AB จะได้ OA + OB + OC ≥ 2(OD + OE + OF) 
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บทที่ 1
บทนิยาม และ ทฤษฎีบท

ขอตกลงเกี่ยวกับสัญลักษณและบทนิยาม
1. จุด เปนส่ิงที่ใชบอกตําแหนง (ไมมีขนาด) นิยมใชสัญลักษณแทนจุดดวย A, B, C, ...
2. เสน เปนทางเดินของจุด ซ่ึงมีเฉพาะความยาว และ ไมมีความกวาง
3. AB ใชแทนความหมายในหลายรูปแบบตามความเหมาะสม

3.1 AB แทนสวนของเสนตรงที่ผานจุด A และ B
3.2 AB แทนสวนของเสนตรงระหวางจุด A และ B
3.3 AB แทนความยาวของสวนเสนตรงระหวางจุด A และ B

4. AB  ใชแทนความหมายในหลายรูปแบบตามความเหมาะสม
4.1 AB  แทนสวนของสวนเสนตรงระหวางจุด A และ B
4.2 AB  แทนความยาวของสวนเสนตรงระหวางจุด A และ B
4.3 AB  แทนความยาวของสวนเสนตรงที่วัดจาก จุด A ไปยังจุด B มีเครื่องหมายเปน บวก

BA  แทนความยาวของสวนเสนตรงที่วัดจาก จุด A ไปยังจุด B มีเครื่องหมายเปน ลบ
เพราะฉะนั้น BA  = - AB

4.4 ...ABCD  แทนสวนของเสนตรงที่ผานจุด A, B, C, D, ...
5. สามเหล่ียม ABC คือบริเวณปดลอมดวยเสนตรง AB, BC, CA

5.1 a, b, c เปนความยาวดาน BC, AC, AB ตามลําดับ
5.2 s = 2

cba ++

5.3 ∆ หรือ ABC∆  แทน พื้นที่ ∆ ABC
5.4 ABC_inCir  เปนวงกลมแนบใน ∆ ABC
5.5 ABC_circumCir  เปนวงกลมลอมรอบ ∆ ABC
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รูปที่ 1.1.1 รูปที่ 1.1.2
5.6 r หรือ ABCr  เปนรัศมีของวงกลมแนบใน ∆ ABC
5.7 R หรือ ABCR  เปนรัศมีของวงกลมลอมรอบ ∆ ABC
5.8 ABC_BCECir  เปนวงกลมแนบนอก ∆ ABC และสัมผัสดาน BC
5.9 AI , Ar  เปนจุดศูนยกลาง และ รัศมีของวงกลม ABC_BCECir  ตามลําดับ

รูปที่ 1.2.1 รูปที่ 1.2.2 รูปที่ 1.2.3
5.10 เสนตรงที่ลากจากจุดยอดของสามเหลี่ยมไปยงัจุดบนเสนตรงที่ผานดานตรงขาม

เรียกวา เชเวียน (Cevain)
5.11 X, Y, Z เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC, CA, AB ตามลําดับ (รูปที่ 1.2.1)

AX, BY, CZ เรียกวา เสนมัธยฐาน ของ ∆ ABC
G เปนจุดตัดของ AX, BY, CZ เรียกวา จุดเซนทรอยด (centroid) ของ ∆ ABC

Am , Bm , Cm  แทนความยาว AX, BY, CZ ตามลําดับ
5.12 AD ⊥ BC, BE ⊥ AC, CF ⊥ AB (รูปที่ 1.2.2)

H เปนจุดตัดของ AD, BE, CF เรียกวา จุดออรโทเซนเตอร (orthocenter) ของ ∆ ABC
Ah , Bh , Ch  แทนความยาว AD, BE, CF ตามลําดับ

เพราะฉะนั้น Ah , Bh , Ch  เปนความสูงของ ∆ ABC ที่วัดจากจุดยอด A, B, C
∆ DEF เรียกวา สามเหลี่ยมพีแดล (pedel) ของ ∆ ABC

หมายเหตุ  กรณีที่ ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมแหลม จุด H จะอยูใน ∆ ABC (รูปที่ 1.2.2)
กรณีที่ ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมปาน จุด H จะอยูนอก ∆ ABC (รูปที่ 1.2.3)
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6.

รูปที่ 1.3
6.1 C เปนจุดนอกเสนตรง AB และ O เปนจุดบนเสนตรง AB ลากเสนตรง CO

มุม CÔA  และ CÔB  เรียกวา มุมประชิดของเสนตรง
6.2 มุมเสนตรง BÔA  = 180 องศา และ 1 มุมฉาก = 90 องศา

7. Â , B̂  เปนมุมที่มีคาเปนจํานวนจริงบวก และ Â  + B̂  = 180°
Â , B̂  เรียกวา มุมประกอบสองมมุฉาก (supplementary angle)
หรือ Â  เปนมุมประกอบสองมุมฉากของ B̂

8. Â , B̂  เปนมุมที่มีคาเปนจํานวนจริงบวก และ Â  + B̂  = 90°
Â , B̂  เรียกวา มุมประกอบหนึ่งมุมฉาก (complementary angle)
หรือ Â  เปนมุมประกอบหนึ่งมุมฉากของ B̂

9. เสนตรง AB และ CD ตัดกับเสนตรง EF เกิดมุม , , , , , , , , ดังรูปที่ 1.4

รูปที่ 1.4
มุม , , ,  เรียกวา มุมภายนอก (exterior angle)
มุม , , ,  เรียกวา มุมภายใน (interior angle) มุม ,  เรียกวา มุมแยง (alternate angle)
มุมภายใน  เรียกวา มุมภายในดานตรงขาม (interior opposite) ของมุมภายนอก  ดานเดียวกันของ EF
มุมภายใน  และ มุมภายนอก  เรียกวา มุมที่สมนัยกัน (corresponding angle)
ในทํานองเดียวกัน จะได มุม ,  เปนมุมแยง

มุมภายใน  เปนมุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอก  ดานเดียวกันของ EF
มุมภายใน  เปนมุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอก  ดานเดียวกันของ EF
มุมภายใน  เปนมุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอก  ดานเดียวกันของ EF
มุมภายใน  และ มุมภายนอก  เปนมุมที่สมนัยกัน
มุมภายใน  และ มุมภายนอก  เปนมุมที่สมนัยกัน
มุมภายใน  และ มุมภายนอก  เปนมุมที่สมนัยกัน
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10. เสนตรง L ที่ตัดผานกลุมของเสนตรง 1L , 2L , ... , nL  เรียกวา เสนตัดขวาง (transversal)

รูปที่ 1.5.1 รูปที่ 1.5.2
จากรูปที่ 1.5.1 เสนตรง L เปนเสนตัดขวางของ 1L , 2L , 3L , 4L

11. AB, PQ เปนเสนตรง X, Y เปนจุดบนเสนตรงที่ผาน PQ โดยที่ AX ⊥ PQ และ BY ⊥ PQ
เสนตรง XY เรียกวา ภายฉาย ของเสนตรง AB บน PQ (orthogonal projection of AB on PQ)

12. สี่เหลี่ยม (quadrilateral) คือบริเวณที่ปดลอมดวยเสนตรงสี่เสน
เสนตรงเชื่อมระหวางจุดยอดของสี่เหล่ียมที่ตรงขามกัน เรียกวา เสนทแยงมุม (diagonal)
ส่ีเหล่ียมที่ดานตรงขามขนานกนั เรียกวา สี่เหลี่ยมดานขนาน (parallelogram)
ส่ีเหล่ียมดานขนานที่มีมุมยอดมุมหนึ่งเปนมุมฉาก เรียกวา สี่เหลี่ยมผืนผา (rectangle)
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่ดานประกอบมุมยอดเดียวกันยาวเทากัน เรียกวา สี่เหลี่ยมจัสตรุัส (square)
ส่ีเหล่ียมที่ดานทุกดานยาวเทากัน เรียกวา สี่เหลี่ยมขนมเปยกปูน (rhombus)
ส่ีเหล่ียมที่ดานขนานกันหนึ่งคู เรียกวา สี่เหลี่ยมคางหมู (trapezium)

13. วงกลม

รูปที่ 1.6
13.1 วงกลม คือทางเดินของจุดที่หางจากจุดคงที่ (O) เปนระยะคงที่ (r)
13.2 ระยะคงที่ r เรียกวา รัศมี (radius)
13.3 จุดคงที่ O เรียกวา จุดศูนยกลาง (centre)
13.4 เสนบนวงกลม เรียกวา เสนรอบวง (circumference)
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 13.5  เส้นตรงที่ผ่านจุดศนูย์กลางและสิ้นสดุที่เส้นรอบวงทั้งสองด้าน  

   เรียกว่า เสน้ผ่านศูนยก์ลาง (diameter) 

 13.6  ส่วนที่ปิดล้อมด้วยเส้นผ่านศนูย์กลางและเส้นรอบวงกลมด้านหน่ึง  

   เรียกว่า ครึ่งวงกลม (semi-circle) 

 13.7  วงกลมที่มีจุดศนูย์กลางร่วมกนั เรียกว่า วงกลมร่วมศูนยก์ลาง (concentric) 

 13.8  ส่วนโค้งของเส้นรอบวงกลม เรียกว่า ส่วนโคง้ (arc)  

 13.9  เส้นตรงที่เช่ือมระหว่างจุดสองจุดบนเส้นรอบวงของวงกลม เรียกว่า คอรด์ (chord) 

 13.10 คอร์ดตดัแบ่งเส้นรอบวงกลมเป็นสองส่วน ส่วนโค้งที่ยาวกว่า เรียกว่า ส่วนโคง้ใหญ่ (major arc) 

   ส่วนโค้งที่สั้นกว่า เรียกว่า ส่วนโคง้นอ้ย (major arc) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       รูปที่ 1.7.1     รูปที่ 1.7.2        รูปที่ 1.7.3 

 13.11 เซกเตอร ์OAB (sector OAB)  

  หมายถงึ ส่วนของวงกลมที่ปิดล้อมด้วยรัศมี OA, OB และส่วนโค้ง AB 

  เซกเตอร์ OAB ที่ BÔA  เป็นมุมเลก็ เรียกว่า เซกเตอรเ์ล็ก OAB 

  เซกเตอร์ OAB ที่ BÔA  เป็นมุมใหญ่ เรียกว่า เซกเตอรใ์หญ่ OAB 

 13.12 segment ABC หมายถงึ ส่วนของวงกลมที่ปิดล้อมด้วยคอร์ด AB และ ส่วนโค้ง ACB 

 13.13 พ้ืนที่วงกลม =  2r  ความยาวเส้นรอบวงกลม = 2r และ ความยาวเส้นผ่านศนูย์กลาง = 2r 

   มุมรอบจุด = 360 องศา และ มุมรอบจุด = 2 เรเดยีน 

   1 องศา = 
180
  เรเดยีน และ 1 เรเดยีน = 


180  องศา  

   ค่าของ  = 
ความยาวเส้นรอบวงกลม

ความยาวเส้นผ่านศูนย์กลาง
 = 3.1415926 

   หมายเหตุ ตาํราบางเล่มใช้ค่าประมาณ = 
7
22  หรือ 3.14  

   กาํหนดให้ BÔA  = k  

  รปูที่ 1.7.1 ความยาวส่วนโค้ง AB = 
360
k (2r) 

  รปูที่ 1.7.2 พ้ืนที่เซกเตอร์ AOB = 
360
k (พ้ืนที่วงกลม) = 

360
k ( 2r ) 

          = 
360
k (

2
1 (2r)r) = 

2
1 (

360
k (2r))r = 

2
1 (ความยาวส่วนโค้ง AB)r 

  รปูที่ 1.7.3 พ้ืนที่เซกเมนต ์AOB = พ้ืนที่เซกเตอร์ AOB - พ้ืนที่  OAB 
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14. มุมตาง ๆ
14.1  มุมแหลม คือ มุมที่มีคาเปนบวก และ มีขนาดเล็กกวา 90 องศา
14.2  มุมฉาก คือ มุมที่มีคาเปนบวก และ มีขนาด 90 องศา
14.3  มุมปาน คือ มุมที่มีคาเปนบวก และ มีขนาดมากกวา 90 องศา และ เล็กกวา 180 องศา
14.4  มุมกลับ คือ มุมที่มีคาเปนบวก และ มีขนาดมากกวา 180 องศา และ นอยกวา 360 องศา

15. รูปสามเหลี่ยมชนิดตาง ๆ
15.1  สามเหลี่ยมมุมแหลม คือสามเหลี่ยมที่มุมทุกมุมเปนมุมแหลม
15.2  สามเหลี่ยมมุมปาน คือสามเหลี่ยมที่มุมหนึ่งมุมเปนมุมปาน
15.3  สามเหลี่ยมมุมฉาก คือสามเหลี่ยมที่มุมหนึ่งมุมเปนมุมฉาก
15.4  สามเหลี่ยมดานเทา คือสามเหลี่ยมที่ดานทั้งสามดานยาวเทากัน
15.5  สามเหลี่ยมมุมเทา คือสามเหลี่ยมที่มุมทั้งสามมมุมีขนาดเทากัน
15.6  สามเหลี่ยมหนาจั่ว คือสามเหลี่ยมที่ดานยาวเทากันสองดาน (หรือ มุมเทากันสองมุม)

16. รูปส่ีเหล่ียมชนิดตาง ๆ
16.1  สี่เหลี่ยมจัสตรุัส คือส่ีเหล่ียมที่มุมทุกมุมเปนมุมฉาก ดานทุกดานยาวเทากัน

    มีสมบัติ เสนทแยงมุมยาวเทากัน เสนทแยงมุมตั้งฉากกัน เสนทแยงมุมแบงครึ่งซ่ึงกันและกัน
16.2  สี่เหลี่ยมผืนผา คือส่ีเหล่ียมที่ดานตรงขามยาวเทากัน ดานที่ติดกันยาวไมเทากัน ทกุมุมเปนมุมฉาก

    สมบัติ เสนทแยงมุมยาวเทากัน เสนทแยงมุมแบงครึ่งซ่ึงกันและกัน
16.3  สี่เหลี่ยมดานขนาน คือส่ีเหล่ียมที่ดานตรงขามยาวเทากันและขนานกัน

    มีสมบัติ เสนทแยงมุมแบงครึ่งซ่ึงกันและกัน
16.4  สี่เหลี่ยมขนมเปยกปูน คือส่ีเหล่ียมที่ดานทุกดานยาวเทากัน มุมแตละมุมไมเปนมุมฉาก

    มีสมบัติ เสนทแยงมุมตั้งฉากกัน เสนทแยงมุมแบงครึ่งซ่ึงกันและกัน
16.5  สี่เหลี่ยมคางหมู คือส่ีเหล่ียมที่ดานตรงขามขนานกนั 1 คูเทาน้ัน
16.6  สี่เหลี่ยมคางหมูหนาจั่ว คือส่ีเหล่ียมคางหมูที่มีดานตรงขามที่ไมขนานกันมีความยาวเทากัน
16.7  สี่เหลี่ยมรูปวาว คือส่ีเหล่ียมที่มีดานประชิดยาวเทากัน 2 คู

    มีสมบัติ เสนทแยงมุมตั้งฉากกัน เสนทแยงมุมเสนหนึ่งแบงครึ่งเสนทแยงมุมอีกเสนหนึ่ง
16.8  สี่เหลี่ยมนูน คือส่ีเหล่ียมที่มุมทุกมุมมีคานอยกวา 180°
16.9  สี่เหลี่ยมมุมฉาก คือส่ีเหล่ียมจัสตุรัส หรือ ส่ีเหล่ียมผืนผา
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ทฤษฎีบท 1. มุมประชิดของเสนตรงเสนหนึ่งที่ตั้งอยูบนเสนตรงอีกเสนหนึ่งรวมกันเทากับ 2 มุมฉาก
[Euclid I. 13.]

รูปที่ 1.8
กําหนดให O อยูบนเสนตรง AB และ C อยูนอกเสนตรง AB ลากเสนตรง OC
จะตองพิสูจนวา CÔA  + BÔC  = 2 มุมฉาก
บทสราง ลากเสนตรง OD ⊥ AB
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CÔA  + BÔC  = CÔA  + DÔC  + BÔD

2. DÔA  + BÔD  = CÔA  + DÔC  + BÔD

3. CÔA  + BÔC  = DÔA  + BÔD

4. CÔA  + BÔC  = 2 มุมฉาก

1. BÔC  = DÔC  + BÔD

2. DÔA  = CÔA  + DÔC

3. จาก (1) และ (2)
4. DÔA  = BÔD  = 90°                     Q.E.D.

หมายเหตุ Q.E.D. = Quod Erat Demonstrandum ( = which was the thing that had to be proved.)

ทฤษฎีบท 1.1 เสนตรง 2 เสนตัดกัน มุมทั้ง 4 มุมที่เกิดขึ้นรวมกันเทากับ 4 มุมฉาก

รูปที่ 1.9
กําหนดให AB และ CD ตัดกันที่จุด O
จะตองพิสูจนวา CÔA  + BÔC  + DÔA  + BÔD  = 4 มุมฉาก
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CÔA  + BÔC  = 2 มุมฉาก
2. DÔA  + BÔD  = 2 มุมฉาก
3. CÔA  + BÔC  + DÔA  + BÔD  = 4 มุมฉาก

1. ทฤษฎีบท 1.
2. ทฤษฎีบท 1.
3. จาก (1) และ (2)                          Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 2. ที่จุดปลาย O ของเสนตรง OC มีเสนตรง OA และ OB อยูคนละดานของเสนตรง OC
ถา CÔA  + BÔC  = 180° แลว OA และ OB เปนเสนตรงเดียวกัน
[Euclid I. 14.]

รูปที่ 1.10
กําหนดให CO เปนเสนตรง มีเสนตรง OA และ OB อยูคนละดานของ OC และ CÔA  + BÔC  = 180°
จะตองพิสูจนวา OB และ OA เปนเสนตรงเดียวกัน
บทสราง ลากเสนตรง OX ใหอยูแนวเดียวกันกับ OA
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CÔA  + XÔC  = 180°
2. CÔA  + BÔC  = 180°
3. XÔC  = BÔC

4. OB และ OX เปนเสนตรงเดียวกัน
5. OB และ OA เปนเสนตรงเดียวกัน

1. AOX  เปนเสนตรง
2. กําหนดให
3. จาก (1) และ (2)
4. จาก (3) XÔC  = BÔC

5. OX และ OA เปนเสนตรงเดียวกัน       Q.E.D.

ทฤษฎีบท 3. เสนตรงสองเสนตัดกัน มุมตรงขามตองเทากัน
[Euclid I. 15.]

รูปที่ 1.11
กําหนดให เสนตรง AB และ CD ตัดกันที่จุด O
จะตองพิสูจนวา DÔA  = CÔB  และ CÔA  = DÔB

ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CÔA  + BÔC  = 180°
2. BÔC  + DÔB  = 180°
3. CÔA  = DÔB

4. DÔA  + BÔD  = 180°
5. BÔD  + CÔB  = 180°
6. DÔA  = CÔB

1. มุมประชิดรวมกันเทากับ สองมุมฉาก
2. มุมประชิดรวมกันเทากับ สองมุมฉาก
3. จาก (1) และ (2)
4. มุมประชิดรวมกันเทากับ สองมุมฉาก
5. มุมประชิดรวมกันเทากับ สองมุมฉาก
6. จาก (4) และ (5)                          Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 4. ถา สามเหล่ียมสองรูป มีดานเทากันสองดาน และ มุมระหวางดานที่เทากันมีขนาดของมุมเทากัน
แลว สามเหล่ียมสองรูปเทากันทุกประการ
[Euclid I. 4.]

   รูปที่ 1.12.1     รูปที่ 1.12.2
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF มี AB = DE, AC = DF และ CÂB  = FD̂E

จะตองพิสูจนวา ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ
บทสราง เล่ือนจุด A ทับจุด D และ แนวเสนตรง AB ทับแนวเสนตรง DE
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. จุด B ทับจุด E
2. AC ซอนทับ DF
3. จุด C ทับจุด F
4. BC, EF เปนเสนตรงเดียวกัน
5. ∆ ABC ซอนทับ ∆ DEF พอดี
6. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ

1. AB = DE
2. CÂB  = FD̂E

3. AC = DF
4. จุด B ทับจุด E และ จุด C ทับจุด F
5. A ทับจุด D, จุด B ทับจุด E, จุด C ทับจุด F
6. จาก (5) ∆ ABC ซอนทับ ∆ DEF       Q.E.D.

หมายเหตุ การกลาวอางผลของทฤษฎีบทนี้จะใชคํายอวา ดาน-มุม-ดาน หรือ ด.ม.ด.

ทฤษฎีบท 5. มุมที่ฐานของสามเหลี่ยมหนาจั่วเทากัน
[Euclid I. 5.]

รูปที่ 1.13
กําหนดให ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมหนาจั่ว มี AB = AC และ BC เปนฐาน
จะตองพิสูจนวา CB̂A  = BĈA

บทสราง ลาก AD แบงครึ่งมุม CÂB

ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DÂB  = CÂD

2. AB = AC
3. AD ดานรวม
4. ∆ ABD และ ∆ ACD เทากันทุกประการ

1. บทสราง
2. กําหนดให
3. บทสราง
4. ด.ม.ด. (1), (2) และ (3)
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5. DB̂A  = DĈA

6. CB̂A  = DB̂A  = DĈA  = BĈA

5. ∆ ABD และ ∆ ACD เทากันทุกประการ
6. จาก (5), CB̂A  = DB̂A  และ DĈA  = BĈA

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 6. ถาสามเหลี่ยมมีมุมเทากันสองมุม แลว ดานตรงมุมที่เทากันตองยาวเทากัน
[Euclid I. 6.]

รูปที่ 1.14
กําหนดให ∆ ABC มี CB̂A  = BĈA

จะตองพิสูจนวา AB = AC
ขอพิสูจน สมมต ิAB ≠ AC โดยไมสูญเสียสาระสาํคัญของกรณีทั่วไปเราสามารถสมมตใิห AB > AC
บทสราง ให D เปนจุดบนดาน AB ที่ทําให BD = AC และ ลากเสน CD

   เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ BDC < พื้นที่ ∆ ABC ... (*)
ขอความ เหตุผล
1. BD = AC
2. BC เปนดานรวมของ ∆ BCD และ ∆ ABC
3. CB̂D  = CB̂A

4. CB̂D  = BĈA

5. ∆ BDC และ ∆ ABC เทากันทุกประการ
6. พื้นที่ ∆ BDC = พื้นที่ ∆ ABC
7. เกิดขอขัดแยง
เพราะฉะนั้น ที่สมมตไิวไมจริง
เพราะฉะนั้น AB = AC

1. บทสราง
2. จากรูปที่ 1.14
3. เปนมุมเดียวกัน
4. กําหนดให CB̂A  = BĈA

5. ด.ม.ด. (1), (2) และ (4)
6. ∆ BDC และ ∆ ABC เทากันทุกประการ
7. จาก (*) และ (6) ขัดแยงกัน

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 7. ถา สามเหล่ียมสองรูปมีดานเทากันทั้งสามคู แลว สามเหล่ียมสองรูปเทากันทุกประการ
[Euclid I. 8.]

  รูปที่ 1.15.1  รูปที่ 1.15.2 รูปที่ 1.15.3
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF มี AB = DE, BC = EF และ AC = DF
จะตองพิสูจนวา ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ
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ขอพิสูจน
บทสราง เล่ือน ∆ ABC มาซอนทับ ∆ DEF โดยให B ทับจุด E และ แนวเสนตรง BC ทับ แนวเสนตรง EF

และจุด A, D อยูคนละดานของเสนตรง EF
ขอความ เหตุผล
1. จุด C ทับจุด F
2. ∆ ABC และ ∆ EFG เทากันทุกประการ
3. ED = EG
4. GD̂E  = DĜE

5. FD = FG
6. GD̂F  = DĜF

7. FD̂E  = GD̂E + GD̂F = DĜE + DĜF = FĜE

8. FD̂E  = CÂB

9. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ

1. BC = EF
2. แทนจุด A ดวยจุด G
3. ED = AB, AB = EG
4. มุมตรงขามดานเทากันของ ∆ EDG
5. FD = AC, AC = FG
6. มุมตรงขามดานเทากันของ ∆ FDG
7. จาก (4) และ (6)
8. จากบทสรางจะได CÂB  = FĜE

9. AB = DE, FD̂E  = CÂB , AC = DF (ด.ม.ด.)
Q.E.D.

หมายเหตุ การกลาวอางผลของทฤษฎีบทนี้จะใชคํายอวา ดาน-ดาน-ดาน หรือ ด.ด.ด.
ทฤษฎีบท 8. ตอดานของสามเหลี่ยมออกไปมุมภายนอกที่เกิดขึ้นจะใหญกวามุมภายในดานตรงขามทั้งสองมุม
[Euclid I. 16.]

รูปที่ 1.16.1 รูปที่ 1.16.2
กําหนดให ∆ ABC มีดาน BC ถูกตอออกไปที่จุด D
จะตองพิสูจนวา DĈA  > CB̂A  และ DĈA  > CÂB

ขอพิสูจน
บทสราง 1. ให E เปนจุดก่ึงกลางดาน AC ลากเสนตรง BE

2. ตอ BE ไปที่ F โดยให BE = EF และ ลากเสนตรง FC
3. ตอเสนตรง AC ไปที่จุด G และ ตอเสนตรง FC ไปที่จุด H

ขอความ เหตุผล
1. AE = CE
2. BE = EF
3. BÊA  = FÊC

4. ∆ ABE และ ∆ CEF เทากันทุกประการ
5. EÂB  = FĈE

6. DĈE  > EÂB

1. E เปนจุดก่ึงกลางดาน AC บทสรางขอ 1.
2. บทสรางขอ 2.
3. มุมตรงขาม
4. ด.ม.ด. (1), (2) และ (3)
5. ∆ ABE และ ∆ CEF เทากันทุกประการ
6. DĈE  > FĈE  และ EÂB  = FĈE
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7. DĈA  > CÂB

8. GĈB  > CB̂A

9. GĈB  = DĈA

10. DĈA  > CB̂A

7. DĈA  = DĈE  และ EÂB  = CÂB

8. พิสูจนทํานองเดียวกันกับขางตน
9. มุมตรงขาม
10. จาก (8) และ (9)                        Q.E.D.

ทฤษฎีบท 8.1 ผลบวกของมุมภายในสามเหลี่ยมสองมุมมีคานอยกวาสองมุมฉาก

   รูปที่ 1.17.1 รูปที่ 1.17.2
กําหนดให ∆ ABC
จะตองพิสูจนวา CB̂A  + BĈA , CB̂A  + CÂB , BĈA  + CÂB  นอยกวาสองมุมฉาก
บทสราง ตอดาน BC ไปที่ D
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CB̂A  < DĈA

2. CB̂A  + BĈA  < DĈA  + BĈA

3. CB̂A  + BĈA  < สองมุมฉาก
4. CB̂A  + CÂB  < สองมุมฉาก
    และ BĈA  + CÂB  < สองมุมฉาก

1. ทฤษฎีบท 8.
2. บวกทั้งสองขางดวย BĈA

3. DĈA  + BĈA  = สองมุมฉาก
4. พิสูจนในทํานองเดียวกัน

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 8.2 สามเหล่ียมทุกรูปตองมีมุมแหลมอยางนอยสองมมุ
กลาวอีกนัยหนึ่งคือ สามเหลี่ยมมีมุมปานไดอยางมากหนึ่งมุม
ขอพิสูจน สมมต ิ∆ ABC มีมุมแหลมเพียงหนึ่งมุม
โดยไมสูญเสียสาระสาํคัญของกรณีทั่วไปเราสามารถสมมตใิห CB̂A  เปนมุมแหลม
เพราะฉะนั้น CÂB  และ BĈA  เปนมุมปาน เพราะฉะนั้น CÂB  + BĈA  > สองมุมฉาก ... (1)
จาก ทฤษฎีบท 8.1 จะได CÂB  + BĈA  < สองมุมฉาก ... (2)
(1) และ (2) ขัดแยงกัน เพราะฉะนั้นที่สมมตไิวไมจริง เพราะฉะนั้น ∆ ABC มีมุมแหลมอยางนอยสองมมุ

ทฤษฎีบท 8.3 จากจุดที่อยูนอกเสนตรง ลากเสนมาตั้งฉากกับเสนตรงนั้นไดเพียงเสนเดียวเทาน้ัน

รูปที่ 1.18
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กําหนดให P เปนจุดนอกเสนตรง AB
จะตองพิสูจนวา มีจุด Q หน่ึงจุดเทาน้ันบน AB ที่ทําให PQ ⊥ AB
ขอพิสูจน สมมตมิีจุด R บน AB โดยที่จุด P และ จุด Q เปนจุดที่ตางกัน และ PR ⊥ AB
เพราะฉะนั้น ∆ PQR มีมุม RQ̂P  + QR̂P  = 90° + 90° = 180° ... (1)
เพราะวา RQ̂P  และ QR̂P  เปนมุมภายใน ∆ PQR เพราะฉะน้ัน RQ̂P  + QR̂P  < 180° ... (2)
เพราะฉะนั้นเกิดขอขัดแยงระหวาง (1) และ (2) เพราะฉะน้ัน ที่สมมตไิวไมจริง
เพราะฉะนั้น มีจุด Q หน่ึงจุดเทาน้ันบน AB ที่ทําให PQ ⊥ AB

ทฤษฎีบท 9. ในสามเหล่ียม มุมที่อยูดานตรงขามดานใหญ มีขนาดใหญกวามุมที่อยูดานตรงขามดานเล็ก
[Euclid I. 18.]

รูปที่ 1.19.1 รูปที่ 1.19.2
กําหนดให ∆ ABC มี AC > AB
จะตองพิสูจนวา CB̂A  > BĈA

บทสราง ให D เปนจุดบน AC และ AD = AB และ ลากเสน BD
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DB̂A  = BD̂A

2. BD̂A  > BĈD

3. BD̂A  > BĈA

4. DB̂A  > BĈA

5. CB̂A  > DB̂A

6. CB̂A  > BĈA

1. AB = AD (ทฤษฎีบท 5.)
2. มุมภายนอก ∆ BCD จะใหญกวามุมภายในดาน
    ตรงขาม (ทฤษฎีบท 8.)
3. BĈD , BĈA  เปนมุมเดียวกัน
4. จาก (1) และ (3)
5. จุด D อยูบนเสนตรงระหวางจุด A และ C
6. จาก (4) และ (5)                          Q.E.D.

ทฤษฎีบท 10. ในสามเหลี่ยม ดานที่อยูดานตรงขามมุมใหญ มีขนาดยาวกวาดานที่อยูดานตรงขามมุมเล็ก
[Euclid I. 19.]

รูปที่ 1.20
กําหนดให ∆ ABC มี CB̂A  > BĈA



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท14

จะตองพิสูจนวา AC > AB
ขอพิสูจน สมมต ิAC ≤ AB
กรณีที่ 1. AC = AB เพราะฉะนั้น CB̂A  = BĈA  ขัดแยงกับขอกําหนด CB̂A  > BĈA

กรณีที่ 2. AC < AB โดยทฤษฎีบท 9. จะได CB̂A  < BĈA  ขัดแยงกับขอกําหนด CB̂A  > BĈA

เพราะฉะนั้น ส่ิงที่เราสมมติไวไมจริง เพราะฉะน้ัน AC > AB

ทฤษฎีบท 11. ดานสองดานของสามเหลี่ยมรวมกันยาวกวาดานที่สาม
[Euclid I. 20.]

รูปที่ 1.21.1 รูปที่ 1.21.2
กําหนดให ∆ ABC
โดยไมสูญเสียสาระสาํคัญของกรณีทั่วไปเราสามารถสมมตใิห AC ≤ AB ≤ BC
จะตองพิสูจนวา AB + AC > BC
บทสราง ตอเสนตรง BA ไปที่จุด D โดยที่ AD = AC และ ลากเสนตรง CD (รูปที่ 1.21.2)
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DĈA  = CD̂A

2. DĈB  > DĈA

3. DĈB  > CD̂A

4. DĈB  > CD̂B

5. BD > BC

6. BA + AD > BC
7. AB + AC > BC

1. AD = AC (ทฤษฎีบท 5.)
2. จุด A อยูบนเสนตรงระหวางจุด B และ D
3. จาก (1) และ (2)
4. CD̂A , CD̂B  เปนมุมเดียวกัน
5. ใน ∆ ACD ดานตรงขามมุมใหญ ยาวกวา
    ดานตรงขามมุมเล็ก (ทฤษฎีบท 10.)
6. BD = BA + AD
7. AD = AC (บทสราง)                     Q.E.D.

ทฤษฎีบท 12. O เปนจุดนอกเสนตรง AB ในบรรดาเสนตรงที่ลากจาก O มายังเสนตรง AB เสนที่ตั้งฉากกับ
AB จะเปนเสนที่ส้ันที่สุด

รูปที่ 1.22
กําหนดให O เปนจุดนอกเสนตรง AB และ C เปนจุดบน AB และ OC ⊥ AB และ P เปนจุดบน AB
จะตองพิสูจนวา OC < OP
ขอพิสูจน



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท 15

ขอความ เหตุผล
1. PĈO  = 90°
2. PĈO  + CP̂O  < 180°

3. CP̂O  < 90°
4. CP̂O  < PĈO

5. OC < OP

1. กําหนดให
2. มุมภายในสามเหลี่ยมสองมุมรวมกันมีคานอย
    กวาสองมุมฉาก (ทฤษฎีบท 8.1)
3. จาก (1) และ (2)
4. จาก (1) และ (3)
5. ใน ∆ CPO ดานตรงขามมุมใหญ ยาวกวา
    ดานตรงขามมุมเล็ก (ทฤษฎีบท 10.)    Q.E.D.

ทฤษฎีบท 12.1 O เปนจุดอยูนอกเสนตรง AB และ C อยูบน AB
ถา OC เปนเสนตรงที่ส้ันที่สุดที่ลากจาก O มายัง AB แลว OC ⊥ AB

รูปที่ 1.23
กําหนดให O เปนจุดนอก AB และ C อยูบน AB และ OC เปนเสนตรงที่ส้ันที่สุดที่ลากจาก O มายัง AB
จะตองพิสูจนวา OC ⊥ AB
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. เสนตรงจาก O มาตั้งฉากกับ AB มีไดเสนเดียว
2. เสนตรงที่ส้ันที่สุดจาก O มายัง AB คือ OC
3. เสนตั้งฉากจาก O มายัง AB เปนเสนที่ส้ันที่สุด
4. OC ⊥ AB

1. ทฤษฎีบท 8.3
2. กําหนดให
3. ทฤษฎีบท 12.
4. จาก (1), (2) และ (3)                   Q.E.D.

ทฤษฎีบท 12.2 C เปนจุดบนเสนตรง AB และ O เปนจุดนอกเสนตรง AB และ OC ⊥ AB
P, Q เปนจุดบน AB และอยูคนละดานของจุด O โดยที่ CP = CQ จะได OP = OQ

รูปที่ 1.24
กําหนดให C เปนจุดบนเสนตรง AB และ O เปนจุดนอกเสนตรง AB และ OC ⊥ AB
P, Q เปนจุดบน AB และอยูคนละดานของจุด O และ CP = CQ
จะตองพิสูจนวา OP = OQ



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท16

ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CP = CQ
2. OC ดานรวม
3. QĈO  = PĈO  = 90°
4. ∆ OCP และ ∆ OCQ เทากันทุกประการ
5. OP = OQ

1. กําหนดให
2. กําหนดให
3. OC ⊥ AB
4. ด.ม.ด. (1), (2) และ (3)
5. ∆ OCP และ ∆ OCQ เทากันทุกประการ  Q.E.D.

ทฤษฎีบท 12.3 C เปนจุดบนเสนตรง AB และ O เปนจุดนอกเสนตรง AB และ OC ⊥ AB
R, Q เปนจุดบน AB และ CR > CQ จะได OR > OQ

รูปที่ 1.25
กําหนดให C เปนจุดบนเสนตรง AB และ O เปนจุดนอกเสนตรง AB และ OC ⊥ AB
R, Q เปนจุดบน AB และ CR > CQ
จะตองพิสูจนวา OR > OQ
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CQ̂O  + QĈO  < 180°

2. CQ̂O  < 90°
3. RQ̂O  > 90°
4. QR̂O  < 90°
5. RQ̂O  > QR̂O

6. OR > OQ

1. มุมภายใน ∆ OCQ สองมุมรวมกันมีคานอยกวา
    สองมุมฉาก (ทฤษฎีบท 8.1)
2. QĈO  = 90°
3. RQ̂O  + CQ̂O  = 180°
4. ∆ ORQ มีมุมปานไดมุมเดียว (ทฤษฎีบท 8.2)
5. จาก (3) และ (4)
6. ใน ∆ ORQ ดานตรงขามมุมใหญยาวกวา
    ดานตรงขามมุมเล็ก (ทฤษฎีบท 9.)     Q.E.D.

ทฤษฎีบท 13. เสนตรง EF ตัดเสนตรง AB และ CD ที่จุด G และ H ตามลําดับ จะได
1. ถา มุมแยงมีขนาดเทากัน แลว AB และ CD ขนานกัน
2. ถา มุมภายนอก และ มุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอกดานเดียวกันของ EF มีขนาดเทากัน
    แลว AB และ CD ขนานกัน
3. ถามุมภายในดานเดียวกันของ EF รวมกันเทากับสองมุมฉาก แลว AB และ CD ขนานกัน
[Euclid I. 27. 28.]
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รูปที่ 1.26.1 รูปที่ 1.26.2
กําหนดให เสนตรง EF ตัดเสนตรง AB และ CD ที่จุด G, H ตามลําดับ
1. กําหนดให HĜA  = DĤG  (มุมแยงมีขนาดเทากัน)
จะตองพิสูจนวา AB และ CD ขนานกัน
ขอพิสูจน สมมต ิAB และ CD ไมขนานกัน
เพราะวา AB และ CD ไมขนานกัน เพราะฉะนั้นให K เปนจุดตัดของ AB และ CD (รูปที่ 1.26.2)
ขอความ เหตุผล
1. GBK  เปนเสนตรง
2. HDK  เปนเสนตรง
3. KGH เปนรูปสามเหลี่ยม
4. HĜK  + HĜA  = 180°
5. HĜK  + DĤG  = 180°
6. HĜK  + KĤG  = 180°

7. HĜK  + KĤG  < 180°
8. ที่สมมตไิวไมจริง
เพราะฉะนั้น AB และ CD ไมขนานกัน

1. G, B, K อยูบนเสนตรงเดียวกัน
2. H, D, K อยูบนเสนตรงเดียวกัน
3. GH, HK, KG เปนเสนตรง
4. A, G, B, K อยูบนเสนตรงเดียวกัน
5. HĜA  = DĤG  (กําหนดให)
6. H, D, K อยูบนเสนตรงเดียวกัน
    จึงได DĤG  = KĤG

7. มุมใน ∆ KGH สองมุมรวมกันมีคานอยกวา
    สองมุมฉาก (ทฤษฎีบท 8.1)
8. จาก (6) และ (7) ขัดแยงกัน           Q.E.D.

2. กําหนดให BĜE (มุมภายนอก) = DĤG  (มุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอกดานเดียวกัน)
จะตองพิสูจนวา AB และ CD ขนานกัน
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. BĜE  = HĜA

2. BĜE  = DĤG

3. HĜA  = DĤG

4. AB และ CD ขนานกัน

1. มุมตรงขาม
2. กําหนดให
3. จาก (1) และ (2)
4. ผลของทฤษฎีบท 13. ขอ 1.             Q.E.D.

3. กําหนดให HĜB  + DĤG  = 180° (มุมภายในดานเดยีวกันของ EF รวมกันเทากับสองมุมฉาก)
จะตองพิสูจนวา AB และ CD ขนานกัน
ขอพิสูจน
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ขอความ เหตุผล
1. HĜA  + HĜB  = 180°

2. HĜB  + DĤG  = 180°
3. HĜA  = DĤG

4. AB และ CD ขนานกัน

1. มุมปะชิดของ HG บน AB (ทฤษฎีบท 1.)
A, G, B อยูบนเสนตรงเดียวกัน
2. กําหนดให
3. จาก (1) และ (2)
4. ผลของทฤษฎีบท 13. ขอ 1.               Q.E.D.

ทฤษฎีบท 14. เสนตรง AB และ CD ขนานกัน EF ตัด AB และ CD ที่จุด G และ H ตามลําดับ จะได
1. มุมแยงมีขนาดเทากัน
2. มุมภายนอก และ มุมภายในดานตรงขามของมุมภายนอกดานเดียวกันของ EF มีขนาดเทากัน
3. มุมภายในดานเดียวกันของ EF รวมกันเทากับสองมุมฉาก

รูปที่ 1.27.1 รูปที่ 1.27.2
กําหนดให เสนตรง AB และ CD ขนานกัน และ เสนตรง EF ตัด AB และ CD ที่จุด G, H ตามลาํดับ
จะตองพิสูจนวา 1. HĜA  = DĤG 2. BĜE  = DĤG 3. HĜB  + DĤG  = 180°
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. การพิสูจน HĜA  = DĤG

สมมต ิ HĜA  ≠ DĤG

1. ลากเสน GP ที่ทําให HĜP  = DĤG

2. HĜP  ≠ HĜA

3. PG และ AG ไมขนานกัน
4. PG และ AB ไมขนานกัน
5. PG และ CD ขนานกัน
6. PG และ AB ขนานกัน
7. ที่สมมตไิวไมจริง เพราะฉะนั้น HĜA  = DĤG

2. การพิสูจน BĜE  = DĤG

8. BĜE  = HĜA

9. HĜA  = DĤG

10. BĜE  = DĤG

1. สรางได เพราะวาสมมติ HĜA  ≠ DĤG

2. HĜP  = DĤG  และ HĜA  ≠ DĤG

3. HĜP  ≠ HĜA

4. A, G, B อยูบนเสนตรงเดียวกัน
5. HĜP , DĤG  เปนมุมแยงที่เทากัน (ทบ 13.)
6. AB และ CD ขนานกัน (กําหนดให)
7. (4) และ (6) ขัดแยง

8. มุมตรงขาม
9. จากการพิสูจนขอ 1.
10. จาก (1) และ (2)



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท 19

3. การพิสูจน HĜB  + DĤG  = 180°
11. BĜE  + HĜB  = 180°
12. DĤG  + HĜB  = 180°

11. มุมประชิดของ GH บน AB (ทบ 1.)
12. BĜE  = DĤG  จากการพิสูจนขอ 2.    Q.E.D.

ทฤษฎีบท 15. เสนตรงสองเสนที่ขนานกับเสนตรงเดียวกันตองขนานกัน
[Euclid I. 30.]

รูปที่ 1.28
กําหนดให AB ขนานกับ PQ และ CD ขนานกับ PQ
จะตองพิสูจนวา AB และ CD ขนานกัน
บทสราง ลากเสนตรง EGHKF  ตัดเสนตรง AB, CD และ PQ ดังรูปที่ 1.28
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. KĜA  และ QK̂G  เปนมุมแยง

2. KĜA  = QK̂G

3. DĤG  เปนมุมภายนอก
    และ QK̂G  เปนมุมภายในดานตรงขาม
4. DĤG  = QK̂G

5. KĜA  = DĤG

6. AB และ CD ขนานกัน

1. AB ขนานกับ PQ
    และ EF ตัด AB ที่ G และ ตัด PQ ที่ K
2. จาก (1) มุมแยงมีขนาดเทากัน (ทบ 14.)
3. CD ขนานกับ PQ
    และ EF ตัด CD ที่ H และ ตัด PQ ที่ K
4. ทฤษฎีบท 14.
5. จาก (2) และ (4)
6. มุมแยง KĜA  = DĤG  (ทบ 13.)      Q.E.D.

ทฤษฎีบท 16. มุมภายในสามเหลี่ยมรวมกันเทากับสองมุมฉาก
[Euclid I. 32.]

รูปที่ 1.29.1 รูปที่ 1.29.2
กําหนดให ∆ ABC
จะตองพิสูจนวา AĈB  + CÂB  + CB̂A  = 180°
ขอพิสูจน แบบที่ 1. ตอเสนตรง BC ไปที่จุด D ลากเสนตรง CE และทําให CE ขนานกับ BC



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท20

ขอความ เหตุผล
1. CB̂A  = DĈE  = 

2. CÂB  = EĈA  = 
3. AĈB  + EĈA  + DĈE  = 180°

4. AĈB  + CÂB  + CB̂A  = 180°

1. มุมภายนอกและมุมภายในดานตรงขามของ
    เสนขนาน AB และ CE (ทบ 14.)
2. มุมแยงของเสนขนาน AB และ CE
3. AĈB  และ ( EĈA  + DĈE ) เปนมุมประชิด
    ของเสนตรง AC กับ BD (ทบ 1.)
4. จาก (1), (2) และ (3)                 Q.E.D.

รูปที่ 1.30.1 รูปที่ 1.30.2
แบบที่ 2. ลาก AD ⊥ BC ให O เปนจุดก่ึงกลางดาน AD ลากเสนตรง EOF  ขนานกับ BC

ลาก FG ⊥ BD และ ลาก EH ⊥ DC
ขอพิสูจน เพราะวา FE ⊥ AD และ O เปนจุดก่ึงกลางดาน AD
เพราะฉะนั้น ∆ AOE, ∆ DOE เทากันทุกประการ (ด.ม.ด.) และ ∆ AOF, ∆ DOF เทากันทุกประการ (ด.ม.ด.)
เพราะฉะนั้น OÊA  = DÊO  และ OF̂A  = DF̂O ... (1)
เพราะฉะนั้น ∆ AFE, ∆ DFE เทากันทุกประการ (ม.ด.ม.) (จาก (1) และ FE ดานรวม)
เพราะฉะนั้น EÂF  = ED̂F  เพราะวา EÂF , CÂB  เปนมุมเดียวกัน เพราะฉะนั้น CÂB  = ED̂F ... (2)
เพราะวา OF ขนานกับ BC เพราะฉะนั้น CB̂A  = OF̂A  และ DF̂O  = BD̂F  ... (3)
เพราะฉะนั้น จาก (1) และ (3) จะได CB̂A  = BD̂F ... (4)
เพราะวา OE ขนานกับ BC เพราะฉะนั้น BĈA  = OÊA  และ DÊO  = CD̂E  ... (5)
เพราะฉะนั้น จาก (1) และ (5) จะได BĈA  = CD̂E ... (6)
เพราะวา BD̂F  + ED̂F  + CD̂E  = 180°
เพราะฉะนั้น จาก (2), (4), (6) จะได CB̂A  + CÂB  + BĈA  = BD̂F  + ED̂F  + CD̂E  = 180°  

ทฤษฎีบท 16.1 มุมภายนอกของสามเหลี่ยมเทากับผลบวกของมุมภายในสามเหลี่ยมดานตรงขาม

รูปที่ 1.31.1 รูปที่ 1.31.2
กําหนดให ∆ ABC ตอดาน BC ของ ∆ ABC ไปที่จุด D
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จะตองพิสูจนวา DĈA  = CB̂A  + CÂB

บทสราง ลากเสนตรง CE ที่ทําให CE ขนานกับ BC
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CB̂A  = DĈE  = 

2. CÂB  = EĈA  = 
3. DĈA  = EĈA  + DĈE

4. DĈA  = CB̂A  + CÂB

1. มุมภายนอกและมุมภายในดานตรงขามของ
    เสนขนาน AB และ CE (ทบ 14.)
2. มุมแยงของเสนขนาน AB และ CE (ทบ 14.)
3. มุมใหญเทากับผลบวกของมุมยอย
4. จาก (1), (2) และ (3)                  Q.E.D.

ทฤษฎีบท 16.2 ผลบวกของมุมภายในสี่เหล่ียมเทากับ 360°

รูปที่ 1.32.1 รูปที่ 1.32.2
กําหนดให  ABCD
จะตองพิสูจนวา ผลบวกมุมภายใน  ABCD เทากับ 360°
บทสราง ลากเสนตรง AC
ขอพิสูจน ผลบวกมุมภายใน  ABCD = CB̂A  + DĈB  + AD̂C  + BÂD

= CB̂A  + ( AĈB  + DĈA ) + AD̂C  + ( CÂD  + BÂC )
= ( CB̂A  + AĈB  + BÂC ) + ( CÂD  + AD̂C  + DĈA )
= 180°+ 180° = 360°   (ทบ 16. ผลบวกมุมใน ∆ ABC และ ∆ ADC)

ทฤษฎีบท 16.3 ผลบวกของมุมภายในรูป n เหล่ียมเทากับ (n - 2)(180°)

รูปที่ 1.33.1 รูปที่ 1.33.2
กําหนดให n21 A ... AA  เปนรูป n เหล่ียม
จะตองพิสูจนวา ผลบวกของมุมภายในรูป n เหล่ียม n21 A ... AA  = (n - 2)(180°)
บทสราง ให O เปนจุดภายในรูป n เหล่ียม n21 A ... AA  ลากเสน 1OA , 2OA , ... , nOA

ขอพิสูจน ผลบวกของมุมภายในรูป n เหล่ียม n21 A ... AA  + มุมรอบจุด O
= ผลบวกของมุมภายในของ ∆ 21AOA , ∆ 32AOA , ... , ∆ 1nAOA
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ผลบวกของมุมภายในรูป n เหล่ียม n21 A ... AA  + 360° = n(180°)
ผลบวกของมุมภายในรูป n เหล่ียม n21 A ... AA  = (n - 2)(180°)

ทฤษฎีบท 16.4 n21 A ... AA  เปนรูป n เหล่ียมที่มุมภายในทุกมุมเล็กกวา 180°
จะได ผลบวกของมุมภายนอกของรูป n เหล่ียมเทากับ 360°

รูปที่ 1.34
กําหนดให n21 A ... AA  เปนรูป n เหล่ียมที่มุมภายในทุกมุมเล็กกวา 180°
จะตองพิสูจนวา ผลบวกของมุมภายนอกของรูป n เหล่ียมเทากับ 360°
ขอพิสูจน สําหรับ i = 1, 2, ... , n จะได มุมภายนอกที่จุดยอด iA  + มุมภายในที่จุดยอด iA  = 180°

เพราะฉะนั้น   ∑
=

n

1  i
(มุมภายนอกที่จุดยอด iA  + มุมภายในที่จุดยอด iA ) = ∑

=

n

1  i
180°

  ∑
=

n

1  i
มุมภายนอกที่จุดยอด iA  + ∑

=

n

1  i
มุมภายในที่จุดยอด iA = n(180°)

  ∑
=

n

1  i
มุมภายนอกที่จุดยอด iA  + (n - 2)(180°) = n(180°)

    ∑
=

n

1  i
มุมภายนอกที่จุดยอด iA = 2(180°) = 360°   

ทฤษฎีบท 16.5
1. สามเหล่ียมสองรูป ถามีมุมเทากันสองมุม แลว มุมที่สามของสามเหลี่ยมนั้นตองเทากัน
2. สามเหล่ียมมุมฉาก มุมที่ไมเปนมุมฉากทั้งสองมุมรวมกันมีขนาดเทากับ หน่ึงมุมฉาก
3. ถามุมสองมุมของสามเหลี่ยมรวมกันเทากับมุมที่สาม แลว สามเหล่ียมรูปนั้นตองเปนสามเหลี่ยมมุมฉาก

ทฤษฎีบท 17. ถา สามเหลี่ยมสองรูปมีมุมเทากันสองมุม และ มีดานตรงขามมุมคูที่เทากันมีความยาวเทากัน
แลว สามเหล่ียมสองรูปนั้นเทากันทุกประการ
[Euclid I. 26.]

รูปที่ 1.35.1 รูปที่ 1.35.2 รูปที่ 1.35.3
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF มี CÂB  = FD̂E , CB̂A  = FÊD  และ BC = EF
จะตองพิสูจนวา ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ
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บทสราง เล่ือนจุด B มาทับจุด E และ เล่ือนจุด C มาทับจุด F
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. BĈA  = 180° - CÂB  - CB̂A

2. BĈA  = 180° - FD̂E  - FÊD

3. EF̂D  = 180° - FD̂E  - FÊD

4. BĈA  = EF̂D

5. BC ทับดาน EF และจุด C ทับจุด F
6. BA ทับดาน ED
7. CA ทับดาน FD
8. A ทับจุด D
9. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ

1. มุมภายในสามเหลี่ยมรวมกัน = 180°
2. CÂB  = FD̂E , CB̂A  = FÊD  (กําหนดให)
3. มุมภายในสามเหลี่ยมรวมกัน = 180°
4. จาก (2) และ (3)
5. BC = EF
6. CB̂A  = FÊD  (กําหนดให)
7. จาก (4) BĈA  = EF̂D

8. A เปนจุดตัดของ ED และ FD
9. A ทับจุด D, B ทับจุด E, C ทับจุด F    Q.E.D.

หมายเหตุ การกลาวอางผลของทฤษฎีบทนี้จะใชคํายอวา มุม-มุม-ดาน หรือ ม.ม.ด.
ทฤษฎีบท 18. ถา สามเหล่ียมมุมฉากสองรูปมีดานตรงขามมุมฉากยาวเทากันและดานประกอบมุมฉากเทากัน
หน่ึงดาน แลว สามเหล่ียมมุมฉากสองรูปนั้นเทากันทุกประการ (ด.ฉ.ด.)

รูปที่ 1.36.1 รูปที่ 1.36.2 รูปที่ 1.36.3
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก มี CB̂A  = FÊD  = 90° , AC = DF และ AB = DE
จะตองพิสูจนวา ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ
บทสราง เล่ือนจุด A มาทับจุด D และ เล่ือนจุด B มาทับจุด E โดยใหจุด C อยูคนละดานกับจุด F
            เรียกตําแหนงใหมของจุด C วา จุด G เพราะฉะนั้น ∆ ABC และ ∆ DEG เทากันทุกประการ
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CB̂A  = GÊD  = 90°
2. E, G, F อยูบนเสนตรงเดียวกัน
3. DG = DF
4. FĜD  = GF̂D

5. EĜD  = EF̂D

6. ∆ DEF และ ∆ DEG เทากันทุกประการ
7. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ

1. บทสราง
2. GÊD  = FÊD  = 90°
3. บทสราง และ กําหนดให DG = AC = DF
4. ใน ∆ DGF มุมตรงขามดานเทากันตองเทากัน
5. EĜD  = FĜD , EF̂D  = GF̂D

6. ม.ม.ด. ((1), (5) และ DE ดานรวม)
7. ∆ ABC และ ∆ DEG เทากันทุกประการ  Q.E.D.

หมายเหตุ การกลาวอางผลของทฤษฎีบทนี้จะใชคํายอวา ดาน-ฉาก-ดาน หรือ ด.ฉ.ด.
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ทฤษฎีบท 19. ถา สามเหล่ียมสองรูปมีดานยาวเทากันสองดาน มุมยอดที่เกิดจากดานคูน้ันในสามเหลี่ยมรูปที่
หน่ึงมีขนาดใหญกวามุมยอดที่เกิดจากดานคูน้ันในสามเหลี่ยมรูปที่สอง
แลว ฐานของสามเหลี่ยมซึ่งอยูตรงขามมุมยอดนั้นของสามเหลี่ยมรูปที่หน่ึงมีขนาดยาวกวาฐานของสามเหลี่ยมซึ่ง
อยูตรงขามมุมยอดของสามเหลี่ยมรูปที่สอง [Euclid I. 24.]
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF มี AB = DE, AC = DF, CÂB  > FD̂E

จะตองพิสูจนวา BC > EF
บทสราง เล่ือนจุด A มาทับจุด D และ เล่ือนจุด B มาทับจุด E (ทําได เพราะวา AB = DE)
และ G เปนตําแหนงใหมของจุด C ที่เกิดขึ้น เพราะฉะนั้น GD̂E  = CÂB  และ AC = DG
ขอพิสูจน

รูปที่ 1.37.1 รูปที่ 1.37.2 รูปที่ 1.37.3
ขอความ เหตุผล
กรณีที่ 1. F อยูบนเสนตรง EG
1. EG ยาวกวา EF
2. BC ยาวกวา EF

1. GD̂E  = CÂB  > FD̂E

2. BC = EG

รูปที่ 1.38.1 รูปที่ 1.38.2 รูปที่ 1.38.3
ขอความ เหตุผล
กรณีที่ 2. F ไมอยูบนเสนตรง EG
1. G อยูนอก ∆ DEF
2. ให KD แบงครึ่งมุม GD̂F , KD̂F  = KD̂G

3. ∆ FDK และ ∆ GDK เทากันทุกประการ

4. EK + KF > EF

5. EK + KG > EF
6. EG > EF
7. BC > EF

1. GD̂E  = CÂB  > FD̂A

2. บทสรางเพิ่มเติม
3. ด.ม.ด. (DF = AC = DG, DK ดานรวม
    KD̂F  = KD̂G )
4. ∆ EKF ดานสองดานของสามเหลี่ยมรวมกัน
    ยาวกวาดานที่สาม
5. จาก (3) KF = KG
6. EK + KG = EG
7. BC = EG                                    Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 19.1 ถา สามเหล่ียมสองรูปมีดานยาวเทากันสองคู ดานที่สามของสามเหลี่ยมรูปที่หน่ึงยาวกวาดานที่
สามของสามเหลี่ยมรูปที่สอง แลว จะไดมุมยอดที่อยูตรงขามฐานนั้นของสามเหลี่ยมรูปที่หน่ึงมีขนาดใหญกวา
มุมยอดของสามเหลี่ยมซึ่งอยูตรงขามฐานของสามเหลี่ยมรูปที่สอง

รูปที่ 1.39.1 รูปที่ 1.39.2
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ DEF มี AB = DE, AC = DF, BC > EF
จะตองพิสูจนวา CÂB  > FD̂E

ขอพิสูจน สมมต ิ CÂB  ≤ FD̂E

ขอความ เหตุผล
กรณีที่ 1. CÂB  = FD̂E

1. AB = DE, AC = DF และ CÂB  = FD̂A

2. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ
3. BC = EF
ขัดแยงกับขอกําหนด BC > EF
กรณีที่ 2. CÂB  < FD̂E

1. AB = DE, AC = DF และ CÂB  < FD̂E

2. BC < EF
ขัดแยงกับขอกําหนด BC > EF
ทําใหที่สมมตไิมจริง เพราะฉะน้ัน CÂB  > FD̂A

1. กําหนดให และ ขอสมมติกรณีที่ 1.
2. ด.ม.ด.
3. ∆ ABC และ ∆ DEF เทากันทุกประการ

1. กําหนดให และ ขอสมมติกรณีที่ 2.
2. โดยทฤษฎีบท 19.

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 20. เสนตรงสองเสนที่ไมตัดกันที่เกิดจากการเชื่อมปลายขางเดียวกันของเสนขนานสองเสนซึ่งยาวเทา
กัน ตองขนานกันและยาวเทากัน
[Euclid I. 33.]

รูปที่ 1.40.1 รูปที่ 1.40.2
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กําหนดให AB และ CD ขนานกันและยาวเทากัน
จะตองพิสูจนวา AC และ BD ขนานกันและยาวเทากัน
บทสราง ลากเสนตรง AC, BD และ เสนทแยงมุม BC
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. CB̂A  = DĈB

2. AB = CD
3. ∆ ABC, ∆ BCD เทากับทุกประการ
4. AC = BD และ BĈA  = DB̂C

5. AC และ BD ขนานกัน

1. มุมแยงของเสนขนาน AB, CD
2. กําหนดให
3. ด.ม.ด. จาก (1), (2) และ BC ดานรวม
4. ∆ ABC, ∆ BCD เทากับทุกประการ
5. มุมแยง BĈA  = DB̂C                     Q.E.D.

ทฤษฎีบท 21. ดานตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนานยาวเทากัน มุมตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนานมีขนาดเทากัน
และ เสนทแยงมุมแบงครึ่งส่ีเหล่ียมดานขนาน
[Euclid I. 34.]

รูปที่ 1.41.1 รูปที่ 1.41.2
กําหนดให  ABCD เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน BD เปนเสนทแยงมุม
จะตองพิสูจนวา 1. AB = CD และ AD = BC

2. BÂD  = DĈB  และ CD̂A  = CB̂A

3. เสนทแยง BD มุมแบงครึ่งส่ีเหล่ียมดานขนาน ABCD
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DB̂A  = CD̂B

2. BD̂A  = CB̂D

3. ∆ ABD, ∆ CBD เทากับทุกประการ
4. BÂD  = DĈB , AB = CD, AD = BC
    และ พื้นที่ ∆ ABD = พื้นที่ ∆ CBD
5. เสนทแยงมุม BD แบงครึ่งส่ีเหล่ียมดานขนาน
6. CD̂A  = BD̂A  + CD̂B

             = CB̂D  + DB̂A  = CB̂A

1. มุมแยงของเสนขนาน AB, CD
2. มุมแยงของเสนขนาน AD, BC
3. ม.ด.ม. จาก (1), (2) และ BD ดานรวม
4. ∆ ABD, ∆ CBD เทากับทุกประการ

5. พื้นที่ ∆ ABD = พื้นที่ ∆ CBD
6. จาก (1) และ (2)

Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 21.1 มุมทุกมุมของสี่เหล่ียมผืนผาเปนมุมฉาก

รูปที่ 1.42
กําหนดให  ABCD เปนส่ีเหล่ียมผืนผา มี AB = CD และ AD = BC
จะตองพิสูจนวา BD̂A  = CB̂A  = BÂD  = DĈB  = หน่ึงมุมฉาก
ขอพิสูจน โดยไมสูญเสียสาระสาํคัญของกรณีทั่วไปเราสามารถสมมตใิห CB̂A  เปนมุมฉาก
ขอความ เหตุผล
1. BD̂A  = CB̂A  = หน่ึงมุมฉาก
2. BÂD  = DĈB  = หน่ึงมุมฉาก

3. BD̂A  = CB̂A  = BÂD  = DĈB  = หน่ึงมุมฉาก

1. มุมตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนาน (ทบ 21.)
2. มุมภายในสี่เหล่ียมรวมกันเทากับ 4 มุมฉาก
    (ทบ 16.2) และ BÂD  = DĈB

3. จาก (1) และ (2)                         Q.E.D.

ทฤษฎีบท 21.2 มุมทุกมุมของสี่เหล่ียมจัสตุรัสเปนมุมฉาก และ ดานทุกดานของสี่เหล่ียมจัสตุรัสยาวเทากัน

รูปที่ 1.43
กําหนดให  ABCD เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส มี AB = CD และ AD = BC
จะตองพิสูจนวา BD̂A  = CB̂A  = BÂD  = DĈB  = หน่ึงมุมฉาก และ AB = BC = CD = AD
ขอความ เหตุผล
1. ดานประกอบมุมยอดเดียวกันของ  ABCD
    ยาวเทากัน
2. AB = BC, BC = CD = CD = DA, DA = AB
3. ดานทุกดานของส่ีเหล่ียมจัสตุรัสยาวเทากัน
4. BD̂A  = CB̂A  = BÂD  = DĈB  = หน่ึงมุมฉาก

1.  ABCD เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส

2. จาก (1)
3. จาก (2)
4. มุมของสี่เหล่ียมจัสตุรัสเปนมุมฉาก     Q.E.D.

ทฤษฎีบท 21.3 เสนทแยงมุมของสี่เหล่ียมดานขนานแบงครึ่งซ่ึงกันและกัน

รูปที่ 1.44
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กําหนดให เสนทแยงมุมของสี่เหล่ียมดานขนาน ABCD ตัดกันที่จุด O
จะตองพิสูจนวา AO = OC และ BO = OD
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. BÂO  = DĈO

2. BÔA  = DÔC

3. AB = CD
4. ∆ ABO, ∆ CDO เทากับทุกประการ
5. AO = OC และ BO = OD

1. มุมแยงของเสนขนาน AB, CD
2. มุมตรงขาม
3. ดานตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนาน
4. ม.ด.ม. จาก (1), (2) และ (3)
5. ∆ ABO, ∆ CDO เทากับทุกประการ      Q.E.D.

ทฤษฎีบท 22. ถา เสนขนานสามเสนแบงสวนของเสนตัดขวางเสนหนึ่งเปนระยะทางเทากัน
แลว เสนขนานสามเสน น้ันจะแบงเสนตัดขวางทกุเสนเปนระยะทางที่เทากัน

รูปที่ 1.45.1 รูปที่ 1.45.2
กําหนดให AB, CD, EF ขนานกัน เสนตรง PQR  เปนเสนตัดขวางของ AB, CD, EF โดยที่จุด P, Q, R อยูบน
AB, CD, EF ตามลําดับ PQ = QR และ เสนตรง XYZ  เปนเสนตัดขวางของเสนขนาน AB, CD, EF โดยที่จุด
X, Y, Z อยูบน AB, CD, EF ตามลําดับ
จะตองพิสูจนวา XY = YZ
บทสราง ให M อยูบน CD และ N อยูบน EF ที่ทําให XM ขนานกับ PQ และ YN ขนานกับ QR
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1.  PXMQ เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน
2. PQ = XM
3.  QYNR เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน
4. QR = YN
5. XM = YN
6. MŶX  = NẐY  = 
7. YX̂M  = ZŶN  = 
8. ∆ XYM, ∆ YZN เทากันทุกประการ
9. XY = YZ

1. PX ขนานกับ QM และ PQ ขนานกับ XM
2. ดานตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนานยาวเทากัน
3. QY ขนานกับ RN และ QR ขนานกับ NY
4. ดานตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนานยาวเทากัน
5. จาก (2),(4) และ กําหนดให PQ = QR
6. มุมภายนอกเทากับมุมภายในดานตรงขาม
7. มุมภายนอกเทากับมุมภายในดานตรงขาม
8. ม.ม.ด. จาก (5), (6) และ (7)
9. ∆ XYM, ∆ YZN เทากันทุกประการ     Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 22.1 กําหนดให 0P , 1P , 2P , 3P , ... , nP  เปนจุดบนดาน AB
และ 0Q , 1Q , 2Q , 3Q , ... , nQ  เปนจุดบนดาน AC ของ ∆ ABC โดยที่ 0P  และ 0Q  เปนจุด A
และ 11QP , 22QP , 33QP , ... , nnQP  ขนานกับ BC และ 1AP  = 21PP  = 32PP  = ... = BPn

จะได 1. 1AQ  = 21QQ  = 32QQ  = ... = CQn

2. 11QP  = 1n
1
+

BC, 22QP  = 1n
2
+

BC, 33QP  = 1n
3
+

BC, ... , nnQP  = 1n
n
+

BC

รูปที่ 1.46
กําหนดให 0P , 1P , 2P , 3P , ... , nP  เปนจุดบนดาน AB ของ ∆ ABC

0Q , 1Q , 2Q , 3Q , ... , nQ  เปนจุดบนดาน AC ของ ∆ ABC โดยที่ 0P  และ 0Q  เปนจุด A
11QP , 22QP , 33QP , ... , nnQP  ขนานกับ BC และ 1AP  = 21PP  = 32PP  = ... = BPn

จะตองพิสูจนวา 1. 1AQ  = 21QQ  = 32QQ  = ... = CQn

2. 11QP  = 1n
1
+

BC, 22QP  = 1n
2
+

BC, 33QP  = 1n
3
+

BC, ... , nnQP  = 1n
n
+

BC
บทสราง ลากเสน DE ผานจุด A และขนานกับ 11QP

ขอพิสูจน 1. เพราะวา DE ขนานกับ 11QP  และ 1AP  = 21PP  เพราะฉะนั้น 1AQ  = 21QQ

เพราะวา 11QP  ขนานกับ 22QP  และ 21PP  = 32PP  เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 22. จะได 21QQ  = 32QQ

ในทํานองเดียวกัน จะได 1AQ  = 21QQ  = 32QQ  = ... = CQn

2. ให 1R , 2R , 3R , ... , nR  เปนจุดบน BC ที่ทําให 11RQ  , 22RQ , 33RQ , ... , nnRQ  ขนานกับ AB
เพราะวา 1AQ  = 21QQ  = 32QQ  = ... = CQn

เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 22. จะได 1BR  = 21RR  = 32RR  = ... = CRn

เพราะวา 1BR  + 21RR  + 32RR  + ... + CRn  = BC
เพราะฉะนั้น 1BR  = 21RR  = 32RR  = ... = CRn  = 1n

1
+

BC
เพราะฉะนั้น 1BR  = 1n

1
+

BC, 2BR  = 1n
2
+

BC, 3BR  = 1n
3
+

BC, ... , nBR  = 1n
n
+

BC
เพราะวา 111 RQBP , 222 RQBP , 333 RQBP , ... , nnn RQBP  เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน
เพราะฉะนั้น 11QP  = 1BR  = 1n

1
+

BC, 22QP  = 2BR  = 1n
2
+

BC, 33QP  = 3BR  = 1n
3
+

BC
, ... , nnQP  = nBR  = 1n

n
+

BC



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท30

ทฤษฎีบท 22.2 ∆ ABC มีเสนมัธยฐาน BY และ CZ ตัดกันที่จุด O ตอสวนเสนตรง AO มาตัดดาน BC ที่ X
จะได X เปนจุดก่ึงกลางดาน BC และ OA

XO  = OB
YO  = OC

ZO  = 2
1

รูปที่ 1.47
กําหนดให ∆ ABC มีเสนมัธยฐาน BY และ CZ ตัดกันที่จุด O ตอสวนเสนตรง AO มาตัดดาน BC ที่ X
บทสราง จากจุด C ลากเสนขนานกับ YB มาตัดกับเสนตรง AOX  ที่ตอออกมาที่จุด K
จะตองพิสูจนวา X เปนจุดก่ึงกลางดาน BC และ OA

XO  = OB
YO  = OC

ZO  = 2
1

ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
การพิสูจน X เปนจุดก่ึงกลางดาน BC
1. ใน ∆ AKC ; OY ขนานกับ CK
2. AO = OK
3. ใน ∆ AKB ; OZ ขนานกับ BK
4. BKCO เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน
5. X เปนจุดก่ึงกลาง BC

การพิสูจน OA
XO  = OB

YO  = OC
ZO  = 2

1

6. XO = XK

7. XO = 2
1 OK

8. XO = 2
1 OA

9. OA
XO  = 2

1

ในทํานองเดียวกัน OB
YO  = OC

ZO  = 2
1

1. CK ขนานกับ BY
2. AY = YC และ OY ขนานกับ KC
3. AZ = ZB, AO = OK
4. OC ขนานกับ BK, OB ขนานกับ CK
5. X เปนจุดตัดของเสนทแยงมุมของสี่เหล่ียม
    ดานขนาน (ทฤษฎีบท 21.1)

6. X เปนจุดตัดเสนของทแยงมุมของสี่เหล่ียม
    ดานขนาน (ทฤษฎีบท 21.1)
7. XO = XK
8. OA = OK (จาก (2))
9. จาก (8)

Q.E.D.

หมายเหตุ จุดตัดของเสนมัธยฐาน เรียกวา จุดเซนทรอยด (the centroid of the triangle)
เพราะฉะนั้น จุดเซนทรอยด แบงเสนมัธยฐานออกเปนสัดสวน 1 : 2
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ทฤษฎีบท 23. รูปส่ีเหล่ียมมุมฉากมีพื้นที่เทากับ (ความกวาง) × (ความยาว)

   รูปที่ 1.48.1 รูปที่ 1.48.2 รูปที่ 1.48.3
ทฤษฎีบท 23.1 รูปส่ีเหล่ียมมุมฉากที่มีความกวางเทากันและความยาวเทากัน มีพื้นที่เทากัน
ทฤษฎีบท 23.2 รูปส่ีเหล่ียมมุมฉากที่มีความยาวเทากัน และ มีพื้นที่เทากัน จะตองมีความกวางเทากัน
ทฤษฎีบท 24. ส่ีเหล่ียมดานขนานที่มีฐานเดียวกัน และ อยูบนดานคูขนานเดียวกัน มีพื้นที่เทากัน
[Euclid I. 35.]

รูปที่ 1.49
กําหนดให  ABCD,  BCFE เปนส่ีเหล่ียมดานขนานอยูบนฐาน BC และอยูบนเสนคูขนาน BC และ AF
จะตองพิสูจนวา พื้นที่  ABCD = พื้นที่  BCFE
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DC = AB
2. CD̂F  = BÂE

3. CF̂D  = BÊA

4. ∆ FDC, ∆ EAB เทากันทุกประการ
5. พื้นที่  ABCD
 = พื้นที่  BCDE + พื้นที่ ∆ EAB
 = พื้นที่  BCDE + พื้นที่ ∆ FDC = พื้นที่  BCFE

1. ดานตรงขามของสี่เหล่ียมดานขนาน ABCD
2. มุมภายนอก และ มุมภายในของเสนขนาน
3. มุมภายนอก และ มุมภายในของเสนขนาน
4. ม.ม.ด. (1), (2) และ (3)
5. ∆ FDC, ∆ EAB เทากันทุกประการ

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 24.1 พื้นที่ส่ีเหล่ียมดานขนานเทากับ (ความยาวฐาน) × (ความสูง)

รูปที่ 1.50
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 ABCD เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน และ  BCFE เปนส่ีเหล่ียมมุมฉาก อยูบนฐาน BC และ อยูบนเสนคูขนานคู
เดียวกัน
เพราะฉะนั้น     พื้นที่  ABCD = พื้นที่  BCFE

= (BC)(BE) = (ความยาวฐาน BC) × (ความสูง BE)
ผลจากทฤษฎีบท 24.1 จะได
ทฤษฎีบท 24.2 ส่ีเหล่ียมดานขนานที่มีความยาวฐานเทากัน และ มีความสูงเทากัน จะมีพื้นที่เทากัน

ทฤษฎีบท 25. สามเหล่ียมที่มีฐานเดียวกันกับส่ีเหล่ียมมุมฉากซึ่งมีความสูงเทากัน จะมีพื้นที่เปนครึ่งหน่ึงของส่ี
เหล่ียมมุมฉาก

รูปที่ 1.51.1 รูปที่ 1.51.2
กําหนดให ∆ ABC และ  BCED เปนส่ีเหล่ียมมุมฉาก มี BC เปนฐาน และ มีความสูง AF เทากัน
จะตองพิสูจนวา พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCED
ขอพิสูจน กรณีที่ 1. รูปที่ 1.51.1
เพราะวา AB เปนเสนทแยงมุมของสี่เหล่ียมมุมฉาก ADBF เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ABF = 2

1 พื้นที่  ADBF
เพราะวา AC เปนเสนทแยงมุมของสี่เหล่ียมมุมฉาก AECF เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ACF = 2

1 พื้นที่  AECF
เพราะฉะนั้น   พื้นที่ ∆ ABC = พื้นที่ ∆ ABF + พื้นที่ ∆ ACF = 2

1 พื้นที่  ADBF + 2
1 พื้นที่  AECF

= 2
1 พื้นที่  BCED

กรณีที่ 2. รูปที่ 1.51.2
เพราะวา AB เปนเสนทแยงมุม ส่ีเหล่ียมมุมฉาก ADBF เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ABF = 2

1 พื้นที่  ADBF
เพราะวา AC เปนเสนทแยงมุม ส่ีเหล่ียมมุมฉาก AECF เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ACF = 2

1 พื้นที่  AECF
เพราะฉะนั้น   พื้นที่ ∆ ABC = พื้นที่ ∆ ABF - พื้นที่ ∆ ACF = 2

1 พื้นที่  ADBF - 2
1 พื้นที่  AECF

= 2
1 พื้นที่  BCED

ทฤษฎีบท 25.1 สามเหล่ียมที่มีฐานเดียวกันกับส่ีเหล่ียมดานขนาน และ อยูระหวางเสนขนานคูเดียวกัน
จะมีพื้นที่เปนครึ่งหน่ึงของส่ีเหล่ียมดานขนาน

รูปที่ 1.52
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กําหนดให  BCHG เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน ∆ ABC มี BC เปนฐาน และ อยูระหวางเสนขนาน BC และ AG
จะตองพิสูจนวา พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCHG
บทสราง ลากเสนตรงผาน G, A และ ขนานกับ BC ลาก BD ⊥ AH และ CE ⊥ AE
เพราะฉะนั้น  BCED เปนส่ีเหล่ียมมุมฉาก
ขอพิสูจน เพราะวา พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCED (ทฤษฎีบท 25.)
และ พื้นที่  BCED = พื้นที่  BCHG (ทฤษฎีบท 24.)
เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCHG

ทฤษฎีบท 25.2 พื้นที่สามเหล่ียม = 2
1 (ฐาน) × (สูง)

รูปที่ 1.53
ขอพิสูจน พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCED = 2
1 (BC)(CD) = 2

1 (a)(h)
เพราะฉะนั้น พื้นที่สามเหลี่ยม = 2

1 (ฐาน) × (สูง)

ทฤษฎีบท 26. สามเหล่ียมที่มีฐานเดียวกัน และ อยูระหวางเสนขนานคูเดียวกัน มีพื้นที่เทากัน
[Euclid I. 37.]

รูปที่ 1.54
กําหนดให BC และ XY ขนานกัน ∆ ABC และ ∆ GBC มี BC เปนฐาน A, G อยูบนเสนขนาน XY
จะตองพิสูจนวา พื้นที่ ∆ ABC = พื้นที่ ∆ GBC
บทสราง ลากเสนตรง BD ⊥ AX และ CE ⊥ AY เพราะฉะนั้น  BCED เปนส่ีเหล่ียมมุมฉาก
ขอพิสูจน โดยทฤษฎีบท 25. จะได พื้นที่ ∆ ABC = 2

1 พื้นที่  BCED, พื้นที่ ∆ GBC = 2
1 พื้นที่  BCED

เพราะฉะนั้น พื้นที่ ∆ ABC = พื้นที่ ∆ GBC

ทฤษฎีบท 27. สามเหล่ียมสองรูปมีพื้นที่เทากันและมฐีานเดียวกัน
จุดยอดที่อยูขางเดียวกันของฐานของสามเหลี่ยมทั้งสองรูปนั้นตองอยูระหวางเสนขนานคูเดียวกัน
[Euclid I. 39.]
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รูปที่ 1.55
กําหนดให ∆ ABC และ ∆ GBC มีพื้นที่เทากัน และ มี BC เปนฐาน AF เปนสวนสงูของ ∆ ABC
และ GH เปนสวนสงูของ ∆ GBC
จะตองพิสูจนวา AG ขนานกับ BC
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. AF, GH ขนานกัน
2. BC AF = 2(พื้นที่ ∆ ABC)
3. BC GH = 2(พื้นที่ ∆ GBC)
4. AF = GH
5.  AFHG เปนส่ีเหล่ียมมุมฉาก
6. AG ขนานกับ FH
7. AG ขนานกับ BC

1. AF ⊥ BC และ HG ⊥ BC
2. ทฤษฎีบท 25.2
3. ทฤษฎีบท 25.2
4. ∆ ABC, ∆ GBC มีพื้นที่เทากัน, (2) และ (3)
5. จาก (1) และ (4)
6. จาก (5)
7. FH, BC อยูบนเสนตรงเดียวกัน          Q.E.D.

ทฤษฎีบท 28. พื้นที่ส่ีเหล่ียมคางหมู = 2
1 (สูง × ผลบวกของดานคูขนาน)

รูปที่ 1.56
กําหนดให  ABCD เปนส่ีเหล่ียมคางหมู AB ขนานกับ CD และ ลากเสน DE ⊥ AB และ CF ⊥ AB
จะตองพิสูจนวา พื้นที่ส่ีเหล่ียมคางหมู ABCD = 2

1 (สูง × ผลบวกของดานคูขนาน)
ขอพิสูจน เพราะวา DE ⊥ AB, CF ⊥ AB เพราะฉะนั้น DE, CF ขนานกัน
เพราะวา DE, CF ขนานกัน และ DC, EF ขนานกัน เพราะฉะน้ัน  CDEF เปนส่ีเหล่ียมดานขนาน
เพราะฉะนั้น DE = CF เพราะฉะนั้น พื้นที่ส่ีเหล่ียมคางหมู ABCD = พื้นที่ ∆ ABD + พื้นที่ ∆ CDB

= 2
1  AB DE + 2

1  CD CF
= 2

1  AB DE + 2
1  CD DE (DE = CF)

= 2
1   DE (AB + CD) = 2

1 (สูง × ผลบวกของดานคูขนาน)
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ทฤษฎีบท 28.1  ABCD เปนส่ีเหล่ียมดานไมเทา AC เปนเสนทแยงมุม DE ⊥ AC และ BF ⊥ AC
หมายเหตุ ความยาว DE, BF เรียกวา ระยะฉากแยก ของเสนทแยงมุม AC ใน  ABCD

รูปที่ 1.57
พื้นที่ส่ีเหล่ียมดานไมเทา ABCD = พื้นที่ ∆ ACD + พื้นที่ ∆ ACB = 2

1  AC DE + 2
1  AC BF

= 2
1  AC (DE + BF) = 2

1 (ความยาวเสนแยงมุม) × (ผลบวกของระยะฉากแยก)

ทฤษฎีบท 29. ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก มี AB เปนดานตรงขามมุมฉาก จะได 2AB  = 2AC  + 2BC

[Euclid I. 47.] (Pythagoras's Theorem)

รูปที่ 1.58.1 รูปที่ 1.58.2
กําหนดให ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก มี BĈA  เปนมุมฉาก
จะตองพิสูจนวา 2AB  = 2AC  + 2BC

บทสราง 1. สรางส่ีเหล่ียมจัสตุรัส ABED บนดาน AB, สรางส่ีเหล่ียมจัสตุรัส BCHK บนดาน BC
    สรางส่ีเหล่ียมจัสตุรัส ACGF บนดาน AC
2. รูปที่ 1.58.1 ลากเสน CL ขนานกับ BE ตัด AB ที่ I และ ลากเสน CD, BF
3. รูปที่ 1.58.2 ลากเสน CL ขนานกับ BE ตัด AB ที่ I และ ลากเสน AK, CE

ขอพิสูจน
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ขอความ เหตุผล
1. BC, CG อยูบนเสนตรงเดียวกัน (รูปที่ 1.58.1)
2. DÂC  = DÂB + CÂB = FÂC + CÂB  = BÂF

3. CA = FA
4. AD = AB
5. ∆ CAD, ∆ FAB เทากับทุกประการ
6. พื้นที่  AILD = 2 พื้นที่ ∆ CAD
7. พื้นที่  ACGF = 2 พื้นที่ ∆ FAB
8. พื้นที่  AILD = พื้นที่  ACGF
9. HC, CA อยูบนเสนตรงเดียวกัน (รูปที่ 1.58.2)
10. AB̂K  = CB̂K + AB̂C = AB̂E + AB̂C  = EB̂C

11. KB = BC
12. AB = BE
13. ∆ KBA, ∆ BCE เทากับทุกประการ
14. พื้นที่  BKHC = 2 พื้นที่ ∆ BKA
15. พื้นที่  BILE = 2 พื้นที่ ∆ BCE
16. พื้นที่  BKHC = พื้นที่  BILE
17. 2AB  = พื้นที่  ABED
      = พื้นที่  AILD + พื้นที่  BILD
      = พื้นที่  ACGF + พื้นที่  BKHC
      = 2AC  + 2BC

1. BĈA  = GĈA  = 90°
2. FÂC  = DÂB  = 90°
3.  ACGF เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส
4.  ADEB เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส
5. ด.ม.ด. (จาก (2), (3), (4))
6. มีฐาน AD และ จุดยอดอยูบนเสนขนาน CL
7. มีฐาน FA และ จุดยอดอยูบนเสนขนาน BG
8. จาก (5), (6), (7)
9. HĈB  = AĈB  = 90°
10. CB̂K  = AB̂E  = 90°
11.  BCHK เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส
12.  ADEB เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัส
13. ด.ม.ด. (จาก (10), (11), (12))
14. มีฐาน KB และ จุดยอดอยูบนเสนขนาน HA
15. มีฐาน BE และ จุดยอดอยูบนเสนขนาน CL
16. จาก (13), (14), (15)
17. พื้นที่ส่ีเหล่ียมจัสตุรัส = (ดาน) 2

      ผลรวมของพื้นที่ส่ีเหล่ียมยอย
      จาก (8) และ (16)
      พื้นที่ส่ีเหล่ียมจัสตุรัส = (ดาน) 2       Q.E.D.

หมายเหตุ ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมี AB เปนดานตรงขามมุมฉาก จะได 2AB  = 2BC  + 2AC

ให BC = a, CA = b, AB = c จะได 2c  = 2a  + 2b

การพิสูจนทฤษฎีบท 29. แบบที่ 2.

รูปที่ 1.59.1 รูปที่ 1.59.2
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ให  PQRS เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัสมีความยาวดาน PQ = a + b
D, E, F, G เปนจุดบนดาน PQ, QR, RS, SP ตามลําดับ
และ ทําให ∆ PDG, ∆ DQE, ∆ ERF, ∆ FSG และ ∆ ABC เทากันทุกประการ
เพราะฉะนั้น DE = EF = FG = GD = c เพราะฉะนั้น  DEFG เปนส่ีเหล่ียมจัสตุรัสยาวดานละ c
พื้นที่ส่ีเหล่ียมจัสตุรัส PQRS

= พื้นที่ ∆ PDG + พื้นที่ ∆ DQE + พื้นที่ ∆ ERF + พื้นที่ ∆ FSQ + พื้นที่ส่ีเหล่ียมจัสตุรัส DEFG
(a + b) 2 = พื้นที่ ∆ ABC + พื้นที่ ∆ ABC + พื้นที่ ∆ ABC + พื้นที่ ∆ ABC + 2c

2a  + 2ab + 2b  = 4( พื้นที่ ∆ ABC) + 2c  = 4( 2
1 ab) + 2c  = 2ab + 2c

เพราะฉะนั้น 2a  + 2b  = 2c

ทฤษฎีบท 29.1 ∆ ABC มี AB = c, AC = b, BC = a และ CD ⊥ AB และ s = 2
cba ++ จะได

1. AD = c2
abc 222 −+ 2. CD = c2

1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

3. พื้นที่ ∆ ABC = 4
1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

4. พื้นที่ ∆ ABC = )cs)(bs)(as(s −−−

รูปที่ 1.60
กําหนดให ∆ ABC มี AB = c, AC = b, BC = a และ CD ⊥ AB และ s = 2

cba ++  ลาก CD ⊥ AB

จะตองพิสูจนวา 1. AD = c2
abc 222 −+ 2. CD = c2

1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

3. พื้นที่ ∆ ABC = 4
1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

4. พื้นที่ ∆ ABC = )cs)(bs)(as(s −−−

ขอพิสูจน 1. ให AD = x, CD = y เพราะฉะนั้น BD = c - x
ใชทฤษฎีบท 29. กับสามเหลี่ยมมุมฉาก ADC จะได 2AC  = 2AD  + 2CD , 2b  = 2x  + 2y

เพราะฉะนั้น 2y  = 2b  - 2x ... (1)
ใชทฤษฎีบท 29. กับสามเหลี่ยมมุมฉาก BCD จะได 2BC  = 2BD  + 2CD , 2a  = (c - x) 2  + 2y

เพราะฉะนั้น 2y  = 2a  - (c - x) 2 ... (2)
จาก (1) และ (2) จะได 2b  - 2x  = 2a  - (c - x) 2  = 2a  - 2c  + 2cx - 2x

เพราะฉะนั้น x = c2
abc 222 −+  เพราะฉะนั้น AD = c2

abc 222 −+ ... (3)

2. จาก (1) และ (3) จะได 2y  = 2b  - 2x  = 2b  - ( c2
abc 222 −+ ) 2
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2y  = 2c4
1 (4 2b 2c  - ( 2c  + 2b  - 2a ) 2 ) = 2c4

1 (2bc + ( 2c  + 2b  - 2a ))(2bc - ( 2c  + 2b  - 2a ))

= 2c4
1 ( 2b  + 2bc + 2c  - 2a )( 2a  - 2b  + 2bc - 2c ) = 2c4

1 ((c + b) 2  - 2a )( 2a  - (b  - c) 2 )

= 2c4
1 ((c + b) + a)((c + b) - a)(a - (b - c))(a + (b - c))

= 2c4
1 (a + b + c)(-a + b + c)(a - b + c)(a + b - c)

เพราะฉะนั้น CD = y = c2
1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

3. พื้นที่ ∆ ABC = 2
1 (AB)(CD) = 2

1 (c)( c2
1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++ )

= 4
1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

4. เพราะวา s = 2
cba ++  เพราะฉะนั้น 2

cba ++−  = s - a, 2
cba +−  = s - b, 2

cba −+  = s - c
พื้นที่ ∆ ABC = 4

1 )cba)(cba)(cba)(cba( −++−++−++

= )2
cba)(2

cba)(2
cba)(2

cba( −++−++−++  = )cs)(bs)(as(s −−−

ทฤษฎีบท 29.2 เสนตรง AB และ CD ตั้งฉากและตัดกันที่จุด X จะได 2AC  + 2BD  = 2AD  + 2BC

รูปที่ 1.61
กําหนดให เสนตรง AB และ CD ตั้งฉากและตัดกันที่จุด X
จะตองพิสูจนวา 2AC  + 2BD  = 2AD  + 2BC

ขอพิสูจน 2AC  + 2BD  = ( 2AX  + 2XC ) + ( 2BX  + 2XD ) (∆ AXC, ∆ BXD เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก)
= ( 2AX  + 2XD ) + ( 2BX  + 2XC )
= 2AD  + 2BC (∆ AXD, ∆ BXC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก)

ทฤษฎีบท 30. ถา 2AB  = 2AC  + 2BC  แลว ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมี BĈA  เปนมุมฉาก
[Euclid I. 48.]

รูปที่ 1.62.1 รูปที่ 1.62.2
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กําหนดให ∆ ABC มี 2AB  = 2AC  + 2BC

จะตองพิสูจนวา ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมี BĈA  เปนมุมฉาก
บทสราง 1. ลากเสนตรง EF ยาวเทากับ BC

2. ลากเสน DF ⊥ EF และ DF = AC และ ลากเสนตรง ED
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. ∆ DEF เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก EF̂D  = 90°
2. 2BC  = 2EF

3. 2AC  = 2DF

4. 2EF  + 2DF  = 2ED

5. 2BC  + 2AC  = 2ED

6. 2AB  = 2ED

7. AB = ED
8. ∆ DEF, ∆ ABC เทากันทุกประการ
9. ∆ ABC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก BĈA  = 90°

1. บทสรางขอ 2.
2. EF = BC บทสรางขอ 1.
3. AC = DF บทสรางขอ 2.
4. ∆ DEF เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก EF̂D  = 90°
5. จาก (2), (3)
6. 2AB  = 2AC  + 2BC  และ (5)
7. จาก (6)
8. ด.ด.ด. (บทสรางขอ 1. ขอ 2. และ (7))
9. จาก (1) และ (8)                          Q.E.D.

ทฤษฎีบท 31. O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม และ AB เปนคอรดของวงกลมที่ไมผานจุดศูนยกลาง
และ D เปนจุดบนคอรด AB จะได 1. ถา D เปนจุดก่ึงกลางของ AB แลว OD ⊥ AB

2. ถา OD ⊥ AB แลว D เปนจุดก่ึงกลางของ AB
[Euclid III. 3.]

รูปที่ 1.63
กําหนดให O เปนจุดศูนยกลาง AB เปนคอรดของวงกลมที่ไมผานจุดศูนยกลาง และ D เปนจุดบน AB
จะตองพิสูจนวา 1. ถา D เปนจุดก่ึงกลางของ AB แลว OD ⊥ AB

2. ถา OD ⊥ AB แลว D เปนจุดก่ึงกลางของ AB
ขอพิสูจน 1. กําหนดให D เปนจุดก่ึงกลางของ AB
ขอความ เหตุผล
1. OA = OB
2. OD ดานรวม
3. AD = DB
4. ∆ OAD, ∆ OBD เทากันทุกประการ
5. AD̂O  = BD̂O

1. รัศมีวงกลมเดียวกัน
2. จากรูปที่ 1.63
3. D เปนจุดก่ึงกลางของ AB
4. ด.ด.ด. (จาก (1), (2), (3))
5. ∆ OAD, ∆ OBD เทากันทุกประการ



บทที่ 1. บทนิยาม และ ทฤษฎีบท40

6. AD̂O  = BD̂O  = 90°
7. OD ⊥ AB

6. จาก (5) และ AD̂O  + BD̂O  = 180°
7. จาก (6)                                       Q.E.D.

ขอพิสูจน 2. กําหนดให OD ⊥ AB
ขอความ เหตุผล
1. OA = OB
2. OD ดานรวม
3. AD̂O  = BD̂O  = 90°
4. ∆ OAD, ∆ OBD เทากันทุกประการ
5. AD = DB
6. D เปนจุดก่ึงกลางของ AB

1. รัศมีวงกลมเดียวกัน
2. จากรูปที่ 1.63
3. OD ⊥ AB (กําหนดให )
4. ด.ม.ด. (จาก (1), (2), (3))
5. ∆ OAD, ∆ OBD เทากันทุกประการ
6. จาก (5)                                     Q.E.D.

ทฤษฎีบท 31.1 O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม AB เปนคอรดของวงกลม
จะได เสนตรงที่ตั้งฉากกับคอรด AB และแบงครึ่งคอรด ตองผานจุดศูนยกลางของวงกลม

รูปที่ 1.64
กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม AB เปนคอรดของวงกลมที่ไมผานจุดศูนยกลาง O
และ D เปนจุดบน AB เสนตรง PQ แบงครึ่งและตั้งฉากกับ AB ที่จุด D
จะตองพิสูจนวา เสนตรง PQ ผานจุด O
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. OD ⊥ AB ที่จุด D
2. PQ ⊥ AB ที่จุด D
3. PQ ผานจุด O

1. D เปนจุดก่ึงกลางดาน AB (ทฤษฎีบท 31.)
2. กําหนดให
3. จาก (1) และ (2)                           Q.E.D.

ทฤษฎีบท 31.2 เสนตรงตัดวงกลมไดอยางมาก 2 จุด

รูปที่ 1.65
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กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และมีเสนตรง L ตัดวงกลม 1Cir  ที่จุด A, B
จะตองพิสูจนวา L ตัดวงกลม 1Cir  ที่จุด A, B เทาน้ัน
บทสราง ให D เปนจุดก่ึงกลางคอรด AB ลากเสนตรง OD ⊥ AB
ขอพิสูจน สมมตมิีจุด C บนเสนตรง L และ วงกลม 1Cir  โดยที่จุด C ไมใชจุด A และ ไมใชจุด B และ จุด C
อยูขางเดียวกับจุด B
ขอความ เหตุผล
1. AD = DB
2. D เปนจุดก่ึงกลางดาน AC
3. AD = DC
4. DC = DB
5. B, C เปนจุดเดียวกัน
6. ขอสมมติไมจริง
เพราะฉะนั้น เสนตรงตัดวงกลมไดอยางมาก 2 จุด

1. D เปนจุดก่ึงกลางของ AB
2. OD ⊥ AC (ทฤษฎีบท 31.)
3. จาก (2)
4. จาก (1) และ (3)
5. B, C, D อยูบนเสนตรงเดียวกัน และ DC = BC
6. ขอสมมติ และ (5) ขัดแยงกัน

Q.E.D.

ทฤษฎีบท 32. มีวงกลมเพียงวงเดียวเทาน้ันที่ผานจุด 3 จุดซึ่งไมอยูบนเสนตรงเดียวกัน

รูปที่ 1.66
กําหนดให A, B, C เปนจุดที่ไมอยูบนเสนตรงเดียวกัน
จะตองพิสูจนวา มีวงกลมเดียวเทาน้ันที่ผานจุด A, B, C
บทสราง ให FD แบงครึ่งและตั้งฉากกับ AB, GE แบงครึ่งและตั้งฉากกับ BC ให FD, GE ตัดกันที่จุด O
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. ทุกจุดบน DF หางจาก A, B เทากัน
2. OA = OB
3. ทุกจุดบน EG หางจาก B, C เทากัน
4. OB = OC
5. OA = OB = OC
6. มีวงกลมจุดศูนยกลาง O รัศมี OA
    ผานจุด A, B, C วงเดียวเทาน้ัน

1. FD แบงครึ่งและตั้งฉากกับ AB
2. จาก (1) และ O อยูบน DF
3. GE แบงครึ่งและตั้งฉากกับ BC
4. จาก (3) และ O อยูบน GE
5. จาก (2) และ (3)
6. จาก (5)

Q.E.D.
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ทฤษฎีบท 33. ถา จุดในวงกลมมีเสนตรงมากกวาสองเสนที่ยาวเทากัน จากจดุนั้นไปยังเสนรอบวงกลม
แลว จุดนั้นตองเปนจุดศูนยกลางของวงกลม
[Euclid III. 9.]

รูปที่ 1.67
กําหนดให จุด O อยูในวงกลมและมี A, B, C เปนจุดบนเสนรอบวงของวงกลม ที่ทําให AO = BO = CO
จะตองพิสูจนวา จุด O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม
บทสราง ให D เปนจุดก่ึงกลาง AB ลาก OD และ ให E เปนจุดก่ึงกลาง BC ลาก OE
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. DA = DB
2. OD ดานรวม
3. AO = BO
4. ∆ AOD, ∆ BOD เทากันทุกประการ
5. AD̂O  = BD̂O

6. AD̂O  = BD̂O  = 90°
7. OD แบงครึ่งและตั้งฉาก AB
8. DO ผานจุดศูนยกลางของวงกลม
9. EO ผานจุดศูนยกลางของวงกลม
10. O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม

1. D เปนจุดก่ึงกลาง AB
2. จากรูปที่ 1.67
3. กําหนดให
4. ด.ด.ด. (จาก (1), (2), (3))
5. ∆ AOD, ∆ BOD เทากันทุกประการ
6. จาก (5) และ AD̂O  + BD̂O  = 180°
7. จาก (1) และ (6)
8. ทฤษฎีบท 31.1
9. พิสูจนทํานองเดียวกันกับขางตน
10. จาก (8) และ (9)                        Q.E.D.

ทฤษฎีบท 34. กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม และ AB, CD เปนคอรดของวงกลม จะได
1. ถา AB = CD แลว AB, CD หางจากจุดศูนยกลาง O เทากัน
2. ถา AB, CD หางจากจุดศูนยกลาง O เทากัน แลว AB = CD
[Euclid III. 14.]

รูปที่ 1.68
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1. กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ AB, CD เปนคอรดของวงกลม และ AB = CD
บทสราง ลาก OF ⊥ AB และ ลาก OG ⊥ CD
จะตองพิสูจนวา OF = OG
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. AF = BF = 2

1 AB
2. CG = DG = 2

1 CD
3. CG = AF
4. OC = OA
5. OĜC  = AF̂O  = 90°
6. ∆ OFA, ∆ OCG เทากันทุกประการ
7. OF = OG

1. OF ⊥ AB (ทฤษฎีบท 31.)
2. OG ⊥ CD (ทฤษฎีบท 31.)

3. จาก (1), (2) และ AB = CD
4. รัศมีวงกลมเดียวกัน
5. OF ⊥ AB และ OG ⊥ CD
6. ด.ฉ.ด. (จาก (3), (4), (5))
7. จาก (6)                                     Q.E.D.

2. กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ AB, CD เปนคอรดของวงกลมที่หางจาก O เทากัน
บทสราง ลาก OF ⊥ AB และ ลาก OG ⊥ CD เพราะฉะนั้น OG = OF
จะตองพิสูจนวา AB = CD
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
1. OG = OF
2. OC = OA
3. OĜC  = AF̂O  = 90°
4. ∆ OFA, ∆ OCG เทากันทุกประการ
5. AF = CG
6. AF = BF = 2

1 AB, CG = GD = 2
1 CD

7. AB = 2(AF) = 2(CG) = CD

1. กําหนดให
2. รัศมีวงกลมเดียวกัน
3. OF ⊥ AB และ OG ⊥ CD
4. ด.ฉ.ด. (จาก (1), (2), (3))
5. จาก (4)
6. OF ⊥ AB, OG ⊥ CD (ทฤษฎีบท 31.)
7. จาก (5) และ (6)                           Q.E.D.

ทฤษฎีบท 35. O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ AB, CD เปนคอรดของวงกลม 1Cir

F เปนจุดบน AB และ OF ⊥ AB และ G เปนจุดบน CD และ OG ⊥ CD
จะได 1. ถา OF < OG แลว AB > CD 2. ถา AB > CD แลว OF < OG
[Euclid III. 15.]

รูปที่ 1.69
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กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ AB, CD เปนคอรดของวงกลม 1Cir

F เปนจุดบน AB และ OF ⊥ AB และ G เปนจุดบน CD และ OG ⊥ CD
จะตองพิสูจนวา 1. ถา OF < OG แลว AB > CD 2. ถา AB > CD แลว OF < OG
ขอพิสูจน เพราะวา OF ⊥ AB, OG ⊥ CD เพราะฉะนั้น ∆ OFA, ∆ OGC เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก
เพราะฉะนั้น 2AF  + 2OF  = 2AO  และ 2CG  + 2OG  = 2OC ... (1)
เพราะวา OA, OC เปนรัศมีวงกลมเดียวกัน เพราะฉะน้ัน OA = OC ... (2)
จาก (1), (2) จะได 2AF  + 2OF  = 2CG  + 2OG  เพราะฉะนั้น 2AF  - 2CG  = 2OG  - 2OF ... (3)
1. สมมต ิOF < OG เพราะฉะนั้น    0 < 2OG  - 2OF

     0 < 2AF  - 2CG (จาก (3))
 2CG < 2AF

   CG < AF
     2 CG < 2 AF

เพราะฉะนั้น CD < AB (F เปนจุดก่ึงกลาง AB, G เปนจุดก่ึงกลาง CD)
2. สมมต ิCD < AB เพราะฉะนั้น  CG < AF (F เปนจุดก่ึงกลาง AB, G เปนจุดก่ึงกลาง CD)

 0 < 2AF  - 2CG

 0 < 2OG  - 2OF  (จาก (3))
  2OF < 2OG

เพราะฉะนั้น OF < OG

ทฤษฎีบท 36. O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ P เปนจุดภายในวงกลม และ ตอเสน PO ไปทางดาน
จุด O ไปตัดวงกลมที่จุด A และ ตอเสนตรง OP ไปทางดานจุด P ตัดวงกลมที่จุด B
และ C, D เปนจุดบนเสนรอบวงของวงกลม 1Cir

จะได 1. PA > PC (กลาวคือ เสนตรงที่ลากจาก P ไปยังเสนรอบวง จะได PA เปนเสนที่ยาวที่สุด)
2. PD > PB (กลาวคือ เสนตรงที่ลากจาก P ไปยังเสนรอบวง จะได PB เปนเสนที่ส้ันที่สุด)
3. ถา CÔP  > DÔP  แลว PC > PD

รูปที่ 1.70
กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ P เปนจุดภายในวงกลม
ตอเสน PO ไปทางดานจุด O ไปตัดวงกลมที่จุด A และ ตอเสนตรง OP ไปทางดานจุด P ตัดวงกลมที่จุด B
และ C, D เปนจุดบนเสนรอบวงของวงกลม 1Cir
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จะตองพิสูจนวา 1. PA > PC 2. PD > PB 3. ถา CÔP  > DÔP  แลว PC > PD
ขอพิสูจน
ขอความ เหตุผล
การพิสูจน 1.
1. OC + OP > PC
2. OA = OC
3. OA + OP > PC
4. AP > PC
การพิสูจน 2.
5. OP + PD > OD
6. OD = OB
7. OP + PD > OB
8. PD > PB
การพิสูจน 3. สมมต ิ CÔP  > DÔP

9. OC = OD
10. OP ดานรวม
11. PC > PD

1. ∆ OPC ผลบวกของสองดานยาวกวาดานที่สาม
2. รัศมีวงกลมเดียวกัน
3. จาก (1) และ (2)
4. OA + OP = PA

5. ∆ OPD ผลบวกของสองดานยาวกวาดานที่สาม
6. รัศมีวงกลมเดียวกัน
7. จาก (5) และ (6)
8. OB - OP = PB

9. รัศมีวงกลมเดียวกัน
10. จากรูปที่ 1.70
11. ทฤษฎีบท 19. และ CÔP  > DÔP      Q.E.D.

ทฤษฎีบท 37. O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ P เปนจุดภายนอกวงกลม ลากเสน PO ตัดวงกลมที่
จุด B และ ตอ PO ไปตัดวงกลมอีกดานหน่ึงที่จุด A และ C, D เปนจุดบนเสนรอบวงของวงกลม 1Cir

จะได 1. PA > PC (กลาวคือ เสนตรงที่ลากจาก P ไปยังเสนรอบวง จะได PA เปนเสนที่ยาวที่สุด)
2. PD > PB (กลาวคือ เสนตรงที่ลากจาก P ไปยังเสนรอบวง จะได PB เปนเสนที่ส้ันที่สุด)
3. ถา CÔP  > DÔP  แลว PC > PD

[Euclid III. 8.]

รูปที่ 1.71
กําหนดให O เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 1Cir  และ P เปนจุดภายนอกวงกลม 1Cir  ลากเสน PO ตัดวงกลมที่
จุด B และ ตอ PO ไปตัดวงกลมอีกดานหน่ึงที่จุด A และ C, D เปนจุดบนเสนรอบวงของวงกลม 1Cir

จะตองพิสูจนวา 1. PA > PC 2. PD > PB 3. ถา CÔP  > DÔP  แลว PC > PD
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