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คํานาํ 

  การแข่งขนัคณติศาสตร์โอลิมปิกระดับนานาชาติ (IMO : International Mathematical Olympiad) 

จัดขึ้นคร้ังแรกที่ประเทศโรมาเนีย ในปี ค.ศ. 1959 ประเทศไทยได้จัดส่งทมีนักเรียนเข้าแข่งขนัคร้ังแรกใน

ปี ค.ศ. 1989 ณ ประเทศสหพันธส์าธารรรัฐเยอรมัน ซ่ึงเป็นการแข่งขนัคร้ังที่ 30 ผลงานในการแข่งขนั

คร้ังแรกของประเทศไทยถอืได้ว่าประสบความสาํเรจ็เป็นอย่างมากคือ ได้รับรางวัลเหรียญทองแดง 1 

รางวัล และ รางวัลเกยีรติคุณประกาศ 2 รางวัล และได้ส่งทมีเข้าแข่งขนัต่อเน่ืองมาทุกคร้ังของการแข่งขนั 

  การแก้ปัญหาคณติศาสตร์โอลิมปิกระดับนานาชาติ นักเรียนทุกคนต้องมีความรู้และประสบการณ์

ในการแก้ปัญหาคณติศาสตร์ต่าง ๆ ย่ิงมากย่ิงดี ในการสนับสนุนนักเรียนไทยน้ี ผู้เขยีนมีความเหน็ว่าน่าจะ

จัดทาํหนังสอืที่มีโจทย์ข้อสอบเป็นจาํนวนมากและโจทย์ข้อสอบน้ันควรจะมีลักษณะใกล้เคียงกบัโจทย์ข้อ

สอบแข่งขนั จึงได้จัดทาํหนังสอื คณิตศาสตรป์รนยั เล่มที ่ 24 เสริมความรูมุ่้งสู่คณิตศาสตรโ์อลิมปิก 

โดยรวบรวมโจทย์คาํถาม ต่าง ๆ มาทาํการเฉลยเพ่ือให้นักเรียนได้ทาํการฝึกฝนจะได้เกดิความชาํนาญใน

การทาํโจทย์ 

  แนวทางในการจัดทาํชุดของคาํถามและแนวคิดเสริมความรู้ มุ่งสู่คณติศาสตร์โอลิมปิก ผู้เขยีน

รวบรวมโจทย์คาํถามเป็นจาํนวนมากเกนิกว่า 600 ข้อ โดยจาํแนกออกเป็นชุดข้อสอบ 10 ชุด ๆ ละ 50 ข้อ 

และ ภาคผนวกต่าง ๆ และได้พยามยามรวบรวมคาํถามที่คล้ายกนัให้อยู่ชุดเดียวกนั ทาํการปรับระดับของ

คาํถามจากง่ายไปยาก คาํถามแต่ละข้อที่อยู่ใกล้เคียงกนัจะมีแนวคิดคล้ายกนัเพียงแต่มีการเพ่ิมหรือลด

เง่ือนไขบางประการให้ยากขึ้นตามลาํดับ จนบางคร้ังสามารถสรุปเป็นสตูรสาํหรับกรณทีั่วไปได้ 

  ผู้เขยีนหวังเป็นอย่างย่ิงว่า คณติศาสตร์ปรนัย เล่มที่ 24 เสริมความรู้ มุ่งสู่คณติศาสตร์โอลิมปิก เล่ม

น้ีจะช่วยให้ ครู อาจารย์ และ ผู้ที่มีความจาํเป็นจะต้องเป็นวิทยากรอบรมโครงการคณติศาสตร์โอลิมปิก ทุก

ทา่น ได้มีแหล่งข้อมูลของโจทย์ที่สามารถจะทาํการรวบรวมตามหมวดหมู่ของเน้ือหาคณติศาสตร์ขึ้นมาใหม่

เพ่ือเหมาะสมกบัเน้ือหาและกลุ่มผู้เรียน ในด้านของนักเรียนหนังสอืเล่มน้ีผู้เขยีน เขยีนเพ่ือให้นักเรียนอ่าน 

ดังน้ันแนวคิดการเฉลยจึงพยายามจะใช้เหตุผลผลเทา่ที่นักเรียนรู้มาก่อนตามหลักสตูร ม.ปลาย แล้วจึงเพ่ิม

สตูรต่าง ๆ ที่มีใช้กนัในระดับคณติศาสตร์ที่สงูขึ้น หรือ การใช้เหตุผลทางคณติศาสตร์ที่มีใช้ในระดับค่าย

ของอบรมโครงการคณติศาสตร์โอลิมปิก 

  ด้วยความร่วมมือกนัทุกฝ่ายหวังว่าทมีนักเรียนของประเทศไทยคงจะได้เหรียญทองเป็นรางวัลใน

การแข่งขนัคณติศาสตร์โอลิมปิกระดับนานาชาติ 

                  สวสัดีครบั 

              รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทิพยโ์ยธา 
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ปัญหาเสริมความรู้มุ่งสู่คณิตศาสตร์โอลิมปิก 
ชุดท่ี 1 

1. ให้ a, b, c, d เป็นจํานวนจริง  
 จงแสดงว่า  1.1 (a + b) 2   2( 2a  + 2b ) 
    1.2 (a + b + c) 2   3( 2a  + 2b  + 2c ) 
    1.3 (a + b + c + d) 2   4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d ) 
2. ให้ 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจํานวนจริง 

 จงแสดงว่า ( 


n

1  i
ii b a ) 2   ( 



n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) 

3. ให้ 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจํานวนจริง 

 จงแสดงว่า ( 


n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) – ( 



n

1  i
ia ib ) 2  = 

      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  

4. ให้ 1x , 2x , ... , nx  เป็นจํานวนจริง จงแสดงว่า n 


n

1  i

2
ix   ( 



n

1  i
ix ) 2  

5. ให้ x, y, z เป็นจํานวนจริงบวก  
 จงแสดงว่า ( 2x  + x + 1)( 2y  + y + 1)( 2z  + z + 1)  27xyz 
6. ให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจํานวนจริงบวก  
 จงแสดงว่า ( 2

1a  + 1a  + 1)( 2
2a  + 2a  + 1) ... ( 2

na  + na  + 1)  n3 ( 1a 2a  ... na ) 
7. จํานวนเต็มบวก 20007  หารด้วย 100 เหลือเศษเท่าใด 
8. จํานวนเต็มบวก 40007  หารด้วย 10000 เหลือเศษเท่าใด 
9. จํานวนเต็มบวก 1007  มีสี่หลักสุดท้ายเป็นเลขอะไร 
10. สิบหลักสุดท้ายของ 80007  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
11. จํานวนเต็มบวก 20012001  มี 15 หลักสุดท้ายเป็นเลขอะไร 
12. จงหาจํานวนเต็มบวก k ท่ีมีค่าน้อยสดุท่ีทําให้ 50 หาร 497  + k ลงตัว 
13. จงหาจํานวนเต็มบวก k ท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดท่ีทําให้ 127 หาร 242  + k ลงตัว 
14. ให้ n เป็นจํานวนเต็ม  
 จงพิจารณาว่า m = 2n  + (n + 1) 2  + 2n (n + 1) 2  เป็นจํานวนเต็มคู ่หรือ จํานวนเต็มคี่ 
15. ให้ A, B, C เป็นมุมภายในของสามเหล่ียม ABC จงแสดงว่า sin 

2
A  sin 

2
B  sin 

2
C   

8
1  
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16. จงหาลําดับเลขคณิต 1a , 2a , ... , na  ท้ังหมดท่ีเป็นลําดับของจาํนวนเต็มบวกและมีผลบวกเท่ากบั 10 
17. ให้ x, y, z เป็นจํานวนเต็ม จงหาเซตคําตอบของสมการ x + y + z = 3x  + 3y  + 3z  = 3 
18. ให้ 1a , 2a , 3a , 4a  เป็นลําดับเลขคณิตมีคุณสมบัติ ส่ีพจน์แรกบวกกันมีค่าเท่ากับ 44 และ  
 อัตราส่วนระหว่าง ผลคณูของพจน์ท่ีหน่ึงกับพจน์ท่ีสี่ กับ ผลคูณพจน์ท่ีสองกับพจน์ท่ีสาม มีค่าเท่ากับ 

14
5  

 จงหาผลคูณของสี่พจน์แรกลําดับเลขคณิต 
19. จงหาคําตอบของสมการ 2og ( 1x9   + 15) = 2 + 2og (61( x3 ) – 3) 

20. ให้ f(x) = 2 2x , g(x) = 
4
x , h(x) = (f o g)(x), 2h  = (h o h)(x)  

 และ nh (x) = (h o 1nh  )(x) เม่ือ n  2  
 จงหา 20h (x) 
21. ให้ a, b เป็นจํานวนเต็ม  
 ถ้า x + 1 หาร 3 3x  + 4a 2x  – 6bx + 5 เหลือเศษ 4 แล้ว gcd(a, b) เท่ากับเท่าใด 
22. ให้ 1, , 2  เป็นรากท่ีสามของ 1  
 จงหาค่าของ 22.1 (1 +  – 2 )(1 –  + 2 ) 
     22.2 (1 – )(1 – 2 )(1 – 4 )(1 – 5 ) 
23. จงหา x, y, z ท่ีเป็นรากของสมการ (1 – x) 2  + (x – y) 2  + (y – z) 2  + 2z  = 

4
1  

24. ให้ 


10

1 n 
na nx  = ( 



5

1 n 

nx )( 


5

1 n 

n)x( ) จงหาคา่ของ 1a , 2a , ... , 10a  

25. ให้ 


20

1 n 
na nx  = ( 



10

1 n 

nx )( 


10

1 n 

n)x( ) จงหา 


20

1 n 
na  และ 



10

1 n 
na  

26. ให้ f(x) = 


40

1 n 
na nx  = ( 



20

1 n 

nx )( 


20

1 n 

n)x( ) จงหาพหุนาม f(x) 

27. ให้ 


2000

1 n 
na nx  = ( 



1000

1 n 

nx )( 


1000

1 n 

n)x( ) 

 จงหาค่าของ  27.1 


2000

1 n 
na  

     27.2 


2000

1 n 
 na   

     27.3 


1000

1 n 
na  
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28. ให้ m  N และ f(x) = 


4m

1 n 
na nx  = ( 



2m

1 n 

nx )( 


2m

1 n 

n)x( ) 

 จงแสดงว่า f(x) = – 2x  – 4x  – ... – m2x  + 2m2x   + 4m2x   + ... + m4x  

29. ให้ m  N และ f(x) = 




24m

1 n 
na nx  = ( 





12m

1 n 

nx )( 




12m

1 n 

n)x( ) จงหา 




24m

1 n 
na  

30. จงแสดงว่า 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) ก็ต่อเม่ือ 4  n 
31. ให้ U = { 0, 1, 2, 3, 4, ... , 9 } 
 S = { (A, B)  A  U, B  U, A  B = U และ A  B = { 0 } } จํานวนสมาชกิของ S เท่ากับเท่าใด 
32. จงหาคําตอบของสมการ cos x cos 2x cos 4x cos 8x = 1

16
 เม่ือ 0  x  

2
  

33. ให้ n และ k เป็นจํานวนเต็มบวก  
 จงแสดงว่า 1

k 1
kn   k1  + k2  + k3  + ... + kn   1

k 1
((1 + 

n
1 ) 1k  – 

1kn

1


) 1kn   

34. ให้ k เป็นจํานวนเต็มบวก จงหาค่า 
  n
lim


k k k k

k 1
1 2 3 ... n

n 
     

35. จงหาผลบวกของสมัประสิทธิ์ทุกตัวของพหนุาม (1 – x + 2x  – 3x  + 4x  – 5x  + ... + 2000x ) 2543  
36. จงหาสัมประสิทธิ์ของ 20x  ใน (1 + 2x  – 3x ) 20  
37. สัมประสิทธิ์ของ 20x  ในพหนุามใดจะมีค่ามากกว่ากัน  
 ระหว่าง (1 + 2x  + 3x ) 2000  กับ (1 – 2x  – 3x ) 2000  
38. ให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจํานวนเต็ม 
 จงหาค่าของ x ท่ีทําให้ (x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + ... + (x – na ) 2  มีค่าน้อยสดุ 
39. จงหารากท่ีเป็นจํานวนจริงของสมการ 1x43x   + 1x68x   = 1 
40. จงหาจํานวนเต็ม n และ k ท่ีทําให้  
 (k + 1) n  + (k + 2) n  + (k + 3) n  + (k + 4) n  + (k + 5) n  หารด้วย 5 ลงตัว 
41. จงแสดงว่าไม่มีจาํนวนเต็มบวก a, b, c ท่ีทําให้ 2a  + 2b  – 8c = 6 
42. 42.1 จงหาจาํนวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 30 ลงตัว 
 42.2 จงหาจาํนวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 300 ลงตัว 
 42.3 จงหาจาํนวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 3600 ลงตัว 
 42.4 มีเหรียญ 1 บาทจํานวน 3 เหรียญ เหรียญ 5 บาทจํานวน 5 เหรียญ และ  
  เหรียญ 10 บาทจํานวน 6 เหรียญ เหรียญท้ังหมดบรรจุในกล่อง  
  ในการหยิบเหรียญออกมาพร้อมกันจาํนวนกี่เหรียญก็ได้จะทําได้ท้ังหมดกีว่ิธ ี
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 42.5 มีเหรียญ 1 บาทจํานวน 3 เหรียญ เหรียญ 5 บาทจํานวน 5 เหรียญ และ  
  เหรียญ 10 บาทจํานวน 6 เหรียญ เหรียญท้ังหมดบรรจุในกล่อง  
  ในการหยิบเหรียญออกมาพร้อมกัน 3 เหรียญ  
  จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญไม่ครบทุกชนิดจะทําได้ท้ังหมดกี่วธิ ี
 42.6 มีเหรียญ 1 บาทจํานวน 3 เหรียญ เหรียญ 5 บาทจํานวน 5 เหรียญ และ  
  เหรียญ 10 บาทจํานวน 6 เหรียญ เหรียญท้ังหมดบรรจุในกล่อง  
  ในการหยิบเหรียญออกมาพร้อมกันอย่างน้อย 3 เหรียญ  
  จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญครบทุกชนิดจะทําได้ท้ังหมดกี่วธิ ี
43. จงหาจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ  
 และหารด้วย 11 ลงตัว 
44. จงหาจํานวนเต็มบวกท่ีใหญ่ท่ีสุดและมีค่าไม่เกิน 6543  
 ท่ีหารด้วย 6, 5, 4, 3 เหลือเศษ 5, 4, 3, 2 ตามลําดับ และหารด้วย 17 ลงตัว 
45. จงหาจํานวนเต็มบวกท่ีใหญ่ท่ีสดุและมีค่าไม่เกิน 9!  
 ท่ีหารด้วย 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ 
46. ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวกและ n  4  
 จงแสดงว่า ถ้า n + 1 ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว n + 1 หาร n! ลงตัว 
47. จํานวนเต็มบวกซ่ึงน้อยกว่า 51 ท่ีทําให้ n  (n – 1)! มีกี่จํานวน 
48. ใน  ABC ถ้า cos A : cos B : cos C = 2 : 9 : 12 แล้ว sin A : sin B : sin C เท่ากับเท่าใด 
49. ให้ –1  x  1 ค่าของ arcsin(cos(arcsin x)) + arccos(sin(arccos x)) เท่ากับเท่าใด 

50. จงหารากของสมการ 
2 

3x
2


 – 
2 4 61  x   x   x   ...

2
     = 0 
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เฉลยปัญหาเสริมความรูมุ่้งสู่คณิตศาสตร์โอลิมปิก ชุดที่ 1 
1. แนวคิด 1.1       (a – b) 2   0 
        2a  – 2ab + 2b   0 
          2a  + 2b   2ab 
       2 2a  + 2 2b   2a  + 2ab + 2b  
      2( 2a  + 2b )  (a + b) 2  
1.2   2a  – 2ab + 2b  = (a – b) 2   0 
    2a  – 2ac + 2c  = (a – c) 2   0 
    2b  – 2bc + 2c  = (b – c) 2   0 
เพราะฉะน้ัน      2 2a  + 2 2b  + 2 2c  – 2ab – 2ac – 2bc  0 
    3 2a  + 3 2b  + 3 2c  – 2a  – 2b  – 2c  – 2ab – 2ac – 2bc  0 
   3( 2a  + 2b  + 2c ) – ( 2a  + 2b  + 2c  + 2ab + 2ac + 2bc)  0 
          3( 2a  + 2b  + 2c ) – (a + b + c) 2   0 
เพราะฉะน้ัน 3( 2a  + 2b  + 2c )  (a + b + c) 2  
1.3     2a  – 2ab + 2b  = (a – b) 2   0               ... (1) 
     2a  – 2ac + 2c  = (a – c) 2   0               ... (2) 
     2a  – 2ad + 2d  = (a – d) 2   0               ... (3) 
     2b  – 2bc + 2c  = (b – c) 2   0               ... (4) 
    2b  – 2bd + 2d  = (b – d) 2   0               ... (5) 
     2c  – 2cd + 2d  = (c – d) 2   0               ... (6) 
เพราะฉะน้ัน      3 2a  + 3 2b  + 3 2c  + 3 2d  – 2ab – 2ac – 2ad – 2bc – 2bd – 2cd  0 
   4 2a  + 4 2b  + 4 2c  + 4 2d  – 2a  – 2b  – 2c  – 2d  – 2ab – 2ac – 2ad – 2bc – 2bd – 2cd  0 
   4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d ) – ( 2a  + 2b  + 2c  + 2d  + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd)  0 
               4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d ) – (a + b + c + d) 2   0 
เพราะฉะน้ัน 4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d )  (a + b + c + d) 2           ... (7) 
หมายเหต ุ(7) เป็นสมการ ก็ต่อเม่ือ (1) – (6) เป็นสมการ ก็ต่อเม่ือ a = b = c = d 
เพราะฉะน้ัน 4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d ) = (a + b + c + d) 2  ก็ต่อเม่ือ a = b = c = d      
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2. แนวคิด ให้ 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจํานวนจริง 

เพราะว่า 0  


n

1  i
( ia  + ib t) 2  

 = 


n

1  i
( 2

ia  + 2 ia ib t + 2
ib 2t ) 

 = 


n

1  i

2
ia  + 2( 



n

1  i
ia ib )t + ( 



n

1  i

2
ib ) 2t  

เพราะฉะน้ัน 


n

1  i

2
ia  + 2( 



n

1  i
ia ib )t + ( 



n

1  i

2
ib ) 2t   0 

ให้ A = 


n

1  i

2
ib , B = 2 



n

1  i
ia ib , C = 



n

1  i

2
ia              ... (1) 

เพราะฉะน้ัน A 2t  + Bt + C  0 
เพราะฉะน้ันสมการ A 2t  + Bt + C = 0 มีรากอย่างมากหน่ึงตัวหรือไม่มีราก 

เพราะว่ารากของสมการ A 2t  + Bt + C = 0 คือ t = 2B B 4AC
2A

     

เพราะฉะน้ัน             2B  – 4AC  0 

    4( 


n

1  i
ia ib ) 2  – 4( 



n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib )  0       (จาก (1)) 

เพราะฉะนั้น         ( 


n

1  i
ia ib ) 2   ( 



n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) 

หมายเหตุ  1. อสมการน้ีเรียกว่า อสมการโคชี–ชวาร์ซ (Cauchy–Schwarz inequality) 

   2. ให้ ib  = 1 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n จะได้ (
  

n

i 1
 ia ) 2   n( 



n

1  i

2
ia )      

3. แนวคิด แบบที่ 1  

ให้ P(n) แทนข้อความ “ ( 


n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) – ( 



n

1  i
ia ib ) 2  = 

      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  ” 

(1) การแสดงว่า P(1), P(2) เป็นจริง 

เพราะว่า ( 


1

1  i

2
ia )( 



1

1  i

2
ib ) – ( 



1

1  i
ia ib ) 2  = 2

1a 2
1b  – 2

1a 2
1b  = 0 = 

      1 i j 1  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  

และ ( 


2

1  i

2
ia )( 



2

1  i

2
ib ) – ( 



2

1  i
ia ib ) 2  = ( 2

1a  + 2
2a )( 2

1b  + 2
2b ) – ( 1a 1b  + 2a 2b ) 2   

= 2
1a 2

1b  + 2
1a 2

2b  + 2
2a 2

1b  + 2
2a 2

2b  – ( 2
1a 2

1b  + 2 1a 1b 2a 2b  + 2
2a 2

2b ) 
= 2

1a 2
2b  – 2 1a 1b 2a 2b  + 2

2a 2
1b  
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= ( 1a 2b  – 2a 1b ) 2   
= 

      1 i j 2  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  

เพราะฉะน้ัน P(1), P(2) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  2 

เพราะฉะน้ัน ( 


k

1  i

2
ia )( 



k

1  i

2
ib ) – ( 



k

1  i
ia ib ) 2  = 

      1 i j k  
 ( ia jb  – ja ib ) 2      ... (1) 

( 




1k

1  i

2
ia )( 





1k

1  i

2
ib ) – ( 





1k

1  i
ia ib ) 2   

= ( 


k

1  i

2
ia  + 2

1ka  )( 


k

1  i

2
ib  + 2

1kb  ) – ( 


k

1  i
ia ib  + 1ka  1kb  ) 2  

= ( 


k

1  i

2
ia )( 



k

1  i

2
ib ) + 2

1kb  


k

1  i

2
ia  + 2

1ka  


k

1  i

2
ib  + 2

1ka 
2

1kb   

 – (( 


k

1  i
ia ib ) 2  + 2 1ka  1kb  



k

1  i
ia ib  + 2

1ka 
2

1kb  )) 

= ( 


k

1  i

2
ia )( 



k

1  i

2
ib ) – ( 



k

1  i
ia ib ) 2  + 2

1kb  


k

1  i

2
ia  + 2

1ka  


k

1  i

2
ib  – 2 1ka  1kb  



k

1  i
ia ib  

= 
      1 i j k  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  + 2

1kb  


k

1  i

2
ia  + 2

1ka  


k

1  i

2
ib  – 2 1ka  1kb  



k

1  i
ia ib  (จาก (1)) 

= 
      1 i j k  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  + 



k

1  i

2
ia 2

1kb   + 


k

1  i

2
1ka 

2
ib  – 



k

1  i
2 ia ib 1ka  1kb   

= 
      1 i j k  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  + 



k

1  i
( 2

ia 2
1kb   + 2

1ka 
2
ib  – 2 ia ib 1ka  1kb  ) 

= 
      1 i j k  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  + 



k

1  i
( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2  

= 
      1 i j k 1   

 ( ia jb  – ja ib ) 2  

เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 

เพราะฉะน้ัน ( 


n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) – ( 



n

1  i
ia ib ) 2  = 

      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  ทุกค่า n  N 
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แบบที่ 2 ให้ u
  = ( 1a , 2a , ... , na ) และ v

  = ( 1b , 2b , ... , nb ) 

 u
   2   v

   2  – ( u v  ) 2  = (
  

n

i 1
 2

ia )(
  

n

i 1
 2

ib ) – (
  

n

i 1
 ia ib ) 2   

= (
  

n

i 1
 2

ia )(
  

n

i 1
 2

ib ) – (
  

n

i 1
 ia ib )(

  

n

i 1
 ia ib ) 

= (
  

n

i 1
 2

ia )(
  

n

j 1
 2

jb ) – (
  

n

i 1
 ia ib )(

  

n

j 1
 ja jb ) 

= 
  

n

i 1


  

n

j 1
 2

ia 2
jb  – 

  

n

i 1


  

n

j 1
 ia ib ja jb  

= 
      1 i j n  
 2

ia 2
jb  + 

  

n

i 1
 2

ia 2
ib  + 

      1 j i n  
 2

ia 2
jb  

  – (
      1 i j n  
 ia ib ja jb  + 

  

n

i 1
 2

ia 2
ib  + 

      1 j i n  
 ia ib ja jb ) 

= 
      1 i j n  
 2

ia 2
jb  + 

      1 j i n  
 2

ia 2
jb  – (

      1 i j n  
 ia ib ja jb  + 

      1 j i n  
 ia ib ja jb ) 

= 
      1 i j n  
 2

ia 2
jb  + 

      1 i j n  
 2

ja 2
ib  – (

      1 i j n  
 ia ib ja jb  + 

      1 j i n  
 ia ib ja jb ) 

= 
      1 i j n  
 2

ia 2
jb  + 

      1 i j n  
 2

ja 2
ib  – (

      1 i j n  
 ia ib ja jb  + 

      1 i j n  
 ja jb ia ib ) 

= 
      1 i j n  
 2

ia 2
jb  + 

      1 i j n  
 2

ja 2
ib  – 2

      1 i j n  
 ia ib ja jb  

= 
      1 i j n  
 ( 2

ia 2
jb  + 2

ja 2
ib  – 2 ia ib ja jb ) 

= 
      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2   

หมายเหตุ 1. ให้ u
  = ( 1a , 2a , ... , na ) และ v

  = ( 1b , 2b , ... , nb ) 

  u
   2   v

   2  – ( u v  ) 2  = (
  

n

i 1
 2

ia )(
  

n

i 1
 2

ib ) – (
  

n

i 1
 ia ib ) 2  

         = 
      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2   

          0 
เพราะฉะน้ัน  u

   2   v
   2   ( u v  ) 2  เพราะฉะน้ัน  u

    v
     u v    

2. สมการ ( 


n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) – ( 



n

1  i
ia ib ) 2  = 

      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2  

เรียกว่า Lagrange's identity 
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3. เพราะว่า 
      1 i j n  
 ( ia jb  – ja ib ) 2   0 เพราะฉะน้ัน ( 



n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib ) – ( 



n

1  i
ia ib ) 2   0 

เพราะฉะน้ัน ( 


n

1  i

2
ia )( 



n

1  i

2
ib )  ( 



n

1  i
ia ib ) 2  ซึ่งเป็นอสมการโคช ี          

4. แนวคิด ให้ 1x , 2x , ... , nx  เป็นจํานวนจริง 

ให้ f(t) = 


n

1  i
(1 + ix t ) 2  เพราะฉะน้ัน f(t)  0             ... (1) 

f(t) = 


n

1  i
(1 + ix t ) 2  = 



n

1  i
(1 + 2 ix t + 2

ix 2t ) = 


n

1  i
1 + (2 



n

1  i
ix )t + ( 



n

1  i

2
ix ) 2t   ... (2) 

ให้ A = 


n

1  i

2
ix , B = 2 



n

1  i
ix , C = n เพราะฉะน้ัน f(t) = A 2t  + Bt + C        ... (3) 

จาก (1) และ (3) จะได้ A 2t  + Bt + C  0 
เพราะฉะน้ันสมการ A 2t  + Bt + C = 0 มีรากอย่างมากหน่ึงตัวหรือไม่มีราก 

เพราะว่ารากของสมการ A 2t  + Bt + C = 0 คือ t = 2B B 4AC
2A

    เพราะฉะน้ัน 2B  – 4AC  0 

เพราะฉะน้ัน (2 


n

1  i
ix ) 2  – 4( 



n

1  i

2
ix )(n)  0 เพราะฉะน้ัน ( 



n

1  i
ix ) 2   n 



n

1  i

2
ix  

หมายเหตุ โดยใช้ผลของข้อ 2  

ให้ ia  = 1 และ ib  = ix  ทุกค่า i = 1, 2, ... , n จะได้ ( 


n

1  i
ix ) 2   n 



n

1  i

2
ix        

5. แนวคิด เม่ือ a  0 จะได้    a   0 
         ( a  – 

a
1 ) 2   0 

         a – 2 + 
a
1   0 

          a + 
a
1   2 

        a + 1 + 
a
1   3 

       2a  + a + 1  3a              ... (1) 
เพราะฉะน้ันเมื่อ x  0, y  0, z  0 จะได้   2x  + x + 1  3x 
             2y  + y + 1  3y 
             2z  + z + 1  3z 
เพราะฉะน้ัน ( 2x  + x + 1)( 2y  + y + 1)( 2z  + z + 1)  33 xyz = 27xyz         
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6. แนวคิด เพราะว่า a  0 เพราะฉะน้ัน 2a  + a + 1  3a        (จาก (1) ในข้อ 5) 
เพราะฉะน้ัน 2

ia  + ia  + 1  3 ia  ทุกค่า i = 1, 2, ... , n 
เพราะฉะน้ัน ( 2

1a  + 1a  + 1)( 2
2a  + 2a  + 1) ... ( 2

na  + na  + 1)  n3 1a 2a  ... na        

7. แนวคิด แบบที่ 1 27  = 49, 47  = 2401, 47  – 1 = 2401 – 1 = 2400  
เพราะฉะนั้น 100 หาร 47  – 1 ลงตัว 
เพราะว่า a – b หาร n2a  – n2b  ลงตัว เพราะฉะน้ัน 47  – 1 หาร 5004)7(  – 1 ลงตัว 
เพราะฉะน้ัน 47  – 1 หาร 20007  – 1 ลงตัว  
เพราะว่า 100 หาร 47  – 1 ลงตัว เพราะฉะน้ัน 100 หาร 20007  – 1 ลงตัว 
เพราะฉะน้ัน 100 หาร 20007  เหลือเศษ 1 

แบบที่ 2 เพราะว่า 47   2401 (mod 100)  1 (mod 100) เพราะฉะน้ัน 4 500(7 )   1 (mod 100) 
เพราะฉะน้ัน 100 หาร 20007  เหลือเศษ 1                  

8. แนวคิด 47  = 2401 = 2400 + 1 
40007  = (2400 + 1)1000  

= 10002400  +  1000
1

9992400  +  1000
2

9982400  + ... +  1000
998

22400  +  1000
999 2400 + 1 

เพราะว่า 10002400 ,  1000
1

9992400 , ... ,  1000
999 2400 แต่ละพจน์มีตัวเลขห้าหลกัสุดท้ายเป็น 00000  

เพราะฉะน้ัน ห้าหลักสุดท้ายของ 40007  คือ 00001               

9. แนวคิด 27  = 49, 50 – 1 = 27 , (50 – 1) 50  = 1007  
เพราะว่า (a + b) 50  
= 50a  +  50

1
49a b +  50

2
48a 2b  +  50

3
47a 3b  + ... +  50

48
2a 48b  +  50

49 a 49b  + 50b   

เพราะฉะน้ัน 50)150(    
= 5050  –  50

1
4950  +  50

2
4850  –  50

3
4750  + ... –  50

47
350  +  50

48
250  –  50

49 50 + 1 

= 5050  – 5050  +  50
2

4850  –  50
3

4750  + ... –  50
47

350  +  50
48

250  – 250  + 1 

=  50
2

4850  –  50
3

4750  + ... –  50
47

350  +  50
48

250  – 250  + 1 

= (  50
2

4850  +  50
4

4650  + ... +  50
46

450  +  50
48

250 ) 

  – (  50
3

4750  +  50
5

4550  + ... +  50
47

350  + 250 ) + 1 
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เพราะว่าส่ีหลักสุดท้ายของ  50
2

4850 ,  50
4

4650 , ... ,  50
47

350 ,  50
46

450  เป็น 0000 ทุกตัว  

และสี่หลักสุดท้ายของ 






48
50 250  = (25)(49)(2500) = 3062500 คือ 2500  

เพราะฉะน้ันสี่หลักสุดท้ายของ  50
2

4850  +  50
4

4650  + ... +  50
46

450  +  50
48

250  คือ 2500 

เพราะว่าส่ีหลักสุดท้ายของ  50
3

4750 ,  50
5

4550 , ... ,  50
47

350  คือ 0000 และ 250  = 2500 

เพราะฉะน้ันสี่หลักสุดท้ายของ  50
3

4750  +  50
5

4550  + ... +  50
47

350  + 250  คือ 2500 

เพราะฉะน้ันสี่หลักสุดท้ายของ (50 – 1) 50  คือ 0001 เพราะฉะน้ันสี่หลักสุดท้ายของ 1007  คือ 0001 
หมายเหตุ การคํานวณโดยใช้ Mathematica 
 
 
 
 
                            
 
10. แนวคิด 47  = 2401 = 2400 + 1  

80007  = ( 47 ) 2000  = (2400 + 1) 2000  
 = 20002400  +  2000

1
19992400  +  2000

2
19982400  + ... +  2000

1995
52400  +  2000

1996
42400  

  +  2000
1997

32400  +  2000
1998

22400  +  2000
1999 2400 + 1 

เพราะว่า  2000
1999 2400 = 4800000 

  2000
1998

22400  = 11514240000000 มีสิบหลักสุดท้ายเป็น 4240000000 

  2000
1997

32400  มีสิบหลักสดุท้ายเป็น 6000000000 

  2000
1996

42400  มีสิบหลักสดุท้ายเป็น 0000000000 

และ 20002400 ,  2000
1

19992400 ,  2000
2

19982400 , ... ,  2000
1995

52400   

ทุกตัวมีสิบหลักสุดท้ายเป็น 0000000000 
เพราะฉะน้ัน 80007  มีสิบหลักสดุท้ายเป็น 0244800000 + 1  
เพราะฉะน้ัน 80007  มีสิบหลักสดุท้ายเป็น 0244800001               
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11. แนวคิด 20012001  = (2000 + 1) 2001   
= 20012000  +  2001

1
20002000  +  2001

2
19992000  +  2001

3
19982000  + ... +  2001

1996
52000  

 +  2001
1997

42000  +  2001
1998

32000  +  2001
1999

22000  +  2001
2000 2000 + 1      ... (1) 

เพราะว่า  2001
2000 2000 = (2001)(2000) = 4002000 = 4002  310  

 2001
1999

22000  = 
)2)(1(

)2000)(2001)(2000( 2
 = 8004000000000 = 8004  910  

 2001
1998

32000  = 
)3)(2)(1(

)2000)(2001)(2000)(1999( 3
 = 10666664000000000000 = 10666664  1210  

 2001
1997

42000  = 
)4)(3)(2)(1(

)2000)(2001)(2000)(1999)(1998( 4
  

    = 10655997336000000000000000 = 10655997336  1510   1510  
เพราะว่า 20012000 ,  2001

1
20002000 ,  2001

2
19992000 ,  2001

3
19982000 , ... ,  2001

1996
52000  

ทุกตัวมีค่ามากกว่า 1510                     ... (2) 
และ                   1 = 1 
      2001

2000 2000 = 4002000 

     2001
1999

22000  = 8004000000000 

     2001
1998

32000  = 10666664000000000000 

     2001
1997

42000  = 5330664000000000000000 

เพราะฉะน้ัน  2001
1997

42000  +  2001
1998

32000  +  2001
1999

22000  +  2001
2000 2000 + 1  

มี 15 หลักสุดท้ายเป็น 672004004002001               ... (3) 
จาก (1), (2) และ (3) จะได้ 15 หลักสุดท้ายของ 20012001  คือ 672004004002001       

12. แนวคิด แบบที่ 1 50 = 49 + 1 = 27  + 1 
497  + k = 487 7  + k 

   = 247 49  + k 
   = 7 49 ( 2349  + 1) – 7(49) + k 
   = 343( 2349  + 1) – 343 + k                ... (1) 
เพราะว่า (a + b)  ( 1n2a   + 1n2b  ) ทุกจํานวนเต็ม n เพราะฉะน้ัน 49 + 1 หาร 2349  + 1 ลงตัว 
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เพราะฉะน้ัน 50  ( 2349  + 1) เพราะฉะน้ัน 50  343( 2349  + 1)          ... (2) 
จาก (1) และ (2) จะได้ 50  ( 497  + k) ก็ต่อเม่ือ 50  (–343 + k) 
เพราะว่าเราต้องการจาํนวนเต็มบวก k ท่ีน้อยท่ีสุดท่ีทําให้ 50  (–343 + k) เพราะฉะน้ัน k = 43 

แบบที่ 2 27   49 (mod 50)  –1 (mod 50)  47   2( 1)  (mod 50)  1 (mod 50) 
 4 12(7 )   1 (mod 50)  487   1 (mod 50)  48 17    7 (mod 50) 
 48 17   + k  7 + k (mod 50) 
เพราะฉะน้ัน 50  ( 48 17   + k) ก็ต่อเม่ือ 50  (7 + k) 
เพราะว่าเราต้องการจาํนวนเต็มบวก k ท่ีน้อยท่ีสุด เพราะฉะน้ัน k = 43           

13. แนวคิด แบบที่ 1 127 = 128 – 1 = 72  – 1 
242  + k = 3212   + k 

   = ( 32 )( 212 ) + k 
   = 8( 72 ) 3  + k 
   = 8(( 72 ) 3  – 1) + 8 + k 
   = 8( 72  – 1)( 142  + 72  + 1) + 8 + k 
   = 8(127)( 142  + 72  + 1) + 8 + k 
เพราะฉะนั้น 127  ( 242  + k) ก็ต่อเม่ือ 127  (8 + k) 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวก k ท่ีมีค่าน้อยสดุคือค่า k ท่ีทําให้ 8 + k = 127 เพราะฉะน้ัน k = 119 

แบบที่ 2 72   128 (mod 127)  1 (mod 127)  7 3(2 )   1 (mod 127) 
 212   1 (mod 127)  212 8  8 (mod 127)  242   8 (mod 127) 
 242  + k  8 + k (mod 127) 
เพราะฉะน้ัน 127  ( 242  + k) ก็ต่อเม่ือ 127  (8 + k) 
เพราะว่าเราต้องการจาํนวนเต็มบวก k ท่ีน้อยท่ีสุด เพราะฉะน้ัน k = 119           
14. แนวคิด 2n  + (n + 1) 2  + 2n (n + 1) 2  = 2n  + 2n  + 2n + 1 + 4n  + 2 3n  + 2n  
 = 4n  + 2 3n  + 3 2n  + 2n + 1 
 = 4n  + 2 3n  + 2 2n  + 2n  + 2n + 1 
 = 4n  + 2 2n (n + 1) + (n + 1) 2  
 = ( 2n  + (n + 1)) 2  
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 = (n(n + 1) + 1) 2  
เพราะว่า n(n + 1) เป็นจํานวนเต็มคี ่เพราะฉะน้ัน n(n + 1) + 1 เป็นจํานวนเต็มคี่ 
เพราะฉะน้ัน (n(n + 1) + 1) 2  เป็นจํานวนเต็มคี่ 
เพราะฉะน้ัน 2n  + (n + 1) 2  + 2n (n + 1) 2  เป็นจํานวนเต็มคี่ 
หมายเหตุ ผลจากสูตรข้างต้นจะได้ว่า 2n  + (n + 1) 2  + 2n (n + 1) 2  เป็นจํานวนกาํลังสองสัมบูรณ์ 
ทําให้เราสามารถเลือกตัวเลขท่ีทําให้ขนาดของเวกเตอร์ใน 3 มิติเป็นจํานวนเต็มได้โดยงา่ย 
ตัวอย่างเช่น  (2, 3, 6)  = 7,  (3, 4, 12)  = 13,  (4, 5, 20)  = 21,  (5, 6, 30)  = 31    

15. แนวคิด เพราะว่า A + B + C =  เพราะฉะน้ัน 
2
C  = 

2
  – 

2
BA    

เพราะฉะน้ัน sin
2
C  = sin(

2
  – 

2
BA  ) = cos

2
BA               ... (1) 

ให้ x = sin
2
A  sin

2
B  sin

2
C                    ... (2) 

เพราะฉะน้ัน x = 
2
1 (2 sin

2
A  sin

2
B ) sin

2
C  = 

2
1 (cos

2
BA   – cos

2
BA  ) sin

2
C  

 = 
2
1 (cos

2
BA   – cos

2
BA  ) cos

2
BA            (จาก (1))  ... (3) 

เพราะฉะน้ัน 2x = cos
2

BA   cos
2

BA   – 2cos (
2

BA  ) 
แทนค่า v = cos

2
BA   จะได้    2x = (cos

2
BA  )v – 2v  

    2v  – (cos
2

BA  )v + 2x = 0 

เพราะว่าสมการ A 2v  + Bv + C = 0 มีรากเป็น v = 
A2

AC4BB 2   

เพราะฉะน้ัน v = 
2

)x2)(1(4)
2

BA(cos
2

BAcos 2 
 

    =
2

x8)
2

BA(cos
2

BAcos 2 
 

เพราะว่า v = cos
2

BA   เป็นจํานวนจริง เพราะฉะน้ัน   2cos (
2

BA  ) – 8x  0 

                  8x  2cos (
2

BA  )  1 

                    x  
8
1 2cos (

2
BA  )  

8
1      ... (4) 

จาก (2) และ (4) จะได้ sin
2
A  sin

2
B  sin

2
C   

8
1                

16. แนวคิด ให้ a เป็นพจน์แรกและ d เป็นผลต่างร่วม 
เพราะฉะน้ัน 1a  = a, 2a  = a + d, ... , na  = a + (n – 1)d 
ให้ a, a + d, a + 2d, ... , a + (n – 1)d เป็นลําดับเลขคณิตและเป็นจาํนวนเต็มท่ีมีผลบวกเท่ากับ 10  
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เพราะฉะน้ัน a + (a + d) + (a + 2d) + ... + (a + (n – 1)d) = 10 
             

2
n (2a + (n – 1)d) = 10 

              n(2a + (n – 1)d) = 20 
              n(2a + (n – 1)d) = (2)(2)(5) 
กรณีที่ 1 n = 1, a = 10 
กรณีที่ 2 n = 2, 2a + d = 20 เพราะฉะน้ัน (a, d) = (1, 8), (2, 6), (3, 4), (4, 2) 
กรณีที่ 3 n = 4, 2a + 3d = 5 เพราะฉะน้ัน (a, d) = (1, 1) 
กรณีที่ 4 n = 5, 2a + 4d = 4 เป็นไปไม่ได้ 
กรณีที่ 5 n = 10, 20 เป็นไปไม่ได้ 
เพราะฉะน้ันลําดับเลขคณิตท่ีเป็นลําดับจํานวนเต็มบวกท่ีมีผลบวกเท่ากบั 10 มีท้ังหมดคือ 
 1. 10      2. 1, 9    3. 2, 8 
 4. 3, 7      5. 4, 6    6. 1, 2, 3, 4            

17. แนวคิด แทนค่า z = 3 – (x + y) ในสมการ 3x  + 3y  + 3z  = 3 จะได้ 
               3x  + 3y  + (3 – (x + y)) 3  = 3 
        3x  + 3y  + 27 – 27(x + y) + 9(x + y) 2  – (x + y) 3  = 3 
   3x  + 3y  + 27 – 27(x + y) + 9(x + y) 2  – ( 3x  + 3 2x y + 3x 2y  + 3y ) = 3 
         27 – 27(x + y) + 9(x + y) 2  – 3 2x y – 3x 2y  = 3 
          24 – 27(x + y) + 9(x + y) 2  – 3xy(x + y) = 0 
              27(x + y) + 3xy(x + y) – 9(x + y) 2  = 24 
              9(x + y) + xy(x + y) – 3(x + y) 2  = 8 
               (x + y)(9 + xy – 3(x + y)) = 8 
               (x + y)(9 + xy – 3x – 3y) = 8 
              (x + y)(3(3 – x) – y(3 – x)) = (2)(2)(2) 
                   (x + y)(3 – x)(3 – y) = (2)(2)(2) 
เพราะฉะน้ัน (3 – x)  8 เพราะฉะน้ัน 3 – x  {  1,  2,  4,  8 } 
เพราะฉะน้ัน x  { –1, –5, 1, 2, 4, 5, 7, 11 } ในทํานองเดียวกัน y  { –1, –5, 1, 2, 5, 7, 11 } 
เพราะว่า x และ y เป็นจํานวนเต็ม เพราะฉะน้ัน x, y ท่ีใช้ได้คือ (x, y) = (1, 1), (4, 4), (4, –5), (–5, 4) 
เพราะฉะน้ันเซตคําตอบของสมการ x + y + z = 3 = 3x  + 3y  + 3z  
คือ { (1, 1, 1), (4, 4, –5), (4, –5, 4), (–5, 4, 4) }                
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18. แนวคิด ให้ 1a  = a, 2a  = a + d, 3a  = a + 2d, 4a  = a + 3d 
เพราะว่าลําดับเลขคณิตส่ีพจน์แรกบวกกันมีคา่เท่ากับ 44 
เพราะฉะน้ัน    a + (a + d) + (a + 2d) + (a + 3d) = 44 
           4a + 6d = 44 
           2a + 3d = 22           ... (1) 
เพราะว่า อัตราส่วนระหว่าง ผลคณูของพจน์ท่ีหน่ึงกับพจน์ท่ีส่ี กับ ผลคูณพจน์ท่ีสองกับพจน์ท่ีสาม มีค่า = 

14
5  

เพราะฉะน้ัน 
32

41
aa
aa  = 

)d2a)(da(
)d3a(a


  = 

14
5  

เพราะฉะน้ัน   14a(a + 3d) = 5(a + d)(a + 2d) 
      14 2a  + 42ad = 5 2a  + 15ad + 10 2d  
    9 2a  + 27ad – 10 2d  = 0 
       (3a – d)(3a + 10d) = 0 
        a = 

3
d , –

3
d10  

กรณีที่ 1 แทนค่า a = 
3
d  ใน (1) จะได้ 2(

3
d ) + 3d = 22 

           2d + 9d = 66 
                d = 6 
เพราะฉะน้ัน a = 2 เพราะฉะน้ัน 1a 2a 3a 4a  = (2)(8)(14)(20) = 4480 
กรณีที่ 2 แทนค่า a = –

3
d10  ใน (1) จะได้  2(–

3
d10 ) + 3d = 22 

                 –11d = 66 
               d = –6 
เพราะฉะน้ัน a = 20 เพราะฉะน้ัน 1a 2a 3a 4a  = (20)(14)(8)(2) = 4480         

19. แนวคิด      2og ( 1x9   + 15) = 2 + 2og (61( x3 ) – 3) 
   2og ( 1x9   + 15) – 2og (61( x3 ) – 3) = 2 

        2og (
3)3(61

159
x

1x


 ) = 2 

          
3)3(61

159
x

1x


  = 4 

         1x9   + 15 = 244( x3 ) – 12 
       9( x23 ) – 244( x3 ) + 27 = 0 
      9 2x )3(  – 244( x3 ) + 27 = 0 
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        (9( x3 ) – 1)(( x3 ) – 27) = 0 
             x3  = 

9
1 , 27 

            x3  = 2 3 , 33  
เพราะฉะน้ัน           x = –2, 3              

20. แนวคิด h(x) = (f o g)(x) = f(g(x)) = f(
4
x ) = 2(

4
x ) = 

2
x  เพราะฉะน้ัน h(x) = 

2
x  

 (h o h)(x) = h(h(x)) = h(
2
x ) = 

4
x  = 

2
x

2
  

 3h (x) = (h o 2h )(x) = h(
4
x ) = 

8
x  = 

3
x

2
  

 : 
 nh (x) = 

n2

x  

เพราะฉะน้ัน 20h (x) = 
202

x                      

21. แนวคิด เพราะว่า x + 1 หาร f(x) = 3 3x  + 4a 2x  – 6bx + 5 เหลือเศษ f(–1) 
เพราะฉะนั้น     f(–1) = 4 
 3 3)1(  + 4a 2)1(  – 6b(–1) + 5 = 4 
     –3 + 4a + 6b + 5 = 4 
          2a + 3b = 1 
เพราะว่าถ้ามีจํานวนเต็ม m, n ท่ีทําให้ ma + nb = 1 แล้ว gcd(a, b) = 1        ... (1) 
เพราะฉะน้ัน gcd(a, b) = 1 
หมายเหตุ ดูข้อพิสูจน์ (1) คณิตศาสตร์ปรนัย เล่มท่ี 37 โลกทฤษฎีจํานวน ทฤษฎีบท 2.1.3 หน้า 32    

22. แนวคิด เพราะว่า 1, , 2  เป็นรากท่ีสามของ 1 เพราะฉะน้ัน 3  = 1       ... (1) 
22.1 เพราะว่าสมการ 3x  = 1 เขียนในรูปแบบสมการพหุนามได้เป็น 3x  – 1 = 0  
เพราะฉะน้ันมีผลบวกของรากของสมการ 3x  – 1 = 0 มีค่าเท่ากบั –(สัมประสิทธิ์ของ 2x ) ซึ่งเท่ากับ 0 
เพราะฉะน้ัน 1 +  + 2  = 0                   ... (2) 
(1 +  – 2 )(1 –  + 2 ) = ((1 +  + 2 ) – 2 2 )((1 +  + 2 ) – 2) 
 = (0 – 2 2 )(0 – 2)          (จาก (2)) 
 = 4 3  
 = 4               (จาก (1) 3  = 1) 
เพราะฉะน้ัน (1 +  – 2 )(1 –  + 2 ) = 4 
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22.2 (1 – )(1 – 2 )(1 – 4 )(1 – 5 )  
 = (1 – )(1 – 2 )(1 – )(1 – 2 )      (จาก (1) 3  = 1) 
 = (1 – ) 2 (1 – 2 ) 2  
 = (1 – 2 + 2 )(1 – 2 2  + 4 )  
 = (1 – 2 + 2 )(1 – 2 2  + )      (จาก (1) 3  = 1) 
 = (1 +  + 2  – 3)(1 +  + 2  – 3 2 )  
 = (0 – 3)(0 – 3 2 )          (จาก (2)) 
 = 9 3    
 = 9               (จาก (1) 3  = 1)         

23. แนวคิด ให้ (1 – x) 2  + (x – y) 2  + (y – z) 2  + 2z  = 
4
1           ... (1) 

เพราะฉะน้ันให้ a = 1 – x, b = x – y, c = y – z, d = z             ... (2) 
เพราะฉะน้ัน a + b + c + d = (1 – x) + (x – y) + (y – z) + z = 1          ... (3) 
1 = (a + b + c + d) 2  
  4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d )         (จากข้อ 1) 
 = 4((1 – x) 2  + (x – y) 2  + (y – z) 2  + 2z )     (จาก (2)) 
  4(

4
1 )              (จาก (1)) 

 = 1 
เพราะฉะน้ัน (a + b + c + d) 2  = 4( 2a  + 2b  + 2c  + 2d ) 
เพราะฉะน้ัน a = b = c = d          (จากข้อ 1)        ... (4) 
จาก (3) และ (4) จะได้ a = b = c = d = 

4
1                ... (5) 

จาก (2) และ (5) จะได้ 1 – x = x – y = y – z = z = 
4
1  

เพราะฉะน้ัน x = 
4
3 , y = 

4
2  และ z = 

4
1                   

24. แนวคิด ให้ f(x) = 


10

1 n 
na nx  

เพราะว่า f(–x) = ( 


5

1 n 

n)x( )( 


5

1 n 

nx ) = ( 


5

1 n 

nx )( 


5

1 n 

n)x( ) = f(x) 

เพราะฉะน้ัน f(x) เป็นพหุนามกาํลังเลขคู่ เพราะฉะน้ัน 1a  = 3a  = 5a  = 7a  = 9a  = 0 
เพราะฉะน้ัน f(x) = 2a 2x  + 4a 4x  + 6a 6x  + 8a 8x  + 10a 10x  
ให้ x  1 และ x  –1 
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( 


5

1 n 

nx )( 


5

1 n 

n)x( ) = (x + 2x  + 3x  + 4x  + 5x )(–x + 2x  – 3x  + 4x  – 5x ) 

 = (
x1

)x1(x 5


 )(

)x(1
))x(1)(x( 5


 ) 

 = 
2

552

x1

)x1)(x1(x



  = 
2

102

x1

)x1(x



  

 = 
2

864222

x1

)xxxx1)(x1(x



  

 = – 2x (1 + 2x  + 4x  + 6x  + 8x  + 10x ) 
 = – 2x  – 4x  – 6x  – 8x  – 10x  
เพราะฉะน้ัน 2a  = 4a  = 6a  = 8a  = 10a  = –1 
หมายเหต ุโดยการจัดรูปพีชคณิตจะทําให้เข้าใจได้ง่ายว่า f(x) เป็นพหนุามกําลังเลขคู่ 

( 


5

1 n 

nx )( 


5

1 n 

n)x( ) = (x + 2x  + 3x  + 4x  + 5x )(–x + 2x  – 3x  + 4x  – 5x ) 

 = (( 2x  + 4x ) + (x + 3x  + 5x ))(( 2x  + 4x ) – (x + 3x  + 5x )) 
 = ( 2x  + 4x ) 2  – (x + 3x  + 5x ) 2  
 = ( 2x  + 4x ) 2  – 2x (1 + 2x  + 4x ) 2  
เพราะว่า ( 2x  + 4x ) 2  และ 2x (1 + 2x  + 4x ) 2  เป็นพหุนามกาํลังเลขคู ่

เพราะฉะน้ัน ( 


5

1 n 

nx )( 


5

1 n 

n)x( ) เป็นพหุนามกําลังเลขคู่ 

ในทํานองเดียวกัน f(x) = ( 


k

1 n 

nx )( 


k

1 n 

n)x( ) เป็นพหุนามกาํลังเลขคู่ ทุกจํานวนเต็มบวก n    

25. แนวคิด ให้ f(x) = 


20

1 n 
na nx  = ( 



10

1 n 

nx )( 


10

1 n 

n)x( ) 

เพราะว่า ( 


10

1 n 

n1 )( 


10

1 n 

n)1( ) = (10)(0) = 0 เพราะฉะน้ัน 


20

1 n 
na  = f(1) = 0 

เพราะว่า ( 


10

1 n 

nx )( 


10

1 n 

n)x( ) เป็นพหุนามกําลังเลขคู ่เพราะฉะน้ัน 1a  = 3a  = ... = 19a  = 0 

เพราะฉะน้ัน f(x) = 2a 2x  + 4a 4x  + 6a 6x  + ... + 20a 20x  
ให้ x  1 และ x  –1 

f(x) = ( 


10

1 n 

nx )( 


10

1 n 

n)x( ) 

 = (x + 2x  + 3x  + ... + 10x )(–x + 2x  – 3x  + ... + 10x ) 
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 = (
x1

)xx(x 10


 )(

)x(1
))x(1)(x( 10


 ) 

 = 
)x1)(x1(

)x1)(x1(x 10102


  

 = 
2

20102

x1

)xx21(x



   

 = 
2

22122

x1

xx2x


  

เพราะฉะน้ัน          (1 – 2x )f(x) = – 2x  + 2 12x  – 22x  
     (1 – 2x )( 2a 2x  + 4a 4x  + 6a  + ... + 20a 20x ) = – 2x  + 2 12x  – 22x  
– 2x  + 2 12x  – 22x  = 2a 2x  + ( 4a  – 2a ) 4x  + ( 6a  – 4a ) 6x  + ... + ( 20a  – 18a ) 20x  – 20a 22x  
โดยการเทียบสัมประสิทธิ์จะได้  2a  = –1 
 4a  – 2a  = 0     4a  = 2a  = –1 
 6a  – 4a  = 0     4a  = 6a  = –1 
 8a  – 6a  = 0     6a  = 8a  = –1 
 10a  – 8a  = 0     8a  = 10a  = –1 
 12a  – 10a  = 2    12a  = 2 + 10a  = 1 
 14a  – 12a  = 0    14a  = 12a  = 1 
 16a  – 14a  = 0    16a  = 14a  = 1 
 18a  – 16a  = 0    18a  = 16a  = 1 
 20a  – 18a  = 0    20a  = 18a  = 1 
 20a  = 1 
เพราะฉะน้ัน f(x) = – 2x  – 4x  – 6x  – 10x  + 12x  + 14x  + 16x  + 18x  + 20x  

เพราะฉะน้ัน 


10

1 n 
na  = 0 + (–1) + 0 + (–1) + ... + 0 + (–1) = –5           

26. แนวคิด ให้ f(x) = 


40

1 n 
na nx  = ( 



20

1 n 

nx )( 


20

1 n 

n)x( )           ... (1) 

เพราะว่า f(x) = f(–x) เพราะฉะน้ัน f(x) เป็นพหุนามกําลังเลขคู่           ... (2) 
เพราะฉะน้ัน f(x) = 2a 2x  + 4a 4x  + 6a 6x  + ... + 40a 40x           ... (3) 
ให้ x  1 และ x  –1 

f(x) = ( 


20

1 n 

nx )( 


20

1 n 

n)x( ) = (x + 2x  + 3x  + ... + 20x )(–x + 2x  – 3x  + ... + 20x ) 
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 = (
x1

)x1(x 20


 )(

)x(1
))x(1)(x( 20


 ) 

 = 
)x1)(x1(

)x1)(x1(x 20202


  

เพราะฉะน้ัน f(x) = 
2

20202

x1

)x1)(x1(x



                ... (4) 

(1 – 2x )(– 2x  – 4x  – 6x  – ... – 20x  + 22x  + 24x  + 26x  + ... + 40x ) 
 = (1 – 2x )(– 2x (1 + 2x  + 4x  + ... + 18x ) + 22x (1 + 2x  + 4x  + ... + 18x )) 
 = (1 – 2x )(– 2x  + 22x )(1 + 2x  + 4x  + ... + 18x ) 

 = (1 – 2x )(– 2x  + 22x )(
2

20

x1

x1


 ) 

 = 
2

202022

x1

)x1)(x1)(x)(x1(



  

 = (1 – 2x )(
2

20202

x1

)x1)(x1)(x(



 )                ... (5) 

จาก (4) และ (5) จะได้ f(x) = – 2x  – 4x  – 6x  – ... – 20x  + 22x  + 24x  + 26x  + ... + 40x     

27. แนวคิด ให้ f(x) = 


2000

1 n 
na nx  = ( 



1000

1 n 

nx )( 


1000

1 n 

n)x( )          ... (1) 

27.1 


2000

1 n 
na  = 



2000

1 n 
na n)1(  = ( 



1000

1 n 

n)1( )( 


1000

1 n 

n)1( )= (1000)(0) = 0 

27.2 ให้ x  1 และ x  –1 

เพราะว่า a + ar + a 2r  + ... + a 1nr   = 
r1

)r1(a n


  

เพราะฉะน้ัน  


1000

1 n 

nx  = x + 2x  + 3x  + ... + 1000x  = 
x1

)x1(x 1000


  

    


1000

1 n 

n)x(  = –x + 2x  – 3x  + ... + 1000x  = 
x1

)x1(x 1000


  

f(x) = ( 


1000

1 n 

nx )( 


1000

1 n 

n)x( ) = (
x1

)x1(x 1000


 )(

x1
)x1(x 1000


 ) = 

)x1)(x1(
)xx21(x 200010002


  ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ 


2000

1 n 
na nx  = 

)x1)(x1(
)xx21(x 200010002


  = 

2

200210022

x1

xx2x


    ... (3) 

– 2x  – 4x  – 6x  – ... – 1000x  + 1002x  + 1004x  + ... + 2000x  
 = –( 2x  + 4x  + 6x  + ... + 1000x ) + ( 1002x  + 1004x  + ... + 2000x ) 
 = – 2x (1 + 2x  + 4x  + 6x  + ... + 998x ) + 1002x (1 + 2x  + 4x  + 6x  + ... + 998x ) 
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 = ( 1002x  – 2x )(1 + 2x  + 4x  + 6x  + ... + 998x ) 

 = ( 1002x  – 2x )(
2

5002

x1

))x(1(



 ) 

 = 
2

100010002

x1

)x1)(x1(x



  

 = 
2

200010002

x1

)xx21(x



                   ... (4) 

จาก (3) และ (4) จะได้ 


2000

1 n 
na nx  = – 2x  – 4x  – 6x  – ... – 1000x  + 1002x  + 1004x  + ... + 2000x  

เพราะฉะน้ัน 


2000

1 n 
 na   = 1000  

27.3 


1000

1 n 
na  = –500                      

28. แนวคิด ให้ f(x) = 


4m

1 n 
na nx  = ( 



2m

1 n 

nx )( 


2m

1 n 

n)x( )            ... (1) 

ให้ x  1 และ x  –1 

f(x) = ( 


2m

1 n 

nx )( 


2m

1 n 

n)x( ) = (
x1

)x1(x m2


 )(

)x(1
))x(1)(x( m2


 ) = 

2

2m22

x1

)x1(x



    ... (2) 

เพราะว่า (1 – 2x )(– 2x  – 4x  – 6x  – ... – m2x  + 2m2x   + 4m2x   + ... + m4x ) 
 = (1 – 2x )(– 2x (1 + 2x  + 4x  + ... + 2m2x  ) + 2m2x  (1 + 2x  + 4x  + ... + 2m2x  )) 
 = (1 – 2x )( 2m2x   – 2x )(1 + 2x  + 4x  + ... + 2m2x  ) 
 = (1 – 2x )(– 2x )(1 – m2x )(1 + 2x  + 4x  + ... + 2m2x  ) 

 = (1 – 2x )(– 2x )(1 – m2x )(
2

m2

x1

x1


 ) 

 = – 2x (1 – m2x ) 2  

เพราะฉะน้ัน 
2

2m22

x1

)x1(x



  = – 2x  – 4x  – 6x  – ... – m2x  + 2m2x   + 4m2x   + ... + m4x   ... (3) 

จาก (2) และ (3) จะได้ f(x) = – 2x  – 4x  – 6x  – ... – m2x  + 2m2x   + 4m2x   + ... + m4x     

29. แนวคิด ให้ f(x) = 




24m

1 n 
na nx  = ( 





12m

1 n 

nx )( 




12m

1 n 

n)x( )          ... (1) 

เพราะฉะน้ัน f(1) = 




24m

1 n 
na  = ( 





12m

1 n 

n1 )( 




12m

1 n 

n( 1) ) = ( 




12m

1 n 
1)(–1) = –(2m + 1) 

ให้ x  1 และ x  –1 
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f(x) = 




24m

1 n 
na nx  = ( 





12m

1 n 

nx )( 




12m

1 n 

n)x( ) = (
x1

)x1(x 1m2


 

)(
)x(1

))x(1)(x( 1m2


 

) 

 = 
2

1m21m22

x1

)x1)(x1(x



 
  

 = 
2

2m42

x1

)x1(x



 
 

 = 
2

1m222

x1

))x(1)(x(



 
 

 = – 2x (1 + 2x  + 4x  + ... + m22)x( ) 
 = –( 2x  + 4x  + 6x  + ... + 2m4x  )               ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ f(x) = 




24m

1 n 
na nx  = –( 2x  + 4x  + 6x  + ... + 2m4x  )        

30. แนวคิด เพราะว่า 3  –2 (mod 5) เพราะฉะน้ัน n3   n( 2)  (mod 5) ทุกค่า n  N 
เพราะว่า 4  –1 (mod 5) เพราะฉะน้ัน n4   n( 1)  (mod 5) ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน n1  + n2  + n3  + n4   n1  + n2  + n( 2)  + n( 1)  (mod 5) ทุกค่า n  N 
การแสดงวา่ 4  n  5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
สมมติ 4  n  
เพราะฉะน้ัน n  1, 2, 3 (mod 4) 
กรณีที่ 1 n  1 (mod 4)  
 เพราะฉะน้ันมี m  N ท่ีทําให้ n = 4m + 1 
  n1  + n2  + n3  + n4   1m41   + 1m42   + 1m43   + 1m44   (mod 5) 
   1 + 1m42   + 4m 1( 2)   + 4m 1( 1)   (mod 5) 
   1 + 1m42   – 1m42   – 1 (mod 5) 
   0 (mod 5) 
 เพราะฉะน้ัน 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
กรณีที่ 2 n  2 (mod 4)  
 เพราะฉะน้ันมี m  N ท่ีทําให้ n = 4m + 2 
  n1  + n2  + n3  + n4   2m41   + 2m42   + 2m43   + 2m44   (mod 5) 
   1 + 2m42   + 2m4)2(   + 2m4)1(   (mod 5) 
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   1 + 2m42   + 2m42   + 1 (mod 5) 
   2(1 + 2m42  ) (mod 5)                 ... (1) 
 16  1 (mod 5)  m16   m1  (mod 5)  m42   1 (mod 5)  2m42    4 (mod 5) 
    1 + 2m42    5 (mod 5)  2(1 + 2m42  )  0 (mod 5) 
    n1  + n2  + n3  + n4   0 (mod 5)       (จาก (1)) 
 เพราะฉะน้ัน 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
กรณีที่ 3 n  3 (mod 4)  
 เพราะฉะน้ันมี m  N ท่ีทําให้ n = 4m + 3 
  n1  + n2  + n3  + n4   3m41   + 3m42   + 3m43   + 3m44   (mod 5) 
     1 + 3m42   + 3m4)2(   + 3m4)1(   (mod 5) 
     1 + 3m42   – 3m42   – 1 (mod 5) 
     0 (mod 5) 
 เพราะฉะน้ัน 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
การแสดงวา่ 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 )  4  n 
เพราะว่า 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 )  4  n สมมูลกับ 4  n  5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
เพราะฉะน้ันพิสูจนว่า 4  n  5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) แทน 
สมมติ 4  n 
 ให้ m เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีทําให้ n = 4m 
  n1  + n2  + n3  + n4   m41  + m42  + m43  + m44  (mod 5) 
   1 + m42  + m4)2(  + m4)1(  (mod 5) 
   1 + m42  + m4)2(  + m4)1(  (mod 5) 
   1 + m42  + m42  + 1 (mod 5) 
   2(1 + m42 ) (mod 5)                  ... (2) 
16  1 (mod 5)  m16   m1  (mod 5)  m42   1 (mod 5)  1 + m42   1 + 1 (mod 5) 
เพราะฉะน้ัน 2(1 + m42 )  4 (mod 5) เพราะฉะน้ัน 5  (2(1 + m42 ))        ... (3) 
จาก (2) และ (3) จะได้ 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) 
เพราะฉะน้ัน 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) ก็ต่อเม่ือ 4  n              
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31. แนวคิด ให้ U = { 0, 1, 2, 3, ... , 9 } 
เลือก    A = { 0 }  C   เมื่อ C  U 
เลือก    B = { 0 }  D   เมื่อ D  U 
เพราะว่า A  B = U และ A  B = { 0 } เพราะฉะนั้น C  D =  และ C = { 1, 2, 3, ... , 9 } – D 
การเลือกเซต A คือการเลือก C โดยท่ี C  { 1, 2, 3, ... , 9 } และให้ D = { 1, 2, 3, ... , 9 } – C 
เพราะฉะน้ันการเลือกเซต A มีจํานวนวิธีเท่ากับ 92  
หมายเหต ุn(S) = n({ (A, B)  A  U, B  U, A  B = U และ A  B = { 0 } } 
    = n({ (C  { 0 }, { 0 }  { 1, 2, 3, ... , 9 } – C)  C  { 1, 2, 3, ... , 9 } } 
    = n(P({ 1, 2, 3, ... , 9 }))  
    = 92                         

32. แนวคิด       cos x cos 2x cos 4x cos 8x = 1
16

  
      16 cos x cos 2x cos 4x cos 8x = 1 
    8(2 sin x cos x) cos 2x cos 4x cos 8x = sin x 
       8 sin 2x cos 2x cos 4x cos 8x = sin x 
       4(2 sin 2x cos 2x) cos 4x cos 8x = sin x 
          4 sin 4x cos 4x cos 8x = sin x 
        2 sin 8x cos 8x = sin x 
            sin 16x = sin x            ... (1) 
แบบที่ 1    sin 16x – sin x = 0 
   2 cos

2
xx16  sin

2
xx16   = 0 

     2 cos
2
x17  sin

2
x15  = 0 

กรณีที่ 1 cos
2
x17  = 0 เมื่อ 

2
x17  = 

2
 , 

2
3 , 

2
5 , 

2
7 , ... 

   เพราะว่า 0  x  
2
  เพราะฉะน้ัน x = 

17
 , 

17
3 , 

17
5 , 

17
7  

กรณีที่ 2 sin
2
x15  = 0 เมื่อ 

2
x15  = 0, , 2, 3, 4, ... 

   เพราะว่า 0  x  
2
  เพราะฉะน้ัน x = 

15
2 , 

15
4 , 

15
6  

เพราะฉะน้ัน { x  0  x  
2
 , cos x cos 2x cos 4x cos 8x = 

16
1  }  

 = { 
17
 , 

17
3 , 

17
5 , 

17
7 , 

15
2 , 

15
4 , 

15
6  } 
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แบบที่ 2 จาก (1) เพราะว่า sin 16x = sin x เพราะฉะนั้น 16x = n + n( 1) x เม่ือ n เป็นจํานวนเต็ม 
เพราะฉะน้ัน 16x = 2m + 2m( 1) x หรือ 16x = (2m + 1) + 2m 1( 1)  x เม่ือ m เป็นจํานวนเต็ม 
เพราะฉะน้ัน 16x = 2m + x หรือ 16x = (2m + 1) – x เม่ือ m เป็นจํานวนเต็ม 
เพราะว่า 0  x  

2
  เพราะฉะน้ัน 15x = 0, 2, 4, 6 หรือ 17x = , 3, 5, 7 

เพราะฉะน้ัน x = 
15
2 , 

15
4 , 

15
6  หรือ x = 

17
 , 

17
3 , 

17
5 , 

17
7  

เพราะฉะน้ัน { x  0  x  
2
 , cos x cos 2x cos 4x cos 8x = 

16
1  }  

 = { 
17
 , 

17
3 , 

17
5 , 

17
7 , 

15
2 , 

15
4 , 

15
6  }                

33. แนวคิด ให้ n, k  N และ x  (0, ) และ S = kx  + 1kx   + 2kx   + ... + 2x  + x + 1 
กรณีที่ 1 x = 1  
 เพราะฉะน้ัน S = k + 1                   ... (1) 
กรณีที่ 2 0  x  1 
 0  x  1  0  2x   x  1  0  3x   2x   x  1  
     0  kx   k 1x    ...  3x   2x   x  1 
 เพราะฉะน้ัน 2x   x  1, 3x   2x   x  1, ... , kx   k 1x    ...  3x   2x   x  1 
 เพราะฉะน้ัน kx   ix   1 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , k            ... (2) 
 เพราะฉะน้ัน kx  + kx  + kx  + ... + kx  + kx  + kx  
      kx  + 1kx   + 2kx   + ... + 2x  + x + 1  1 + 1 + 1 + ... + 1 + 1 + 1 
  (k + 1) kx   S  k + 1 
เพราะว่า 0  x  1  x – 1  0 เพราะฉะน้ัน (k + 1) kx (x – 1)  S(x – 1)  (k + 1)(x – 1) ... (3) 
กรณีที่ 3 x  1 
 x  1  0  2x   x  1  0  3x   2x   x  1  
    0  kx   k 1x    ...  3x   2x   x  1 
 เพราะฉะน้ัน kx   ix   1 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , k 
 เพราะฉะน้ัน kx  + kx  + kx  + ... + kx  + kx  + kx  
      kx  + 1kx   + 2kx   + ... + 2x  + x + 1  1 + 1 + 1 + ... + 1 + 1 + 1 
  (k + 1) kx   S  k + 1 
  (k + 1) kx (x – 1)  S(x – 1)  (k + 1)(x – 1)   (x  1  x – 1  0)     ... (4) 
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เพราะว่า S(x – 1) = ( kx  + 1kx   + 2kx   + ... + 2x  + x + 1)(x – 1) = 1kx   – 1 
จาก (3) และ (4) จะได้ (k + 1) kx (x – 1)  1kx   – 1  (k + 1)(x – 1) ทุกค่า x  1     ... (5) 
ให้ p  N และ p  2 
ให้ x = 

1p
p


 จะได้ x  1  

แทนค่า x = 
1p

p


 ใน (5) จะได้  

    (k + 1)(
1p

p


) k (
1p

p


 – 1)  (
1p

p


) 1k  – 1  (k + 1)(
1p

p


 – 1) 

     (k + 1)(
1p

p


) k (
1p

1


)  (
1p

p


) 1k  – 1  (k + 1)(
1p

1


) 

        
1k

k

)1p(

p)1k(


   
1k

1k1k

)1p(

)1p(p






   
1k

k

)1p(

)1p)(1k(


  

เพราะว่า (p – 1) 1k   0 เพราะฉะน้ัน (k + 1) kp   1kp   – (p – 1) 1k   (k + 1)(p – 1) k  ... (6) 
จาก (6) แทนค่า p ด้วย p + 1 จะได้ (k + 1)(p + 1) k   (p + 1) 1k  – 1kp    (k + 1) kp   ... (7) 
จาก (6) และ (7) จะได้ (p + 1) 1k  – 1kp    (k + 1) kp   1kp   – (p – 1) 1k       ... (8) 
 1k2   – 1k1   = (1 + 1) k 1  – 1 

    = 
  

k 1

r 0




  k 1

r
  – 1 

     
  

k 1

r 0




 1 – 1 

     (k + 2) – 1 
    = k + 1 
    = (k + 1) k1  
     1k1   – 1k0   
เพราะฉะน้ัน 1k2   – 1k1    (k + 1) k1   1k1   – 1k0              ... (9) 
จาก (8) แทนค่า p = 2, 3, 4, ... , n + 1 
p = 2 จะได้  1k3   – 1k2    (k + 1) k2   1k2   – 1k1             ... (10) 
p = 3 จะได้  1k4   – 1k3    (k + 1) k3   1k3   – 1k2             ... (11) 
    : 
p = n จะได้ (n + 1) k 1  – 1kn    (k + 1) kn   1kn   – (n – 1) k 1         ... (12) 
จาก (9), (10), (11) และ (12) จะได้  
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 (n + 1) k 1  – 1k1    (k + 1)( k1  + k2  + k3  + ... + kn )  1kn   – 1k0   
  

1k
1


((n + 1) k 1  – 1)  k1  + k2  + k3  + ... + kn   1
k 1

1kn   

    
1k

1


1kn    k1  + k2  + k3  + ... + kn   
1k

1


((n + 1) k 1  – 1) 

   
1k

1


1kn    k1  + k2  + k3  + ... + kn   
1k

1


((1 + 
n
1 ) 1k  – 

1kn

1


) 1kn      

34. แนวคิด ให้ n เป็นจาํนวนเต็มบวก และ k เป็นจํานวนเต็มบวกจะได้ 
 

1k
1


1kn    k1  + k2  + k3  + ... + kn   
1k

1


((1 + 
n
1 ) 1k  – 

1kn

1


) 1kn    (จากข้อ 33) 

   
1k

1


  
1k

kkkk

n

n...321


   
1k

1


((1 + 
n
1 ) 1k  – 

1kn

1


) 

เพราะว่า 
  n
lim
 1k

1


 = 
1k

1


 และ 
  n
lim
 1k

1


((1 + 
n
1 ) 1k  – 

1kn

1


) = 
1k

1


 

เพราะฉะน้ัน 
  n
lim
 1k

kkkk

n

n...321


  = 
1k

1


              

35. แนวคิด ให้ p(x) = (1 – x + 2x  – 3x  + 4x  – 5x  + ... + 1998x  – 1999x  + 2000x ) 2543  
เมื่อทําการกระจายจะได้ p(x) = 0A  + 1A x + 2A 2x  + ... + 5086000A 5086000x   
พหุนาม 0A  + 1A x + 2A 2x  + ... + 5086000A 5086000x  มีผลบวกของสัมประสิทธิ์เท่ากับ p(1) 
p(1) = 0A  + 1A  + 2A  + ... + 5086000A  
 = p(1)  
 = (1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + ... + 1 – 1 + 1) 2543   
 = 25431   
 = 1                           

36. แนวคิด ในการกระจาย (1 + 2x  – 3x ) 20  จะได้พจน์ท่ีมี 20x  เท่ากับ 

10! 10! 0!
!20 0 3 0 2 10 0 10( 1) (x ) (x ) (x )  + 

11! 7! 2!
!20 2 3 2 2 7 0 11( 1) (x ) (x ) (x )   

+ 
12! 4! 4!
!20 4 3 4 2 4 0 12( 1) (x ) (x ) (x )  + 

13! 2! 6!
!20 6 3 6 2 6 0 13( 1) (x ) (x ) (x )  

 = 184765 20x  + 6046560 20x  + 8817900 20x  + 542640 20x  
 = 15591856 20x  
เพราะฉะน้ันสัมประสิทธิ์ของ 20x  ใน (1 + 2x  – 3x ) 20  คือ 15591856 
หมายเหตุ ในการกระจายพหุนาม (x + y + z) n  จะได้ ส.ป.ส.ของ 1nx 2ny 3nz  ใน (x + y + z) n   
คือ 

!n!n!n
!n

321
 เมื่อ 1n  + 2n  + 3n  = n 
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การคํานวณด้วย Mathematica 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                            

37. แนวคิด ให้ (1 + 2x  + 3x ) 2000  = 
  

6000

n 0
 na nx  และ (1 – 2x  – 3x ) 2000  = 

  

6000

n 0
 nc nx  

สัมประสิทธิ์ 20x  ใน (1 + 2x  + 3x ) 2000  คือ 20a  = 
A  )3n ,2n ,1n(

!n !n !n
!2000

321
3n2n1n )1()1()1(  

เมื่อ A = { (1990, 10, 0), (1991, 7, 2), (1992, 4, 4), (1993, 1, 6) } 
สัมประสิทธิ์ของ 20x  ใน (1 – 2x  – 3x ) 2000  คือ 20c  = 

A  )3n ,2n ,1n(
!n !n !n

!2000

321
3n2n1n )1()1()1(   

เมื่อ A = { (1990, 10, 0), (1991, 7, 2), (1992, 4, 4), (1993, 1, 6) } 
เพราะว่าพจน์ของ 

!n !n !n
!2000

321
 เมื่อ ( 1n , 2n , 3n )  A ใน 20a  และ 20c  เหมือนกัน  

และพจน์ใน 20a  เป็นบวกทุกตัว และพจน์ใน 20c  มีบางตัวเป็นลบ เพราะฉะน้ัน 20a   20c   
เพราะฉะน้ันสัมประสิทธิ์ของ 20x  ใน (1 + 2x  + 3x ) 2000   
มีค่ามากกวา่สัมประสิทธิ์ของ 20x  ใน (1 – 2x  – 3x ) 2000              
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38. แนวคิด ให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจํานวนเต็ม 
แบบที่ 1 เพราะว่า (A – a) 2  – (x – a) 2  = 2A  – 2x  – 2a(A – x) 
เพราะฉะน้ัน    (A – 1a ) 2  – (x – 1a ) 2  = 2A  – 2x  – 2 1a (A – x) 
       (A – 2a ) 2  – (x – 2a ) 2  = 2A  – 2x  – 2 2a (A – x) 
    : 
       (A – na ) 2  – (x – na ) 2  = 2A  – 2x  – 2 na (A – x) 
เพราะฉะน้ัน ((A – 1a ) 2  + (A – 2a ) 2  + ... + (A – na ) 2 ) – ((x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + (x – na ) 2 ) 
      = n( 2A  – 2x ) – 2( 1a  + 2a  + ... + na )(A – x)       ... (1) 
ให้ x = 

n
a...aaa n321   จะได้  

n( 2A  – 2x ) – 2( 1a  + 2a  + ... + na )(A – x) = n( 2A  – 2x ) – 2nx(A – x) 
 = n( 2A  – 2x ) – 2nxA + 2n 2x  
 = n( 2A  – 2xA + 2x ) 
 = n(A – x) 2  
  0                         ... (2) 
และ n( 2A  – 2x ) – 2( 1a  + 2a  + ... + na )(A – x) = 0 เม่ือ A = x         ... (3) 
จาก (1), (2) และ (3) จะได้  
  ((A – 1a ) 2  + (A – 2a ) 2  + ... + (A – na ) 2 )  ((x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + (x – na ) 2 ) 
และ  ((A – 1a ) 2  + (A – 2a ) 2  + ... + (A – na ) 2 ) = ((x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + (x – na ) 2 )  
เมื่อ A = x 
เพราะฉะน้ัน (A – 1a ) 2  + (A – 2a ) 2  + ... + (A – na ) 2  มีค่าน้อยสดุเมื่อ A = 

n
a...aa n21   

เพราะฉะน้ัน (x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + ... + (x – na ) 2  มีค่าน้อยสดุเมื่อ x = 
n

a...aa n21   

แบบที่ 2 ให้ f(x) = (x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + ... + (x – na ) 2  
f (x) = 2(x – 1a ) + 2(x – 2a ) + ... + 2(x – na )  
 = nx – ( 1a  + 2a  + ... + na ) = 2n(x – 

n
a...aa n21  ) 

เพราะฉะน้ัน f (
n

a...aa n21  ) = 0 

f (x) > 0  2n(x – 
n

a...aa n21  ) > 0  x > 
n

a...aa n21   

เพราะฉะน้ัน f (x) < 0  x < 
n

a...aa n21   
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เพราะฉะน้ัน f (x) > 0  x > 
n

a...aa n21   และ f (x) < 0  x < 
n

a...aa n21   

เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังก์ชนัเพิ่มแท้บน (
n

a...aa n21  , )  

และ f เป็นฟังก์ชันลดแท้บน (–, 
n

a...aa n21  )  

เพราะฉะน้ัน f(
n

a...aa n21  ) เป็นค่าตํ่าสุดสัมบูรณ์ 

เพราะฉะน้ัน (x – 1a ) 2  + (x – 2a ) 2  + ... + (x – na ) 2  มีค่าน้อยสดุเมื่อ x = 
n

a...aa n21     

39. แนวคิด   1x43x   + 1x68x   = 1 
   41x)2(2)1x(   + 91x)3(2)1x(   = 1 
      2)21x(   + 2)31x(   = 1 
         1x   – 2  +  1x   – 3  = 1          ... (1) 
กรณีที่ 1 1x    2                     ... (2) 
 จาก (1) และ (2) จะได้ –( 1x   – 2) + (– 1x   – 3) = 1 
             –2 1x   + 5 = 1 
               1x   = 2 
              x – 1 = 4 
                x = 5   เป็นไปไม่ได้ 
กรณีที่ 2 2  1x    3                   ... (3) 
 จาก (1) และ (3) จะได้ ( 1x   – 2) + (–( 1x   – 3)) = 1 
                –2 + 3 = 1 
                1 = 1 
   เพราะฉะน้ัน  2  1x    3 
         4  x – 1  9 
         5  x  10 
กรณีที่ 3 1x    3                    ... (4) 
 จาก (1) และ (4) จะได้   ( 1x   – 2) + ( 1x   – 3) = 1 
               2 1x   – 5 = 1 
               1x   = 3 
              x – 1 = 9 
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                x = 10  เป็นไปไม่ได้ 
เพราะฉะน้ัน A = { x  R  1x43x   + 1x68x   = 1 } = [ 5, 10 ]      

40. แนวคิด ให้ k เป็นจํานวนเต็มบวก และ n เป็นจํานวนเต็มบวก  
เพราะว่า k + 1, k + 2, k + 3, k + 4, k + 5 เป็นจํานวนท่ีเรียงค่าติดกนั 5 ตัว 
เพราะฉะน้ัน  
(k + 1) n  + (k + 2) n  + (k + 3) n  + (k + 4) n  + (k + 5) n   nnnnn 43210   (mod 5) 
                   n1  + n2  + n3  + n4  (mod 5)  ... (1) 
จากข้อ 30 ได้พิสูจน์ว่า 5  ( n1  + n2  + n3  + n4 ) ก็ต่อเม่ือ 4  n 
เพราะฉะน้ัน n1  + n2  + n3  + n4   0 (mod 5)  4  n           ... (2) 
จาก (1) และ (2) จะได้  
(k + 1) n  + (k + 2) n  + (k + 3) n  + (k + 4) n  + (k + 5) n   0 (mod 5)  4  n 
เพราะฉะน้ัน ทุกค่า k  N และ ทุกค่า n  N และ 4  n 
จะได้ว่า 5  ((k + 1) n  + (k + 2) n  + (k + 3) n  + (k + 4) n  + (k + 5) n ) 
หมายเหตุ ผลจากการพสูิจน์ข้างต้น กล่าวได้ว่า  
5  ((k + 1) 4m  + (k + 2) 4m  + (k + 3) 4m  + (k + 4) 4m  + (k + 5) 4m ) ทุกค่า m, k  N     

41. แนวคิด แบบท่ี 1 เศษเหลือท่ีเป็นไปได้ในการหาร a ด้วย 8 คือ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
เพราะฉะน้ัน a  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod 8)    (ความหมายของ , คือ หรือ)    (1) 
เพราะฉะน้ัน 2a   20 , 21 , 22 , 23 , 24 , 25 , 26 , 27  (mod 8) 
  0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 (mod 8) 
  0, 1, 4, 1, 0, 1, 4, 1 (mod 8) 
  0, 1, 4 (mod 8) 
เพราะฉะน้ัน 2a   0, 1, 4 (mod 8) ในทํานองเดียวกัน 2b   0, 1, 4 (mod 8) 
เพราะฉะน้ัน 2a  + 2b   0, 1, 2, 4, 5 (mod 8) เพราะฉะน้ัน 2a  + 2b  – 8c  0, 1, 2, 4, 5 (mod 8) 
เพราะฉะน้ันไม่มีจํานวนเต็มบวก a, b, c ท่ีทําให้ 2a  + 2b  – 8c = 6 

แบบที่ 2 สมมติ มีจํานวนเต็มบวก a, b, c ท่ีทําให้ 2a  + 2b  – 8c = 6        ... (1) 
 2a  + 2b  – 8c = 6  2a  + 2b  = 8c + 6  2a  + 2b   0 (mod 2)     ... (2) 
 เพราะฉะน้ัน (a, b เป็นเลขคู่พร้อมกัน) หรือ (a, b เป็นเลขคี่พร้อมกัน)        ... (3) 
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 กรณีที่ 1 a, b เป็นเลขคู่พร้อมกัน 
  a  0, 2, 4, 6 (mod 8)  2a   0, 4, 16, 36 (mod 8)  2a   0, 4 (mod 8) 
  ในทํานองเดียวกัน 2b   0, 4 (mod 8) เพราะฉะน้ัน 2a  + 2b   0, 4 (mod 8) 
  เพราะว่า 2a  + 2b  = 8c + 6 เพราะฉะน้ัน 8c + 6  0, 4 (mod 8) 
  เพราะฉะน้ัน 6  0, 4 (mod 8) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 กรณีที่ 2 a, b เป็นเลขคี่พร้อมกัน 
  a  1, 3, 5, 7 (mod 8)  2a   1, 9, 25, 49 (mod 8)  2a   1 (mod 8) 
  ในทํานองเดียวกัน 2b   1 (mod 8) เพราะฉะน้ัน 2a  + 2b   2 (mod 8) 
  เพราะว่า 2a  + 2b  = 8c + 6 เพราะฉะน้ัน 8c + 6  2 (mod 8) 
  เพราะฉะน้ัน 6  2 (mod 8) ซึ่งเปน็ไปไม่ได้  
 เพราะฉะน้ันท่ีสมมติ (1) ไม่จริง  
เพราะฉะน้ันไม่มีจํานวนเต็มบวก a, b, c ท่ีทําให้ 2a  + 2b  – 8c = 6            

42. แนวคิด 42.1 แยกตัวประกอบ 30 = (2)(3)(5) 
จํานวนเต็มบวกท่ีหาร 30 ลงตัวต้องมีตัวประกอบเป็น x2 y3 z5  เมื่อ x = 0, 1, y = 0, 1 และ z = 0, 1 
จํานวนตัวประกอบ 2 คือ 02 , 12  เลือกได้ 2 วิธ ี
จํานวนตัวประกอบ 3 คือ 03 , 13  เลือกได้ 2 วิธ ี
จํานวนตัวประกอบ 5 คือ 05 , 15  เลือกได้ 2 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 30 ลงตัวมีท้ังหมด = (2)(2)(2) = 8 ตัว 

42.2 แยกตัวประกอบ 300 = 22   3  25  
จํานวนเต็มบวกท่ีหาร 300 ลงตัวต้องมีตัวประกอบเป็น x2 y3 z5  เมื่อ x = 0, 1, 2 ; y = 0, 1 ; z = 0, 1, 2 
จํานวนตัวประกอบ 2 คือ 02 , 12 , 22  เลือกได้ 3 วิธ ี
จํานวนตัวประกอบ 3 คือ 03 , 13  เลือกได้ 2 วิธ ี
จํานวนตัวประกอบ 5 คือ 05 , 15 , 25  เลือกได้ 3 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 300 ลงตัวมีท้ังหมด = (3)(2)(3) = 18 ตัว 
42.3 แยกตัวประกอบ 3600 = 42   23   25  
จํานวนเต็มบวกท่ีหาร 3600 ลงตัวต้องมีตัวประกอบเป็น x2 y3 z5  เม่ือ x = 0, 1, 2, 3, 4 ; y, z = 0, 1, 2 
จํานวนตัวประกอบ 2 เลือกได้ 4 + 1 วิธ ี
จํานวนตัวประกอบ 3 เลือกได้ 2 + 1 วิธ ี
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จํานวนตัวประกอบ 5 เลือกได้ 2 + 1 วิธ ี
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร 3600 ลงตัวมีท้ังหมด = (5)(3)(3) = 45 ตัว 
หมายเหตุ ให้ n  N, T(n) = จํานวนของจํานวนเต็มบวกท่ีหาร n ลงตัว เช่น T(2) = 2, T(4) = 3 
ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ k เป็นจํานวนเต็มบวก จะได้ T(p) = 2, T( kp ) = k + 1 
ให้ ip  เป็นจํานวนเฉพาะ และ ik  เป็นจํานวนเต็มบวก ทุกค่า i = 1, 2, ... , n 
จะได้ T( k1

1p
k2
2p  ... kn

np ) = ( 1k  + 1)( 2k  + 1) ... ( nk  + 1) 
ดูการพิสูจน์ได้จากหนังสอืคณิตศาสตร์ปรนัย เล่มท่ี 37 โลกทฤษฎีจํานวน หน้า 141 
เพราะฉะน้ัน  T(30) = T( 1 1 12 3 5  ) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 8 
    T(300) = T( 2 1 22 3 5  ) = (2 + 1)(1 + 1)(2 + 1) = 18 
    T(3600) = T( 4 2 22 3 5  ) = (4 + 1)(2 + 1)(2 + 1) = 45 

42.4 ในการหยิบเหรียญออกมาพร้อมกันจํานวนวิธีต่าง ๆ ท่ีจะได้มีข้ันตอนการนับดังน้ี 
จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 1 บาท 0, 1, 2, 3, 4 เหรียญ มี 4 + 1 วิธ ี
จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 5 บาท 0, 1, 2, 3, 4, 5 เหรียญ มี 5 + 1 วิธ ี
จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 10 บาท 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 เหรียญ มี 6 + 1 วธิี 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท้ังหมด = (5)(6)(7) = 210 วิธ ี

42.5 จํานวนวิธีท่ีได้เหรียญไม่ครบทุกชนิดคือ 
กรณีที่ 1 ได้เหรียญชนิดเดียวกันท้ัง 3 เหรียญ ทําได้ 3 วิธีคือ 
 เหรียญ 1 บาท 3 เหรียญ, เหรียญ 5 บาท 3 เหรียญ, เหรียญ 10 บาท 3 เหรียญ 
กรณีที่ 2 ได้เหรียญ 2 ชนิด ทําได้ 6 วิธีคือ 
 1 บาท 2 เหรียญ, 5 บาท 1 เหรียญ   1 บาท 2 เหรียญ, 10 บาท 1 เหรียญ 
 5 บาท 2 เหรียญ, 1 บาท 1 เหรียญ   5 บาท 2 เหรียญ, 10 บาท 1 เหรียญ 
 10 บาท 2 เหรียญ, 1 บาท 1 เหรียญ   10 บาท 2 เหรียญ, 5 บาท 1 เหรียญ 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท่ีจะได้ได้เหรียญไม่ครบทุกชนิด = 9 วิธ ี

42.6 มีเหรียญ 1 บาทจํานวน 3 เหรียญ เหรียญ 5 บาทจํานวน 5 เหรียญ และ เหรียญ 10 บาทจํานวน 6 
เหรียญ เหรียญท้ังหมดบรรจุในกล่อง ในการหยิบเหรียญออกมาพร้อมกันอย่างน้อย 3 เหรียญ จํานวนวธิีท่ีจะได้
เหรียญครบทุกชนิดมีข้ันตอนการนับดังน้ี 
 จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 1 บาท จํานวน 1, 2, 3, 4 เหรียญ มี 4 วิธ ี
 จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 5 บาท จํานวน 1, 2, 3, 4, 5 เหรียญ มี 5 วิธ ี
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 จํานวนวธิีท่ีจะได้เหรียญ 10 บาท จํานวน 1, 2, 3, 4, 5, 6 เหรียญ มี 6 วิธี 
เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีท้ังหมด = (4)(5)(6) = 120 วิธ ี               
43. แนวคิด แบบที่ 1 ให้ K เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ 
เพราะฉะน้ันมี A, B, C, D  N ท่ีทําให้ K = 5A + 4, K = 4B + 3, K = 3C + 2 และ K = 2D + 1 

เพราะฉะน้ัน 5  (K + 1), 4  (K + 1), 3  (K + 1) และ 2  (K + 1) เพราะฉะน้ัน cm(5, 4, 3, 2)  (K + 1) 

เพราะว่า cm(5, 4, 3, 2) = 60 เพราะฉะน้ัน 60  (K + 1) 
หมายเหตุ ให้ K เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ  
 เพราะฉะน้ัน K + 1 เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 ลงตัว 

 เพราะฉะน้ัน K + 1 เป็นตัวคูณร่วมมากของ 5, 4, 3, 2  เพราะฉะนั้น cm(5, 4, 3, 2) หาร K + 1 ลงตัว 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ 
คือ  K + 1 = 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600 
  K = 59, 119, 179, 239, 299, 359, 419, 479, 539, 599 
เพราะฉะน้ัน 539 เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1  
และหารด้วย 11 ลงตัว 
แบบที่ 2 ให้ W เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 และหารด้วย 11 ลงตัว 
เพราะฉะน้ัน 60  (W + 1) 
เพราะฉะนั้นมีจํานวนเต็ม r ท่ีทําให้ W + 1 = 60r จัดรูปเป็น W = 60r – 1 = 55r + 5r – 1 
เพราะว่า 11  W เพราะฉะน้ัน 11  (55r + 5r – 1) เพราะฉะน้ัน 11  (5r – 1) เลือก r = 9 
เพราะฉะน้ัน W = 60(9) – 1 = 540 – 1 = 539 
แบบที่ 3 ให้ x เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ  
และหารด้วย 11 ลงตัว 
 

x 4 (mod  5)
x 3 (mod  4)
x 2 (mod  3)

 x 1 (mod  2)
 x 0 (mod  11)

 
   
 
  

  
x 1 (mod  5)
x 1 (mod  4)
x 1 (mod  3)
 x 1 (mod  2)
 x 0 (mod  11)

  
     
  
  

   x 1 (mod  cm(5,4,3,2))
x 0 (mod  11))
 


    x 1 (mod  60)
x 0 (mod  11))
 
  

 

เพราะฉะน้ันมีจํานวนเต็ม s, t ท่ีทําให้ x = –1 + 60s และ x = 0 + 11t เพราะฉะน้ัน –1 + 60s = 11t 
เพราะฉะน้ัน 60s – 11t = 1  
เลือก s = 9 และ t = 49 จะได้ 60s – 11t = 60(9) – 11(49) = 540 – 539 = 1  
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เพราะฉะน้ัน x = –1 + 60(9) = 539 

เพราะฉะนั้น x  539 (mod cm(60, 11))  539 (mod 660) 
เพราะฉะน้ัน 539 เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 5, 4, 3, 2 เหลือเศษ 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ  
และหารด้วย 11 ลงตัว                       

44. แนวคิด แบบที่ 1 ให้ K เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 6, 5, 4, 3 เหลือเศษ 5, 4, 3, 2 ตามลําดับ 
เพราะฉะน้ันมี A, B, C, D  N ท่ีทําให้ K = 6A + 5, K = 5B + 4, K = 4C + 3 และ K = 3D + 2 

เพราะฉะน้ัน 6  (K + 1), 5  (K + 1), 4  (K + 1) และ 3  (K + 1) เพราะฉะน้ัน cm(6, 5, 4, 3)  (K + 1) 

เพราะว่า cm(6, 5, 4, 3) = 60 เพราะฉะน้ัน 60  (K + 1)  
เพราะฉะน้ัน K + 1 = 60, 120, 180, 240, 300, ... เพราะฉะน้ัน K = 59, 119, 179, ...  

เพราะว่า 119 หารด้วย 17 ลงตัว และ 119 หารด้วย 60 เหลือเศษ 59 และ cm(17, 60) = 1020 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 17 ลงตัว และหารด้วย 60 เหลือเศษ 59 คือ 119, 1139, 2159, 3179,  
4199, 5219, 6239, ... 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท่ีใหญ่ท่ีสุดและมีค่าไม่เกิน 6543 ซึ่งหารด้วย 6, 5, 4, 3 เหลือเศษ 5, 4, 3, 2  
ตามลําดับ และหารด้วย 17 ลงตัว คอื 6239 
หมายเหตุ การหาค่า K สามารถใช้เหตุผลดังน้ี 
เพราะวา่ K เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 6, 5, 4, 3 แล้วเหลือเศษ 5, 4, 3, 2 
เพราะฉะน้ัน K + 1 เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 6, 5, 4, 3 ลงตัว 

เพราะฉะน้ัน K + 1 = cm(6, 5, 4, 3) = 60 เพราะฉะน้ัน K = 59 

แบบที่ 2 ให้ x เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 6, 5, 4, 3 เหลือเศษ 5, 4, 3, 2 ตามลําดับ  
และหารด้วย 17 ลงตัว 
 

x 5 (mod  6)
x 4 (mod  5)
x 3 (mod  4)
x 2 (mod  3)
x 0 (mod  11)

 
   
 
  

  
x 1 (mod  6)
x 1 (mod  5)
x 1 (mod  4)
x 1 (mod  3)
x 0 (mod  11)

  
     
  
  

   x 1 (mod  cm(6,5,4,3))
x 0 (mod  11))
 


    x 1 (mod  60)
x 0 (mod  11))
 
  

 

เพราะฉะน้ันมีจํานวนเต็ม s, t ท่ีทําให้ x = –1 + 60s และ x = 0 + 17t เพราะฉะน้ัน –1 + 60s = 17t 
เพราะฉะน้ัน 60s – 17t = 1 เลือก s = 2 และ t = 7 จะได้ 60s – 17t = 60(2) – 17(7) = 120 – 119 = 1 
เมื่อ s = 2 จะได้ x = –1 + 60s = 119 เพราะฉะนั้น x  119 (mod 60) และ x  119 (mod 17) 
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เพราะฉะน้ัน x  119 (mod cm(60, 17))  119 (mod 1020) 
เพราะฉะน้ัน x = 119 + 1020k เมื่อ k เป็นจํานวนเต็ม 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท่ีหารด้วย 17 ลงตัวและหารด้วย 60 เหลือเศษ 59 คือ 119, 1139, 2159, 3179,  
4199, 5219, 6239, ... 
เพราะฉะน้ันจํานวนเต็มบวกท่ีใหญ่ท่ีสุดและมีค่าไม่เกิน 6543 ซึ่งหารด้วย 6, 5, 4, 3 เหลือเศษ 5, 4, 3, 2  
ตามลําดับ และหารด้วย 17 ลงตัวคือ 6239                  

45. แนวคิด ให้ K เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2  
เหลือเศษ 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 ตามลําดับ  
พราะฉะน้ัน K + 1 เป็นจํานวนเต็มบวกท่ีเล็กท่ีสุดท่ีหารด้วย 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 ลงตัว 

เพราะฉะน้ัน K + 1 เท่ากับ cm(9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2) = 32   23   5  7 = 2520 
เพราะว่า 2520 หาร K + 1 ลงตัว เพราะฉะน้ันมีจํานวนเต็มบวก m ท่ีทําให ้K + 1 = m(2520) 
เพราะฉะนั้น K = m(2520) – 1 
หาคา่ m มากท่ีสุดท่ีทําให้      m(2520) – 1  9! 
                m(2520)  9! – 1 
                 m  

2520
1 !9   = 

2520
1362880   = 143.99 

เลือก m = 143 เพราะฉะน้ัน K = 143(2520) – 1 = 360359             

46. แนวคิด ให้ n เป็นจาํนวนเต็มบวกและ n  4 
สมมติ n + 1 ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ                   ... (1) 
เพราะฉะน้ันมีจํานวนเต็มบวก a, b โดยท่ี 2  a  n + 1 และ 2  b  n + 1 ท่ีทําให้ n + 1 = ab 
เพราะว่า a, b เป็นจํานวนเต็มบวก เพราะฉะน้ัน 2  a  n และ 2  b  n 
เพราะว่า n + 1  5 เพราะฉะน้ัน a และ b เท่ากับ 2 พร้อมกันไม่ได้ 
กรณีที่ 1 a  b เพราะว่า 2  a  n, 2  b  n เพราะฉะน้ัน a  n! และ b  n! 
 เพราะฉะน้ัน ab  n!  
 เพราะว่า n + 1 = ab เพราะฉะนั้น (n + 1)  n! 
กรณีที่ 2 a = b เพราะฉะน้ัน n + 1 = 2a                ... (2) 
หมายเหต ุทุกค่า k  4  
 จะได้ k – 4  0  (k – 4)k  0  2k  – 4k  0  4k  2k   k   

2
k  
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 เพราะฉะน้ัน a = 2a  = 1n    
2

1n   เพราะฉะน้ัน 2a  n + 1 

 ถ้า 2a = n + 1 แล้ว 2a = 2a  ทําให้ a = 2 ทําให้เกิดข้อขัดแย้งกับ n + 1  5 
 เพราะฉะน้ัน 2a  n + 1  
 เพราะฉะน้ัน 2a  n และ (2a)!  n!                ... (3) 
 เพราะว่า (2a)! = 1  2  3  ...  a(a + 1)(a + 2) ... (a + a) เพราะฉะน้ัน 2a   (2a)!    ... (4) 
 จาก (3) และ (4) จะได้ 2a   n!  
 เพราะว่า n + 1 = 2a  (จาก (2)) เพราะฉะน้ัน (n + 1)  n! 
เพราะฉะน้ัน ถ้า n + 1 ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว (n + 1)  n! 
หมายเหต ุสมมติ n + 1 เป็นจํานวนเฉพาะ 
เพราะฉะน้ันจึงไม่มีตัวประกอบร่วม 1, 2, 3, ... , n – 1, n ใน n! ท่ีเป็นตัวประกอบร่วมของ n + 1 
เพราะฉะน้ัน n + 1 หาร n! ไม่ลงตัว  
เพราะฉะน้ัน ถ้า n + 1 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว n + 1 หาร n! ไม่ลงตัว 
กล่าวอกีนัยหน่ึงคือ ถ้า n + 1 หาร n! ลงตัวแล้ว n + 1 ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ 
เพราะฉะนั้นเมื่อ n  4 เราสรุปได้ว่า  
  n + 1 ไม่เป็นจํานวนเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ n + 1 หาร n! ลงตัว 
หรือ  n + 1 เป็นจํานวนเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ n + 1 หาร n! ไม่ลงตัว            

47. แนวคิด (n + 1)  n! ก็ต่อเม่ือ n + 1 เป็นจํานวนเฉพาะ เม่ือ n  4 
เพราะฉะน้ัน n  (n – 1)! ก็ต่อเม่ือ n เป็นจํานวนเฉพาะ เม่ือ n  5 
เพราะฉะน้ัน { n  n เป็นจํานวนเต็มบวกซ่ึงน้อยกว่า 51 และ n  (n – 1)! } 
 = { n  5  n  50 และ n  (n – 1)! }  { 2, 3, 4 } 
 = { n  5  n  50 และ n เป็นจํานวนเฉพาะ }  { 2, 3, 4 } 
 = { 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 }  { 2, 3, 4 } 
 = { 2, 3, 4, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 } 
มีจํานวนท้ังหมด 16 ตัว                       

48. แนวคิด ให้ cos A = 2k, cos B = 9k และ cos C = 12k และ k  0        ... (1) 
เพราะว่า        cos(A + B) = cos(180 – C) 
       cos A cos B – sin A sin B = –cos C 
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 (2k)(9k) – Acos1 2 Bcos1 2  = –12k 
     18 2k  – 2k41 2k811  = –12k 
       – 2k41 2k811  = –12k – 18 2k  
       1 – 85 2k  + 324 4k  = 144 2k  + 432 3k  + 324 4k  
     432 3k  + 229 2k  – 1 = 0 
    (16k – 1)(27 2k  + 16k + 1) = 0 

เพราะฉะน้ัน k = 
16
1  หรือ k = 

)27(2

)1)(27(41616 2   = 
27

378   0 

เพราะว่า k  0 เพราะฉะน้ัน k = 
16
1                  ... (2) 

เพราะฉะน้ัน cos A = 
16
2  = 

8
1            (จาก (1) และ (2)) 

   sin A = Acos1 2  = 
64
11  = 

64
63  

   cos B = 
16
9             (จาก (1) และ (2)) 

   sin B = Bcos1 2  = 
256
811  = 

256
175  

   cos C = 
16
12  = 

4
3            (จาก (1) และ (2)) 

   sin C = Ccos1 2  = 
16
91  = 

16
7  

เพราะฉะน้ัน sin A : sin B : sin c = 63
64

 : 175
256

 : 7
16

  

 = 252
256

 : 175
256

 : 112
256

 
 = 252  : 175  : 112   
 = 6 7  : 5 7  : 4 7   
 = 6 : 5 : 4                         

49. แนวคิด เพราะว่า arcsin(cos(arcsin x))  = arcsin(cos(arccos 2x1 ))  
            = arcsin( 2x1 ) 
และ        arccos(sin(arccos x)  = arccos(sin(arcsin 2x1 ))  
            = arccos( 2x1 ) 
เพราะฉะน้ัน arcsin(cos(arcsin x)) + arccos(sin(arccos x))  
     = arcsin( 2x1 ) + arccos( 2x1  ) = 

2
             
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50. แนวคิด  
2 

3x
2


 – 
2 4 61  x   x   x   ...

2
     = 0 

             
2

3x
2


 = 
2 4 61  x   x   x   ...

2
     

              – 2
3x

 = 1 + 2x  + 4x  + 6x  + ...  

             = 
2

1

1 x
        เม่ือ  2x    1 

         2 2x  – 3x – 2 = 0 
         (2x + 1)(x – 2) = 0 
            x = –

2
1 , –2 

เพราะว่า  2x    1 เพราะฉะน้ัน x = –
2
1                  

 



 

ปัญหาเสริมความรู้มุ่งสู่คณิตศาสตร์โอลิมปิก 
ชุดท่ี 2 

1. ให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรี m ท่ีมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนเต็ม 
 ถ้า p(x) หารด้วย x – 1, x – 2, x – 3 เหลือเศษ 1, 2, 3 ตามลําดับ  
 แล้ว p(x) หารด้วย (x – 1)(x – 2)(x – 3) เหลือเศษเท่าใด 
2. ให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรี m ท่ีมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนเต็ม  
 ถ้า p(x) หารด้วย x – 2, x – 3, x – 4 เหลือเศษ 2, 3, 4 ตามลําดับ  
 แล้ว p(x) หารด้วย (x – 2)(x – 3)(x – 4) เหลือเศษเท่าใด 
3. ให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรี m ท่ีมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนเต็ม  
 ถ้า p(x) หารด้วย x – 1, x – 2, x – 3, x – 4 เหลือเศษ 1, 2, 3, 4 ตามลําดับ 
 แล้ว p(x) หารด้วย (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) เหลือเศษเท่าใด 
4. ให้ a, b, c, d เป็นจํานวนเต็ม และ p(x) เป็นพหุนามท่ีมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนเต็ม  
 ถ้า p(x) เป็นพหุนามดีกรี m ท่ีหารด้วย x – a, x – b, x – c, x – d เหลือเศษ a, b, c, d 
 แล้ว p(x) หารด้วย (x – a)(x – b)(x – c)(x – d) เหลือเศษเท่าใด 
5. ให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรี m ท่ีมีสัมประสิทธิ์เป็นจํานวนเต็ม และ n เป็นจํานวนเต็มบวกโดยที่ n  m 
 ถ้า x – ia  หาร p(x) เหลือเศษ ia  ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n  
 แล้ว (x – 1a )(x – 2a ) ... (x – na ) หาร p(x) เหลือเศษเท่าใด 
6.  6.1 ให้ A = { n  n! ลงท้ายด้วย 0 จํานวน 1 ตัว } จงหาเซต A 
 6.2 จงแสดงว่า จํานวนของเลข 0 ท่ีอยู่ท้าย n! เท่ากับจํานวนตัวประกอบของเลข 5 ใน n! 
7. ให้ A = { n  n! ลงท้ายด้วย 0 จาํนวน 40 ตัว } จงหาเซต A 
8. ให้ A = { n  n! ลงท้ายด้วย 0 จาํนวน 247 ตัว } จงหาเซต A 
 ข้อตกลง gcd(m, n) หมายถึงตัวหารร่วมมากของจํานวนเต็ม m และ n 

              cm(m, n) หมายถึงตัวคณูร่วมน้อยของจํานวนเต็ม m และ n 
9. ให้ a, b, c เป็นจํานวนเต็มและ gcd(a, b) = d 
 9.1 จงแสดงว่า สมการ ax + by = c มีผลเฉลยเป็นจํานวนเต็ม ก็ต่อเม่ือ d  c 
 9.2 จงแสดงว่า ถ้า (x = *x , y = *y ) เป็นคําตอบชุดหน่ึงของสมการ ax + by = c 
  แล้วผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ x = *x  + (

d
b )t และ y = *y  – (

d
a )t เม่ือ t เป็นจํานวนเต็ม 
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10. ให้ a, b, c, d, e เปน็จํานวนเต็มบวกและ b  a 
 จงแสดงว่า ถ้า gcd(d, e)  (b – a) แล้วจะมีจํานวนเต็มบวก x, y ท่ีทําให้ dx – ey = b – a 
11. ให้ x, y เป็นจํานวนเต็มบวก และ  A = { 5 + rx  r  N } = { 5, 5 + x, 5 + 2x, 5 + 3x, ... } 
          B = { 8 + sy  s  N } = { 8, 8 + y, 8 + 2y, 8 + 3y, ... }  
 จงแสดงว่า A  B   ก็ต่อเม่ือ gcd(x, y)  ( 8 – 5) 
12. ให้ a, b, d, e เป็นจํานวนเต็มบวก และ A = { a, a + d, a + 2d, ... } และ B = { b, b + e, b + 2e, ... } 
 จงแสดงว่า A  B   ก็ต่อเม่ือ gcd(d, e)  (b – a) 
13. ให้ n เป็นจาํนวนเต็มบวก และ n  1  
 จงแสดงว่า n! + 2, n! + 3, n! + 4, ... , n! + n เป็นจํานวนประกอบ 
14. ให้ p และ p + 2 เป็นจํานวนเฉพาะ และ p  5 จงแสดงว่า 6  (p + 1) 
15. ให้ p และ p + 2 เป็นจํานวนเฉพาะและ p  5 จงแสดงว่า 12  (2p + 2) 
16. ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า n และ n + 1 เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ 
17. ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวกคี่ จงแสดงว่า n และ n – 2 เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ 
18. ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า n! + 1 และ (n + 1)! + 1 เป็นจํานวนเฉพาะสัมพัทธ์ 
19. ให้ a, b เป็นจํานวนเต็มบวกและ a  b  
 จงแสดงว่า ถ้า gcd(a, b) = 1 แล้ว gcd(a + b, a – b) = 1 หรือ 2 
20. ให้ a, b, c เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า ถ้า gcd(a, b) = 1 และ c  (a + b) แล้ว gcd(a, c) = 1 
21. ให้ b, c, m เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา่ ถ้า gcd(b, c) = 1 และ m  b แล้ว gcd(m, c) = 1 
22. 22.1 ให้ a, b เป็นจาํนวนเต็ม และ p เป็นจํานวนเฉพาะ 

  จงแสดงว่า ถ้า (p  cm(a, b) และ p  (a + b)) แล้ว (p  a และ p  b) 

 22.2 จงหาจาํนวนเต็มบวก a, b ท่ีทําให้ a + b = 5432 และ cm(a, b) = 223020 
23. ให้ d, M เป็นจํานวนเต็มบวก 

 จงแสดงว่า มีจํานวนเต็มบวก a, b ท่ีทําให้ d = gcd(a, b) และ M = cm(a, b) ก็ต่อเม่ือ d  M 
24. ให้ a, b และ m เปน็จํานวนเต็มบวก 

 จงแสดงว่า cm(ma, mb) = m cm(a, b) และ gcd(ma, mb) = m gcd(a, b) 
25. ให้ a, b และ n เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า ถ้า gcd(a, b) = 1 แล้ว gcd( na , nb ) = 1 
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26. ให้ a, b และ n เป็นจํานวนเต็มบวก  

 จงแสดงว่า gcd( na , nb ) = (gcd(a, b)) n  และ cm( na , nb ) = (cm(a, b)) n  

27. ให้ a, b และ n เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า ถ้า na   nb  แล้ว a  b 
28. 28.1 จงแสดงว่า 2a  + 2b  + 2c  = 1849 มีผลเฉลยเป็นจํานวนเต็ม 
 28.2 จงแสดงว่า 2a  + 2b  + 2c  = 2023 ไม่มีผลเฉลยเป็นจํานวนเต็ม 
29. ให้ a, b, m, n เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า ถ้า gcd(a, b) = 1 แล้ว gcd( ma , nb ) = 1 
30. ให้ S = { gcd( 3a , 4b )  a, b เป็นจํานวนเต็มบวก และ gcd(a, b) = 10 } จงหาเซต S 
31. ให้ a, b เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่า ถ้า 3a   2b  แล้ว a  b 
32. จงหาจํานวนตรรกยะบวกท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดท่ีสามารถเขียนในรูปของ x

30
 + y

36
 เม่ือ x, y เป็นจํานวนเต็ม 

33. ให้ k เป็นจํานวนเต็มบวก จงแสดงว่าทุกจํานวนเต็มบวกในรูปแบบ 4k + 3 ต้องมีตัวประกอบ 
 จํานวนเฉพาะ p ในรูปแบบ p = 4d + 3 เมื่อ d เป็นจํานวนเต็มบวก 
34. จงแสดงว่า A = { p  p เป็นจํานวนเฉพาะและมี k  N ท่ีทําให้ p = 4k + 3 } เป็นเซตอนันต์ 
35. จงหาจํานวนเต็มบวก n ท่ีทําให้ n(n + 1)(n + 2)(n + 3) เป็นกําลังสองสัมบูรณ์ 
36. ให้ 0a , 1a , 2a , ... , na   { 0, 1, 2, ... , 9 } และ M = 0a  + 1a 10 + 2a 210  + ...+ na n10  
 36.1 จงแสดงว่า 3  M ก็ต่อเม่ือ 3  ( 0a  + 1a  + 2a  + ... + na ) 
 36.2 จงแสดงว่า 9  M ก็ต่อเม่ือ 9  ( 0a  + 1a  + 2a  + ... + na ) 
37. ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก และ N = 

n3  terms

777...7  เป็นจํานวนท่ีประกอบด้วย 7 จาํนวน n3  หลัก  

 จงแสดงว่า n3   N 
38. บทนิยาม จํานวนเต็มบวก n เป็น กําลัง m สมบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ มีจํานวนเต็มบวก k ท่ีทําให้ mk  = n  
 จงแสดงว่าไม่มีจํานวนเต็มบวกท่ีเปน็กําลังสองสัมบูรณ์ในรูปแบบ 3k + 2 เม่ือ k เปน็จํานวนเต็ม 
39. จงแสดงว่า ถ้า ab, ac, bc เป็นกําลังสามสัมบูรณ์แล้ว a, b, c เป็นกาํลังสามสัมบูรณ์ 
40. ให้ a, b, m เป็นจํานวนเต็มบวก 
 จงแสดงว่า ถ้า gcd(a, b) = 1 และ ab เป็นกําลัง m สัมบูรณ์ แล้ว a และ b เป็นกาํลัง m สัมบรูณ์ 
41. จงแสดงว่า n8  + 1 เปน็จํานวนประกอบทุกค่า n ท่ีเป็นจํานวนเต็มบวก 
42. ให้ A = { p  p เป็นจํานวนเฉพาะ และ 17p – 1 เป็นกําลังสามสัมบรูณ์ } จงหาเซต A 
43. 43.1 ให้ U = { 1, 2, 3, ... , 10 } และ A = { n  U  n2  + 2n  หารด้วย 7 ลงตัว } จงหาเซต A 
 43.2 จงแสดงว่า 7  ( n2  + 2n ) ทุกค่า n  N 
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44. ให้ U = { 500, 501, ... , 2000 }, A = { x  U  3  x } และ B = { x  U  7  x } 
 จํานวนสมาชกิของ A, B, A  B และ A  B เท่ากับเท่าใด 
45. ให้ n = 1n

1p 2n
2p 3n

3p  ... kn
kp   

 เมื่อ ip  เป็นจํานวนเฉพาะ in  เป็นจํานวนเต็มบวก ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , k 
 จงแสดงว่า n เป็นกําลังสองสัมบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ in  เป็นจํานวนเต็มบวกคู่ ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , k 
46. จํานวน 

!003 !100
!400  ลงท้ายด้วยเลขศูนย์กี่ตัว 

47. จงแสดงว่าเม่ือ n มีค่ามาก จํานวนของเลขศูนย์ท่ีอยู่ท้ายสุดของ n! มีจํานวนใกล้เคียงกับ n
4

 

48. จงหาค่าสูงสุดและค่าตํ่าสุดของ cos x – cos 3x เม่ือ 0  x    
49. จงหาค่าของ cos 36 – cos 72 และ cos 36 cos 72 
50. จงหาค่าของ cos 18 และ sin 18 
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เฉลยปัญหาเสริมความรูมุ่้งสู่คณิตศาสตร์โอลิมปิก ชุดที่ 2 
1. แนวคิด แบบที่ 1 สมมติ p(x) = q(x)((x – 1)(x – 2)(x – 3)) + A 2x  + Bx + C 
เพราะว่า x – 1 หาร p(x) เหลือเศษ 1  เพราะฉะน้ัน      A + B + C = 1       ... (1) 
เพราะว่า x – 2 หาร p(x) เหลือเศษ 2  เพราะฉะน้ัน   4A + 2B + C = 2        ... (2) 
เพราะว่า x – 3 หาร p(x) เหลือเศษ 3  เพราะฉะน้ัน  9A + 3B + C = 3        ... (3) 
จาก (1), (2) และ (3) จะได้ A = 0, B = 1 และ C = 0 เพราะฉะนั้น p(x) = q(x)(x – 1)(x – 2)(x – 3) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – 1)(x – 2)(x –3) หาร p(x) เหลือเศษ x 

แบบที่ 2 สมมติ x – k หาร p(x) เหลือเศษ k ทุกค่า k = 1, 2, 3 เพราะฉะน้ัน p(k) = k ทุกค่า k = 1, 2, 3 
ให้ g(x) = p(x) – x เพราะฉะนั้น g(k) = 0 ทุกค่า k = 1, 2, 3 
เพราะฉะน้ัน g(x) = (x – 1)(x – 2)(x – 3)q(x) เมื่อ q(x) เป็นพหุนามดีกรี m – 3 
   p(x) – x = (x – 1)(x – 2)(x – 3)q(x) 
    p(x) = (x – 1)(x – 2)(x – 3)q(x) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – 1)(x – 2)(x – 3) หาร p(x) เหลือเศษ x              

2. แนวคิด แบบที่ 1 สมมติ p(x) = q(x)(x – 2)(x – 3)(x – 4) + r(x) และ r(x) เป็นพหุนามดีกรีไม่เกิน 2 
เพราะว่า x – 2, x – 3, x – 4 หาร p(x) เหลือเศษ 2, 3, 4 ตามลําดับ 
เพราะฉะน้ัน x – 2, x – 3, x – 4 หาร r(x) เหลือเศษ 2, 3, 4 ตามลําดับ 
เพราะฉะน้ัน r(2) = 2, r(3) = 3, r(4) = 4 เลือก g(x) = r(x) – x จะได้ g(2) = g(3) = g(4) = 0 
เพราะฉะน้ัน (x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร g(x) ลงตัว และ x – 2, x – 3, x – 4 หาร g(x) + x เหลือเศษ x  
เพราะว่า r(x) = g(x) + x เพราะฉะน้ัน (x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร r(x) เหลือเศษ x 
เพราะว่า p(x) = q(x)(x – 2)(x – 3)(x – 4) + r(x) เพราะฉะน้ัน (x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร p(x) เหลือเศษ x 
แบบที่ 2 สมมติ x – k หาร p(x) เหลือเศษ k ทุกค่า k = 2, 3, 4  
เพราะฉะน้ัน p(k) = k ทุกค่า k = 2, 3, 4 
ให้ g(x) = p(x) – x                      ... (1) 
เพราะฉะน้ัน g(k) = 0 ทุกค่า k = 2, 3, 4 
เพราะฉะน้ัน  g(x) = (x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x) เม่ือ q(x) เป็นพหุนามดีกรี m – 3 
   p(x) – x = (x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x)          (จาก (1)) 
     p(x) = (x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร p(x) เหลือเศษ x              



คณิตศาสตร์ปรนัย เล่มท่ี 24 46 

3. แนวคิด แบบท่ี 1 สมมติ p(x) = q(x)((x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4)) + A 3x  + B 2x  + Cx + D 
เพราะว่า p(x) หารด้วย x – 1 เหลือเศษ 1 เพราะฉะน้ัน p(1) = 1 
เพราะฉะน้ัน         A + B + C + D = 1               ... (1) 
ในทํานองเดียวกัน เพราะว่า x – 2, x – 3, x – 4 หาร p(x) เหลือเศษ 2, 3, 4 
เพราะฉะน้ัน       8A + 4B + 2C + D = 2               ... (2) 
        27A + 9B + 3C + D = 3               ... (3) 
          64A + 16B + 4C + D = 4               ... (4) 
โดยการแก้สมการจาก (1) – (4) จะได้ A = 0, B = 0, C = 1 และ D = 0 
เพราะฉะน้ัน p(x) = q(x)((x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4)) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร p(x) เหลือเศษ x 

แบบที่ 2 สมมติ x – k หาร p(x) เหลือเศษ k, k = 1, 2, 3, 4 
เพราะฉะน้ัน p(k) = k ทุกค่า k = 1, 2, 3, 4 
ให้ g(x) = p(x) – x                      ... (1) 
เพราะฉะน้ัน g(k) = 0 ทุกค่า k = 1, 2, 3, 4 
เพราะฉะน้ัน  g(x) = (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x) เมื่อ q(x) เป็นพหุนามดีกรี m – 4 
    p(x) – x = (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x)         (จาก (1)) 
     p(x) = (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4)q(x) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) หาร p(x) เหลือเศษ x            

4. แนวคิด สมมติ x – k หาร p(x) เหลือเศษ k ทุกค่า k = a, b, c, d  
เพราะฉะน้ัน p(k) = k ทุกค่า k = a, b, c, d  
เพราะฉะน้ัน p(a) = a, p(b) = b, p(c) = c และ p(d) = d 
ให้ g(x) = p(x) – x                      ... (1) 
เพราะฉะน้ัน g(k) = 0 ทุกค่า k = a, b, c, d 
เพราะฉะน้ัน  g(x) = (x – a)(x – b)(x – c)(x – d)q(x) เมื่อ q(x) เป็นพหุนามดีกรี m – 4 
   p(x) – x = (x – a)(x – b)(x – c)(x – d)q(x)         (จาก (1)) 
     p(x) = (x – a)(x – b)(x – c)(x – d)q(x) + x 
เพราะฉะน้ัน (x – a)(x – b)(x – c)(x – d) หาร p(x) เหลือเศษ x            
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5. แนวคิด ให้ p(x) เป็นพหุนามดีกรี m  
สมมติ x – ia  หาร p(x) เหลือเศษ ia  ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n          ... (1) 
เพราะฉะน้ัน p( ia ) = ia  ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n             ... (2) 
ให้ g(x) = p(x) – x                      ... (3) 
เพราะฉะน้ัน g( ia ) = 0 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n 
เพราะฉะน้ัน  g(x) = (x – 1a )(x – 2a ) ... (x – na )q(x) เมื่อ q(x) เป็นพหุนามดีกรี m – n 
    p(x) – x = (x – 1a )(x – 2a ) ... (x – na )q(x) 
     p(x) = (x – 1a )(x – 2a ) ... (x – na )q(x) + x        (จาก (3)) 
เพราะฉะนั้น (x – 1a )(x – 2a ) ... (x – na ) หาร p(x) เหลือเศษ x            

6. แนวคิด 6.1 5! = 120 = 32 3 5  , 6! = 720 = 4 22 3 5  , 7! = 5040 = 4 22 3 5 7   ,  
8! = 40320 = 7 22 3 5 7   , 9! = 362880 = 7 42 3 5 7   , 10! = 3628800 = 8 4 22 3 5 7   ,  
11! = 39916800 = 8 4 22 3 5 7 11     เพราะฉะน้ัน A = { 5, 6, 7, 8, 9 } 
6.2 ให้ x เป็นจํานวนเต็มบวก p เป็นจํานวนเฉพาะ 

pe (x) = จํานวนเต็มบวกคา่มากสุดท่ีทําให้ e (x)pp  หาร x ลงตัว 
ตัวอย่างเช่น 10! = 3628800 = 8 4 22 3 5 7    
เพราะฉะน้ัน 2e (10!) = 8, 3e (10!) = 4, 5e (10!) = 2, 7e (10!) = 1 
ให้ n  N จะได้ pe (n!) =  n

p
  +  

2
n

p
  +  

3
n

p
  +  

4
n

p
  + ...   (สูตรเลอจองด์) 

หมายเหตุ ดูหนังสือคณิตศาสตร์ปรนัย เล่มท่ี 37 โลกทฤษฎีจาํนวน หน้า 102 หรือข้อ 24 ชุดท่ี 3 
ให้ k เป็นจํานวนเลขศูนย์ท่ีอยู่ท้ายจํานวนเต็มบวก n!  
เพราะฉะน้ัน k เป็นจํานวนเต็มค่ามากสุดท่ีทําให้ n! = 10 k M และ 10  M เม่ือ M  N      ... (1) 
ให้ K  N และ n! = e (n!)22

e (n!)55 K                ... (2) 
เพราะฉะน้ัน gcd(2, K) = 1 และ gcd(5, K) = 1 และ 5  K และ 2  K        ... (3) 
เพราะว่า  

i
n

2
    

i
n

5
  ทุกค่า i  N เพราะฉะน้ัน 5e (n!)  2e (n!)       ... (4) 

n! = e (n!)52
e (n!)55

e (n!) e (n!)2 52
 K = e (n!)510

e (n!) e (n!)2 52
 K         ... (5) 

เพราะว่า 5  K เพราะฉะน้ัน 5  ( e (n!) e (n!)2 52
 K) เพราะฉะน้ัน 10  ( e (n!) e (n!)2 52

 K) 
เพราะฉะน้ัน n! = e (n!)510

e (n!) e (n!)2 52
 K และ 10  ( e (n!) e (n!)2 52

 K)       ... (6) 
จาก (2) และ (6) จะได้ 5e (n!)  k                 ... (7) 
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เพราะว่า n! = 10 k M = 2 k 5 k M และ n! = e (n!)22
e (n!)55 K 

และ 5e (n!) = จํานวนเต็มบวกคา่มากสุดท่ีทําให้ e (n!)55  หาร n! ลงตัว 
เพราะฉะน้ัน k  5e (n!)                    ... (8) 
จาก (7) และ (8) จะได้ k = 5e (n!)                     

7. แนวคิด n! ลงท้ายด้วยเลขศูนย์จาํนวน 40 ตัว ก็ต่อเม่ือ 40 เป็นจํานวนเต็มค่ามากสุดท่ีทําให้ 405   n! 

5e (n!) = ค่ามากสุดของจาํนวนเต็มบวก k ท่ีทําให้ k5  หาร n! ลงตัว     (จากข้อ 6) 
เพราะฉะน้ัน 40 เป็นจํานวนเต็มค่ามากสุดท่ีทําให้ 405   n! ก็ต่อเม่ือ 5e (n!) = 40 
จะได้ 5e (n!) =  

5
n   +  

25

n   +  
35

n   + ...         (สูตรเลอจองด์) 

5e (125!) =  
5

125   +  
25

125   +  
35

125   +  
45

125   + ... = 25 + 5 + 1 + 0 + ... = 31 

5e (200!) =  
5

200   +  
25

200   +  
35

200   +  
45

200   + ... = 40 + 8 + 1 + 0 + ... = 49 

เพราะว่า (n + 1)! = (n!)(n + 1) 
เพราะฉะน้ันจํานวนของเลขศนูย์ท่ีอยู่ท้าย n! น้อยกว่าหรือเท่ากับ จาํนวนของเลขศูนย์ท่ีอยู่ท้าย (n + 1)! 
เพราะฉะน้ัน 5e (n!)  5e ((n + 1)!) 
เพราะว่า 5e (125!) = 31  5e (n!) = 40  49 = 5e (200!) เพราะฉะนั้น 125  n  200 
เพราะว่า 35   n  45  และจํานวนเต็มในระบบเลขฐาน 5 สามารถเขียน n ได้เป็น  
A 35  + B 25  + C5 + D โดยท่ี A, B, C, D เป็นสมาชิกของ { 0, 1, 2, 3, 4 } 
เพราะฉะน้ันเราเลือกให ้n = 125 + 25s + 5u + v เมื่อ s, u, v  { 0, 1, 2, 3, 4 } 
เพราะฉะน้ัน 5e (n!) =  

5
n   +  

25

n   +  
35

n   + ... 

 =  
5

vu5s25125    +  
25

vu5s25125    +  
35

vu5s25125    + ... 

 = (25 + 5s + 1) + (5 + s) + 1 + 0 + ... 
 = 31 + 6s + u 
เพราะฉะนั้น 5e (n!) = 31 + 6s + u 
เพราะฉะน้ัน 5e (n!) = 40 ก็ต่อเม่ือ 6s + u = 9  
เพราะว่า s, u  { 0, 1, 2, 3, 4 } เพราะฉะน้ัน s = 1 และ u = 3 
n = 125 + 25s + 5u + v = 165 + v เมื่อ v  { 0, 1, 2, 3, 4 } 
เพราะฉะน้ัน A = { 165, 166, 167, 168, 169 }                
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8. แนวคิด n! ลงท้ายด้วยเลขศูนย์จาํนวน 248 ตัว ก็ต่อเม่ือ 248 เป็นจํานวนเต็มค่ามากสุดท่ีทําให้ 2485   n! 

5e (n!) = ค่ามากสุดของจาํนวนเต็มบวก k ท่ีทําให้ k5  หาร n! ลงตัว     (จากข้อ 6) 
เพราะฉะน้ัน 248 เป็นจํานวนเต็มค่ามากสุดท่ีทําให้ 2485   n! ก็ต่อเม่ือ 5e (n!) = 248 
จะได้ 5e (n!) =  

5
n   +  

25

n   +  
35

n   + ...         (สูตรเลอจองด์) 

เพราะว่า 5e (1000!) =  1000
5

  +  
2

1000

5
  +  

3
1000

5
  +  

4
1000

5
  + ...  

     = 200 + 40 + 8 + 1 + 0 = 249 
และ 5e (999!) =  

4
999

5
  +  

4
999

5
  +  

4
999

5
  +  

4
999

5
  + ... = 199 + 39 + 7 + 1 + 0 = 246 

เพราะฉะนั้น 999! ลงท้ายด้วยเลขศูนย์จํานวน 246 ตัว และ 1000! ลงท้ายด้วยเลขศูนย์จํานวน 249 ตัว  
เพราะว่า 5e (n!)  5e ((n + 1)!  5e ((n + 2)!) ทุกค่า n  N 
และ 246 = 5e (999!)  5e (1000!) = 249 
เพราะฉะน้ันไม่มี n ท่ีทําให้ n! ลงท้ายด้วยเลขศูนย์จํานวน 248 ตัว เพราะฉะน้ัน A =       

9. แนวคิด 9.1 () สมมติ ax + by = c มีผลเฉลยเป็นจํานวนเต็ม 
ให้ x = *x  และ y = *y  เป็นผลเฉลยจาํนวนเต็มของ ax + by = c 
เพราะฉะน้ัน c = a *x  + b *y  
เพราะว่า d = gcd(a, b) เพราะฉะนั้น d  a และ d  b เพราะฉะน้ัน d  a *x  และ d  b *y  
เพราะฉะน้ัน d  (a *x  + b *y ) เพราะว่า c = a *x  + b *y  เพราะฉะน้ัน d  c  
() สมมติ d  c  
ให้ k เป็นจํานวนเต็มท่ีทําให้ c = kd  
เพราะว่า d = gcd(a, b) เพราะฉะน้ันมีจํานวนเต็ม r และ s ท่ีทําให้ ra + sb = d      ... (1) 
หมายเหตุ (1) ดูจากหนังสือคณิตศาสตร์ปรนัย เล่มท่ี 37 โลกทฤษฎีจํานวน หน้า 30 
เพราะฉะน้ัน kra+ ksb = kd 
ให้ *x  = kr และ *y  = ks เพราะฉะนั้น *x  และ *y  เป็นจํานวนเต็ม และ *x a + *y b = c 
เพราะฉะน้ันสมการ ax + by = c มีผลเฉลยเป็นจํานวนเต็ม 
9.2 ให้ (x = *x , y = *y ) เป็นคําตอบชุดหน่ึงของสมการ ax + by = c          ... (2) 
คําตอบท่ัวไปของสมการคอื x = *x  + (

d
b )t และ y = *y  – (

d
a )t เมื่อ t เป็นจํานวนเต็ม 

( i ) การแสดงว่า x = *x  + (
d
b )t และ y = *y  – (

d
a )t เมื่อ t เป็นจํานวนเต็ม  

เป็นผลเฉลยของ ax + by = c 
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