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คํานํา 
 หนังสือ อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical Induction) เล่มนี้ได้รวบรวมปัญหาต่างๆ ท่ี
สามารถแสดงข้อพิสูจน์ด้วยหลักอุปนัยเชิงคณติศาสตร์ ตัวอย่างเช่น 
 การพิสูจน์ว่า n12 (1 ) 3

n
    ทุกค่า n  N 

 การพิสูจน์ว่า n(cos x i sin x) cos nx isin nx    ทุกค่า n  N 
 การพิสูจน์ว่า n n n!  ทุกค่า n  N 
 การพิสูจน์ว่า 11 หาร 11n  – n ลงตัว ทุกค่า n  N 
 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ เป็นพื้นฐานสําคัญของการเรียนรู้และใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีสําคัญทาง
คณิตศาสตร์ ปัญหาท่ีรวบรวมไว้ในหนังสือเล่มนี้จะชว่ยให้นักเรียนและนักศึกษาได้ฝึกหัดพิสูจน์สูตร
และข้อความ โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ได้ 
                รองศาสตราจารย์ ดํารงค์ ทิพย์โยธา 
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อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ 
Mathematical Induction 

 
 
 
 
 
 
1. อุปนัยเชิงคณิตศาสตร ์
อุปนัยเชงิคณิตศาสตร์เป็นเคร่ืองมือในการพิสูจน์สูตรหรือข้อความทางคณิตศาสตร์ท่ีสําคัญเช่น 
  1. 1 + 2 + 3 + ... + n = 

2
)1n(n   

  2. 5  ( 5n  – n) 
  3. a + b หาร n2a  – n2b  ลงตัว 

ให้ P(n) เป็นข้อความในพจน์ของ n  
การพิสูจน์วา่ P(n) เป็นจริง เราเลือกใช้อุปนัยเชงิคณิตศาสตร์ได้หลายแบบ 

แบบที่ 1  ถ้า (1) P(1) เปน็จริง 
     (2) ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
    แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 

แบบที่ 2  ให้ m  1  
    ถ้า (1) P(m) เป็นจริง 
     (2) ถ้า P(k) เป็นจริง เมื่อ k  m แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
    แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกค่า n = m, m + 1, m + 2, ... 

แบบที่ 3  ถ้า (1) P(1) เปน็จริง 
     (2) ถ้า P(k) เป็นจริง ทุกค่า k  n แล้ว P(n) เป็นจริง 
    แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 

เทคนิควิธีในการพิสูจน์โดยใช้อุปนัยเชงิคณิตศาสตร์มีหลายแบบดังต่อไปนี้ 
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2. การจัดรปูพีชคณิตจากซ้ายไปเท่ากับขวาหรือจัดรูปเขา้มาหากันตรงกลาง 
ตัวอย่าง 2.1 จงแสดงวา่ 1 + 2 + 3 + ... + n = 

2
)1n(n   ทุกค่า n  N  

แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 1 + 2 + 3 + ... + n = 
2

)1n(n   ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง  
เพราะว่า 

2
)11)(1(   = 1 เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1 
เพราะฉะน้ัน 1 + 2 + 3 + ... + k = 

2
)1k(k   

เพราะฉะน้ัน 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = 
2

)1k(k   + (k + 1) 
 = (k + 1)(

2
k  + 1)  

 = 
2

)2k)(1k(    

 = 
2

)1)1k)((1k(   
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 1 + 2 + 3 + ... + n = 

2
)1n(n   ทุกค่า n  N             

ตัวอย่าง 2.2 จงแสดงวา่ 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 
6
n (n + 1)(2n + 1) ทุกค่า n  N 

แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 
6
n (n + 1)(2n + 1) ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า 

6
1 (1 + 1)(2 (1) + 1) = 21  เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1  
เพราะฉะน้ัน 21  + 22  + 23  + ... + 2k  = 

6
k (k + 1)(2k + 1) 

บวกท้ังสองข้างด้วย (k + 1) 2  จะได้ 
     21  + 22  + 23  + ... + 2k  + (k + 1) 2  = 

6
k (k + 1)(2k + 1) + (k + 1) 2  

  = (k + 1)(
6

)1k2(k   + (k + 1)) 

  = 
6
1k  (2 2k  + k + 6k + 6) 

  = 
6
1k  (2 2k  + 7k + 6)  
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  = 
6
1k  (2k + 3)(k + 2) 

  = 
6
1k  ((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1) 

เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 

6
n (n + 1)(2n + 1) ทุกค่า n  N        

ตัวอย่าง 2.3 จงแสดงวา่ 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = (
2
n (n + 1)) 2  ทุกค่า n  N 

แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = (
2
n (n + 1)) 2  ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า (

2
1 (1 + 1)) 2  = 31  เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1 
เพราะฉะน้ัน 31  + 32  + 33  + ... + 3k  = (

2
k (k + 1)) 2  

บวกท้ังสองข้างด้วย (k + 1) 3  จะได้ 31  + 32  + 33  + ... + 3k  + (k + 1) 3   
 = (

2
k (k + 1)) 2  + (k + 1) 3  

 = (+ 1) 2 (
4
k2  + (k + 1)) 

 = 
4
)1k( 2 ( 2k  + 4k + 4) 

 = 
4
)1k( 2 (k + 2) 2  

 = (
2

)1)1k)((1k(  ) 2  
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = (

2
n (n + 1)) 2  ทุกค่า n  N          

ตัวอย่าง 2.4 จงแสดงวา่ 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n + 1)! – 1 ทุกค่า n  N 
แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 1(1!) + 2(2!) + ... + n(n!) = (n + 1)! – 1 ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า 1(1!) = 1 = (1 + 1)! – 1 เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 
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เพราะฉะน้ัน 1(1!) + 2(2!) + ... + k(k!) = (k + 1)! – 1 
เพราะว่า 1(1!) + 2(2!) + ... + k(k!) + (k + 1)((k + 1)!) = ((k + 1)! – 1) + (k + 1)((k + 1)!) 
 = (k + 1)! – 1 + (k + 1)(k + 1)! 
 = (k + 2)(k + 1)! – 1 
 = ((k + 1) + 1)! – 1 
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 1(1!) + 2(2!) + ... + n(n!) = (n + 1)! – 1 เป็นจริง ทุกค่า n  N        

ตัวอย่าง 2.5 จงแสดงวา่ 1 + 4 + 7 + ... + (3n – 2) = 
2
n (3n – 1) ทุกค่า n  N  

แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 1 + 4 + 7 + ... + (3n – 2) = 
2
n (3n – 1) ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า 

2
1 (3(1) – 1) = 1 เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1  
เพราะฉะน้ัน 1 + 4 + 7 + ... + (3k – 2) = 

2
k (3k – 1)  

บวกท้ัง 2 ข้างด้วย (3(k + 1) – 2) จะได้ 
  1 + 4 + 7 + ... + (3k – 2) + (3(k + 1) – 2) = 

2
k (3k – 1) + (3(k + 1) – 2) 

 = 
2
k (3k – 1) + 3k + 1 

 = 
2

1k6kk3 2    

 = 
2

2k5k3 2   

 = 
2

)1k(  (3k + 2) 

 = 
2

)1)1k(3)(1k(   

เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 1 + 4 + 7 + ... + (3n – 2) = 

2
n (3n – 1) ทุกค่า n  N           

ตัวอย่าง 2.6 จงแสดงวา่ 31  + 33  + 35  + ... + (2n – 1) 3  = 2n (2 2n  – 1) ทุกค่า n  N 
แนวคิด ให ้P(n) แทนข้อความ “ 31  + 33  + 35  + ... + (2n – 1) 3  = 2n (2 2n  – 1) ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า (1) 2 (2(1) 2  – 1) = 1 = 31  เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
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(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1  
เพราะฉะน้ัน 31  + 33  + 35  + ... + (2k – 1) 3  = 2k (2 2k  – 1) 
บวกด้วย (2(k + 1) – 1) 3  ท้ังสองข้างจะได้ 
31  + 33  + 35  + ... + (2k – 1) 3  + (2(k + 1) – 1) 3  = 2k (2 2k  – 1) + (2(k + 1) – 1) 3  

 = 2 4k  – 2k  + (8 3k  + 12 2k  + 6k + 1) 
 = 2 4k  + 8 3k  + 11 2k  + 6k + 1 
 = (2 4k  + 4 3k  + 2k ) + (4 3k  + 8 2k  + 2k) + (2 2k  + 4k + 1) 
 = ( 2k  + 2k + 1)(2 2k  + 4k + 1) 
 = (k + 1) 2 (2(k + 1) 2  – 1) 
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน 31  + 33  + 35  + ... + (2n – 1) 3  = 2n (2 2n  – 1) ทุกค่า n  N        
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3. การจัดรปูแบบทางพีชคณิตที่ตอ้งมีการบวกเข้าและลบออก 
ตัวอย่าง 3.1 จงแสดงวา่ a + b หาร n2a  – n2b  ลงตัว ทุกค่า n  N 
แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ (a + b)  ( n2a  – n2b ) ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า 2a  – 2b  = (a + b)(a – b) เพราะฉะน้ัน (a + b)  ( 2a  – 2b )  
เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง  
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1  
เพราะฉะน้ัน a + b หาร k2a  – k2b  ลงตัว 
  )1k(2a   – )1k(2b   = 2a k2a  – 2b k2b  
 = 2a k2a  – 2a k2b  + 2a k2b  – 2b k2b     (บวกเข้าและลบออก) 
 = 2a ( k2a  – k2b ) + k2b ( 2a  – 2b ) 
เพราะว่า (a + b)  ( k2a  – k2b ), (a + b)  ( 2a  – 2b )  
เพราะฉะน้ัน (a + b)  ( )1k(2a   – )1k(2b  ) 
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน a + b หาร n2a  – n2b  ลงตัว ทุกค่า n  N 
หมายเหต ุ 2a  – 2b  = (a + b)(a – b) 
   4a  – 4b  = ( 2a  – 2b )( 2a  + 2b ) = (a + b)(a – b)( 2a  + 2b ) 
   : 
   na  – nb  = (a + b)( 1na   – 2na  b + 3na  2b  – … + 1nb  ) เมื่อ n เป็นเลขคู่ 
โดยใชสู้ตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตเมื่อพจน์แรก = 1na   และอัตราส่วนร่วม = –

a
b   

เพราะฉะน้ัน 1na   – 2na  b + 3na  2b  – … + 1nb   

     = 
)

a
b(1

))
a
b(1)(a( n1n





   (เพราะว่า n เป็นเลขคู่ เพราะฉะน้ัน (–
a
b ) n  = 

n

n

a

b ) 

     = 
ba
ba nn


                     
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ตัวอย่าง 3.2 จงแสดงวา่ a – b หาร na  – nb  ลงตัว ทุกค่า n  N 
แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ (a – b)  ( na  – nb ) ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า (a – b)  (a – b) เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง  
สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1  
 เพราะฉะน้ัน a – b หาร ka  – kb  ลงตัว 
    1ka   – 1kb   = a ka  – kb b 
  = a ka  – a kb  + a kb  – kb b         (บวกเข้าและลบออก) 
  = a( ka  – kb ) + kb (a – b) 
เพราะว่า (a – b)  ( ka  – kb ) และ (a – b)  (a – b) เพราะฉะน้ัน (a – b)  ( 1ka   – 1kb  ) 
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน (a – b)  ( na  – nb ) ทุกค่า n  N 

หมายเหต ุ 1. 
ba
ba nn


 = 1na   + 2na  b + 3na  2b  + … + 1nb   

    2. โดยใชสู้ตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตจะได้ 

    1na   + 2na  b + 3na  2b  + … + 1nb   = 
)

a
b(1

))
a
b(1(a n1n





  

               = 
ba
ba nn


           

ตัวอย่าง 3.3 จงแสดงวา่ a + b หาร 1n2a   + 1n2b   ลงตัว ทุกค่า n  N  
แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ (a + b)  ( 1n2a   + 1n2b  ) ” 
(1) การแสดงว่า P(1) เปน็จริง 
เพราะว่า 1)1(2a   + 1)1(2b   = a + b เพราะฉะน้ัน (a + b)  ( 1)1(2a   + 1)1(2b  )  
เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง  
สมมติ P(k) เป็นจริง เมื่อ k  1  
เพราะฉะน้ัน a + b หาร 1k2a   + 1k2b   ลงตัว 
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  1)1k(2a   + 1)1k(2b   = 1k2a   + 1k2b   
 = 2a 1k2a   + 2b 1k2b   
 = 2a 1k2a   + 2a 1k2b   – 2a 1k2b   + 2b 1k2b     (บวกเข้าและลบออก) 
 = 2a ( 1k2a   + 1k2b  ) – 1k2b  ( 2a  – 2b ) 
เพราะว่า (a + b)  ( 2a  – 2b ), (a + b)  ( 1k2a   + 1k2b  )  
เพราะฉะน้ัน (a + b)  ( 1)1k(2a   + 1)1k(2b  ) 
เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชงิคณิตศาสตร์ จะได้ P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  N 
เพราะฉะน้ัน a + b หาร 1n2a   + 1n2b   ลงตัว ทุกค่า n  N  
หมายเหต ุเมื่อ n เป็นเลขคี่  
 3a  + 3b  = (a + b)( 2a  – ab + 2b ) 
 5a  + 5b  = (a + b)( 4a  – 3a b + 2a 2b  – a 3b  + 4b ) 
 7a  + 7b  = (a + b)( 6a  – 5a b + 4a 2b  – 3a 3b  + 2a 4b  – a 5b  + 6b ) 
โดยใชสู้ตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตเมื่อ พจน์แรก = 1na   และ อัตราส่วนร่วม = (–

a
b ) 

จะได้ 1na   – 2na  b + 3na  2b  – 4na  3b  + 5na  4b  – … + 1nb   

 = 
)

a
b(1

))
a
b(1)(a( n1n





      (เพราะว่า n เป็นเลขคี่ เพราะฉะน้ัน (–
a
b ) n  = –

n

n

a

b ) 

 = 
ba
ba nn


                         
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