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(Polar Coordinate System)

01
ระบบพิกัดเชงิขั้ว



แคลคูลัส 3
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ในบางครั้งการแก,ป.ญหาต2าง ๆ ในระบบพิกัดฉากนั้นอาจมีความซับซ,อน และต,องใช,

วิธีการแก,ป.ญหาหลายขั้นตอน ซึ่งในการแปลงพิกัดจากระบบพิกัดฉากเปHนระบบพิกัดเชิงขั้วน้ัน 

อาจทำให,ป.ญหาท่ีมีความซับซ,อน กลายเปHนป.ญหาท่ีง2ายกว2าได, สังเกตจากการแปลงพิกัดดังน้ี  

 

ระบบพิกัดเชิงข้ัว (Polar Coordinate System) 
ในระบบพิกัดฉาก 

จุด  ใด ๆ บนระบบพิกัดฉากนั้น สามารถแสดงได,ดังภาพ 1.1 โดยท่ีแกนนอน คือ  

แกน  และแกนต้ัง คือ แกน  

 

 
 

ภาพ 1.1 จุด  ใด ๆ บนระบบพิกัดฉาก 

 

ในระบบพิกัดเชิงข้ัว  

สำหรับจุดใด ๆ บนระบบพิกัดเชิงขั ้วนั ้น จะกำหนดให,มีพิกัดเปHน  โดยท่ี  

เรียกว2า เวกเตอรTรัศมี (radius vector) ซึ่งคือ ระยะทางระหว2างจุด กับจุดกำเนิด (Origin)  

หรือ ขั้ว (Pole) และมุม  เรียกว2า มุมเชิงขั้ว (Polar Angle) ซึ่งคือ มุมระหว2างเวกเตอรTจาก 

จุดกำเนิดไปยังจุดดังกล2าวกับแกนเชิงข้ัว (polar axis)  ในทิศทางทวนเข็มนาlิกา ดังภาพ 1.2 

 

( , )x y

x y

( , )x y

( , )r q r

( , )x y

q

OXox
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงลงจุดพิกัดเชิงขั้วต%อไปนี้และหาจุดพิกัดเชิงขั้วอื่นอีกสองจุดของจุดที่กำหนดให/ 

เม่ือ  

(a)  

(b)  

2. จงลงจุดพิกัดเชิงข้ัวต%อไปน้ีและเปล่ียนเป)นพิกัดฉาก 

(a)  

(b)  

(c)  

3. จงวาดกราฟของสมการท่ีกำหนดให/โดยเปล่ียนเป)นสมการในระบบพิกัดฉาก  

(a)  

(b)  

(c)  

4. จงหาสมการในระบบพิกัดเชิงข้ัวจากสมการในระบบพิกัดฉากต%อไปน้ี  

(a)  

(b)  

(c)  

 

( 0, 0)r r> <

1,
2
pæ ö

ç ÷
è ø

2,
4
pæ ö-ç ÷

è ø

3,
2
pæ ö

ç ÷
è ø

32 2,
4
pæ ö

ç ÷
è ø

1,
3
pæ ö-ç ÷

è ø

2r =

3sinr q=

cscr q=

3x =

2x y= -

2 2 2x y cx+ =



(First Order Differential Equations)
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สมการเชงิอนพัุนธ์อันดับหนึง่ 
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ในโลกของความเป)นจริงนั้นหลายสิ่งหลายอย%างมีความเชื่อมโยงกัน การเปลี่ยนแปลงของ 

บางสิ ่งมีผลกระทบต%ออีกสิ ่ง เช%น ผู /ล%ากับผู /ถูกล%า ประชากรของทั ้งสองสิ ่งนี ้มีความเชื ่อมโยงกัน  

ถ/าประชากรของผู/ถูกล%ามีปริมาณมาก ก็ถือว%าเป)นแหล%งอาหารอันอุดมสมบูรณ_ของผู/ล%า ซ่ึงทำให/ปริมาณ

ของผู/ล%าเพิ่มขึ้นตามไปด/วย แต%เมื่อเวลาผ%านไปจำนวนของเหยื่อไม%สามารถเติบโตได/ทันกับจำนวน 

ของผู/ล%าที่เพิ่มขึ้นได/ จึงทำให/เกิดการขาดแคลนอาหารในระบบ ดังนั้น ผลที่เกิดขึ้น คือ จำนวนผู/ล%าลดลง

ด/วยสาเหตุต%าง ๆ เช%น การฆ%ากันเองระหว%างผู/ล%า หรือขาดอาหารตาย  คณิตศาสตร_สามารถอธิบาย

ปรากฏการณ_นี้ได/ ซึ่งสมการอย%างง%ายที่คุ/นเคยกันก็คือ สมการเชิงอนุพันธ_ (differential equations)  

ในบทน้ีจะศึกษา สมการเชิงอนุพันธ_อันดับหน่ึง (first order differential equations) 

 

นิยาม 2.1 กำหนดให/  เป)นฟ]งก_ชันที่มี  เป)นตัวแปรต/น และถ/าเขียน  

จะเรียก  เป)นตัวแปรตาม 

 

นิยาม 2.2 สมการเชิงอนุพันธ_อันดับหนึ่ง คือ สมการที่ประกอบไปด/วย ตัวแปรต/น  

และตัวแปรตาม  ท่ีอยู%ในรูป  

 

หมายเหตุ : อนุพันธ_สามารถเขียนแทนด/วยสัญลักษณ_ เช%น  แทนอนุพันธ_อันดับหน่ึง

 แทนอนุพันธ_อันดับสอง และอนุพันธ_อันดับสูงมากกว%า 3 จะแทนด/วยสัญลักษณ_  เช%น 

  คือ อนุพันธ_อันดับ 10 เป)นต/น 

 

สมการเชิงอนุพันธ_น้ัน สามารถแบ%งออกเป)น 2 ส%วนใหญ% ๆ คือ สมการเชิงอนุพันธ_สามัญ 

(ordinary differential equations) และสมการเชิงอนุพันธ_ย%อย (partial differential equations)  

ซึ ่งสมการเชิงอนุพันธ_สามัญนั้น สมการจะประกอบไปด/วยอนุพันธ_ของฟ]งก_ชันที่เป)นฟ]งก_ชัน 

ของตัวแปรเดียว  
 

เช%น   เม่ือ  เป)นฟ]งก_ชันของ  

( )f x x ( )y f x=

y

x

y ( , , ) 0F x y y¢ =

y¢

y¢¢ ( )ny
(10)y

1dy y
dt

= + y t
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงหาผลเฉลยของสมการต2อไปน้ีโดยวิธีการแยกตัวแปร 

(a)  
 

(b)  

 

(c)  
 

(d)  
 

(e)  

 

(f)  
 

(g)  
 

(h)  
 

(i)  
 

(j)  
 

(k)  

 

2. จงหาผลเฉลยของสมการเอกพันธTต2อไปน้ี  

(a)  
 

(b)  
 

(c)  
 

(d)  

 

(e)  
 

3 0xdx e dy+ =

( )1 6 dyx x
dx

+ = +

( )2 1y x dy xdx+ =

( ) ( )
1

2 24 1 , 0 1ydy x y dx y= + =

( )24 1 , 1
4

dx x x
dy

pæ ö= + =ç ÷
è ø

( )2 , 1 1x y y xy y¢ = - - = -

( )3 0, 0 3y y y¢+ = = -

( )2 0, 1 3ty y y¢- = =

( )4 0, 1 1ty y y¢+ = =

( ) ( )2 cos2 0, 2y t y y p¢- = = -

( ) ( )2
3, 1 4

1
y y

t y
¢

= =
+

( ) 0x y dx xdy- + =

( )2 0xdx y x dy+ - =

( )2 2 0y yx dx x dy+ - =

dy y x
dx y x

-
=

+

( ) 0ydx x xy dy- + + =



(Higher Order LinearDifferential Equations)
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ในเนื้อหาส%วนนี้จะพิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ_อันดับที่มากกว%าสอง 

ที่เป)นเชิงเส/น ซึ่งมีความสำคัญอย%างมากในการประยุกต_ใช/ในสาขาวิชาต%าง ๆ ก%อนที่จะเข/าสู%การหา

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ_อันดับต%าง ๆ จะขอนำเสนอทฤษฎีบทท่ีสำคัญก%อน ดังน้ี  

 

 

ทฤษฎีบท 3.1 กำหนดให/  และ  เป)นฟ]งก_ชันต%อเน่ืองบนช%วง  

และให/  อยู%ในช%วง  แล/วป]ญหาค%าเร่ิมต/น  
 

 
 

มีผลเฉลยเพียงหน่ึงเดียวบนช%วง  

 

 

ทฤษฎีบท 3.2 กำหนดให/   และ  เป)นผลเฉลยของสมการ 
 

 
 

ท่ีหาค%าได/บนช%วง  โดยท่ี  และ  ต%อเน่ืองบนช%วง  แล/วสำหรับ 

ค%าคงท่ี  และ   ใด ๆ ผลรวมเชิงเส/น (linear combination)  
 

 
 

เป)นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ_เช%นกัน 

 

 

 เรียกว%า เป)นเซตของผลเฉลยพื ้นฐาน (fundamental set of solutions)  

และมีความเป)นอิสระเช ิงเส /นซึ ่งก ันและกัน (linearly independent) ว ิธ ีการหาผลเฉลย 

ที่เป)นอิสระเชิงเส/นจะแนะนำต%อไป เพื่อความสะดวกต%อการอ%านสมการ ในหนังสือเล%มนี้ ส%วนใหญ%

จะเขียน  แทน  เว/นแต%ระบุเพ่ิมเติมในบางส%วน 

( ), ( )p x q x ( )g x ( , )a b

0x ( , )a b

0 0 0 0( ) ' ( ) ( ), ( ) , ( )y p x y q x y g x y x y y x y¢¢ ¢ ¢+ + = = =

( , )a b

1( )y x 2 ( )y x

( ) ( ) 0y p x y q x y¢¢ ¢+ + =

a x b< < ( )p x ( )q x ( , )a b

1c 2c

1 1 2 2( ) ( ) ( )y x c y x c y x= +

{ }1 2,y y

y ( )y x
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วิธีทำ  โดยจะทำตามข้ันตอนเหมือนกับตัวอย%างก%อนหน/า แต%ไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป 

 

ข้ันตอนท่ี 1 หา  โดยกำหนดให/  

 

ดังน้ันได/สมการพหุนามลักษณะเฉพาะเป)น 

 

      
 

                                                    
 

ได/  หรือ  ซ่ึงได/  ซ้ำกัน 3 คร้ัง และ   

 

ดังน้ันได/     

 

                 

 

ข้ันตอนท่ี 2  หา  โดยพิจารณาจาก   

 

               ข้ันแรก  เขียน  ได/เป)น  

 

               ตรวจสอบ จะเห็นว%ามีเทอม  ใน  ซ้ำกับเทอม  ใน  และ  ใน   
                          

   ซ้ำกับเทอม  ใน  

 

ปรับปรุง คูณ  ด/วย  เพราะถ/าคูณด/วย  จะทำให/ไปซ้ำกับเทอม  

เช%นเดียวกันกับการคูณด/วย  ก็จะไปซ้ำกับเทอม  และคูณ  
 

                                     ด/วย  ดังน้ันได/  

 

 

ตตััววออยย่่าางง  33..2288    
 

จงเขียนผลเฉลยเฉพาะ  โดยไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป ของสมการเชิงอนุพันธ_  
 

 
 

hy
( ) ( )4 3 0y y+ =

4 3 0r r+ =

( )3 1 0r r + =

3 0r = 1 0r + = 0r = 1r = -

0 0 2 0
1 2 3 4

x x x x
hy c e c xe c x e c e-= + + +

2
1 2 3 4      xc c x c x c e-= + + +

py ( ) 1 xf x e-= -

py x
py A Be-= +

A py 1 c hy
xBe-

py 4
xc e- hy

A 3x x 2c x
2x 3

3c x

xBe- x 3 x
py Ax Bxe-= +

py

2 55 4 xy y y x e¢¢ ¢- + =
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วิธีทำ  โดยจะทำตามข้ันตอนเหมือนกับตัวอย%างก%อนหน/า แต%ไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป 

 

ข้ันตอนท่ี 1 หา  โดยกำหนดให/  

 

  ได/สมการพหุนามลักษณะเฉพาะและมีค%ารากเป)น 

 

                         
 

          
 

                                                              

 ดังน้ันได/   

 

ข้ันตอนท่ี 2  หา  โดยพิจารณาจาก  

              ข้ันแรก  เขียน  ซ่ึงได/    

                  ตรวจสอบ  จะเห็นว%าไม%มีเทอมใดซ้ำกันเลยระหว%าง  กับ   

       เน่ืองจากกำลังของฟ]งก_ชันเลขช้ีกำลังไม%เหมือนกัน ดังน้ันได/ 
 

 

 

 

ตตััววออยย่่าางง  33..2299    
 

จงเขียนผลเฉลยเฉพาะ  โดยไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป ของสมการเชิงอนุพันธ_  
 

 
 

วิธีทำ  โดยจะทำตามข้ันตอนเหมือนกับตัวอย%างก%อนหน/า แต%ไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป 

 

ข้ันตอนท่ี 1 หา  โดยกำหนดให/  

ได/สมการพหุนามลักษณะเฉพาะและมีค%ารากเป)น  

      
 

                                         
 

                                                        

hy 5 4 0y y y¢¢ ¢- + =

2 5 4 0r r- + =

( 4)( 1) 0r r- - =

4,1r =
4

1 2
x x

hy c e c e= +

py 2 5( ) xf x x e=

py ( )2 5x
py Ax Bx C e= + +

py hy

( )2 5x
py Ax Bx C e= + +

py

35 4 sin 4xy y y e x¢¢ ¢- + =

hy 5 4 0y y y¢¢ ¢- + =

2 5 4 0r r- + =

( 4)( 1) 0r r- - =

4,1r =
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 ดังน้ันได/   

 

ข้ันตอนท่ี 2  หา  โดยพิจารณาจาก  

              ข้ันแรก  เขียน  ซ่ึงได/   

  จะเห็นว%าไม%มีเทอมใดของ  ซ้ำกับ  ซึ่งได/ผลเฉลยเฉพาะ

ดังกล%าว 

 

 

ตตััววออยย่่าางง  33..3300        
 

จงให/คำตอบเฉพาะ  ของสมการ  

วิธีทำ สมการพหุนามลักษณะเฉพาะของสมการเอกพันธ_ คือ   แล/วได/ว%า 

 
 

มีค%ารากเป)น  หรือ  ดังน้ันได/ผลเฉลย  

 
 

และจาก                 

                                         
 

เบ้ืองต/น พิจารณาหา  ในแต%ละส%วนของ  ดังน้ี 

เทอม  เป)นพหุนามกำลัง 3 ดังน้ัน ได/ ส%วนน้ี คือ  

เทอม  เป)นฟ]งก_ชันเลขช้ีกำลัง ได/  ส%วนน้ี คือ  

เทอม  เป)นผลคูณระหว%างพหุนามกับฟ]งก_ชันเอ็กซ_โพเนลเชียล  

         ดังน้ันได/  ส%วนน้ี คือ  

จากการสังเกต จะเห็นว%า เทอม  ซ้ำกับ  ใน  ดังนั้น จะคูณ  สำหรับส%วนนี้ด/วย

 และเทอม  ซ้ำกับเทอม  ใน  ดังนั้น จะคูณ  สำหรับส%วนนี้ด/วย  เช%นเดียวกัน 

และเมื ่อพิจารณาส%วนสุดท/าย จะมีเทอม  ซ้ำกับ เทอม  ใน  เช%นเดียวกัน ดังน้ัน  

จะคูณ  ด/วย  เพ่ือแก/ป]ญหา ดังน้ันได/  
 

4
1 2

x x
hy c e c e= +

py 3( ) sin4xf x e x=

py ( ) 3cos4 sin4 x
py A x B x e= +

py hy

py 3 2x xy y x x e xe¢¢ ¢- = + + -
2 0r r- =

     ( 1) 0r r - =

0r = 1r =
0 1

1 2 1 2
x x x

hy c e c e c c e= + = +

3( ) 2x xf x x x e xe= + + -

3     2x xx x e xe= + + -

py ( )f x
3 :x x+ py

2 3
0 1 2 3A A x A x A x+ + +

:xe py 4
xA e

2 :xxe-

py ( )5 6
xA x A e+

0A 1c hy py

x 4
xA e 2

xc e hy py x

6
xA e 2

xc e hy

( )5 6 xA x A e+ x
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จากการสังเกตจะเห็นว%า ไม%มีเทอมใดเลยของ  ซ้ำกับ  

ข*อสังเกต สำหรับตัวอย%างนี้ สามารถจัดรูป  ก%อนหา  ก็ได/ โดยสามารถ

จัดเป)น  ซ่ึงจะได/  หลังจากปรับปรุงแล/ว เป)น 
 

 
 

หมายเหตุ  กับ  ถือว%าซ้ำกันและเทอม  กับ  ถือว%าซ้ำกัน เพราะคือ 

ค%าคงเหมือนกัน  

 

 

ตตััววออยย่่าางง  33..3311      
 

จงเขียนผลเฉลยเฉพาะ  โดยไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป ของสมการเชิงอนุพันธ_ 
 

 
 

วิธีทำ โดยจะทำตามข้ันตอนเหมือนกับตัวอย%างก%อนหน/า แต%ไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป 

 

ข้ันตอนท่ี 1 หา  โดยกำหนดให/  

 

ได/สมการพหุนามลักษณะเฉพาะเป)น   
 

และมีค%ารากเป)น  

 

                                
 

 

( ) ( )2 3
0 1 2 3 4 5 6

x x
py x A A x A x A x xA e x A x A e= + + + + + +

2 3 4 2
0 1 2 3 4 5 6      x xxA A x A x A x A xe A x A xe= + + + + + +

( ) ( )2 3 4
0 1 5 2 3 4 6      xxA A A x A x A x A A xe= + + + + + +

py hy

( )f x py

( )3( ) 1 2 xf x x x x e= + + - py

( ) ( )2 3
0 1 2 3 4 5

x
py x A A x A x A x x A A x e= + + + + +

4
xA e 2

xc e 1c 0A

py

3 48 25 5 7 cos3x x xy y y x e e e x- -¢¢ ¢- + = - +

hy 8 25 0y y y¢¢ ¢- + =

2 8 25 0r r- + =

( ) ( )28 8 4 1 25
2 1

r
- - ± - - × ×

=
×

8 64 100   
2

± -
=
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 น่ันคือได/  และ  ดังน้ันได/ 
 

       
 

ข้ันตอนท่ี 2 หา  โดยพิจารณาจาก  

 

  ข้ันแรก เขียน  ซ่ึงได/  

 

              
 

  ตรวจสอบ ซ่ึงจะเห็นว%า  ซ้ำกับสองเทอมสุดท/ายของ   

  ปรับปรุง คูณสองเทอมสุดท/ายของ  ด/วย    
 

  ดังน้ันได/   

 

          

 

 

ตตััววออยย่่าางง  33..3322      
 

จงเขียนผลเฉลยเฉพาะ  โดยไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป ของสมการเชิงอนุพันธ_  
 

 
 

วิธีทำ โดยจะทำตามข้ันตอนเหมือนกับตัวอย%างก%อนหน/า แต%ไม%ต/องหาผลเฉลยท่ัวไป 

 

ข้ันตอนท่ี 1 หา  โดยกำหนดให/  

 ได/สมการพหุนามลักษณะเฉพาะและมีค%ารากเป)น  

                                                  

                                               
 

                                                              
 

 จะเห็นว%าค%ารากซ้ำกัน 2 คร้ัง ดังน้ันได/   

8 36 8 6   4 3
2 2

i i± - ±
= = = ±

4a = 3b =

4 4
1 2cos3 sin3x x

hy c e x c e x= +

py 3 4( ) 5 7 cos3x x xf x x e e e x- -= - +

py ( )3 2 x
py Ax Bx Cx D e-= + + +

( ) 4          cos3 sin3x xEe F x G x e-+ + +

hy py

py x

( )3 2 x
py Ax Bx Cx D e-= + + +

4         ( cos3 sin3 )x xEe x F x G x e-+ + +

py

3 3 36 9 sin 2x xy y x xe e x¢¢ ¢- + = + +

hy 6 9 0y y¢¢ ¢- + =

2 6 9 0r r- + =
( 3)( 3) 0r r- - =

3,3r =

3 3
1 2

x x
hy c e c xe= +
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ข้ันตอนท่ี 2 หา  โดยพิจารณาจาก  

 

ข้ันแรก เขียน  ซ่ึงได/   

 

 
 

ตรวจสอบ จะเห็นว%าเทอม  ซ้ำกับเทอมของ  

 

ปรับปรุง คูณ  ด/วย  เน่ืองจากถ/าคูณด/วย  ได/ว%า  ยังซ้ำกับเทอม  

  

ดังน้ันได/ว%า  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

py 3 3 3( ) sin2x xf x x xe e x= + +

py ( ) ( )3 2 3x
py Ax Bx Cx D Ex F e= + + + + +

( ) 3  sin 2 cos 2         xG x H x e+ +

( ) 3xEx F e+ hy

py
2x x 3xFxe 3

2
xc xe

( ) ( ) ( )3 2 2 3 3sin 2 cos2x x
py Ax Bx Cx D x Ex F e G x H x e= + + + + + + +
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการต%อไปน้ี 

(a)  
 

(b)  
 

(c)  
 

(d)  
 

(e)  
 

(f)  
 

(g)  
 

(h)  
 

2. จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการต%อไปน้ี 
 

(a)  
 

(b)  
 

(c)  
 

(d)  

 

(e)  
 

(f)  
 

(g)  

 

(h)  
 

6 0y y y¢¢ ¢- - =

2 0y y y¢¢¢ ¢¢+ - =

( ) ( ) ( )4 3 2 0y y y+ + =

( ) ( )4 216 24 9 0y y y+ + =

( )5 16 0y y- =

( ) ( )6 5 0, 0 0, 0 3y y y y y¢¢ ¢ ¢+ + = = =

( ) ( )2 2 0, 0 1, 0 0y y y y y¢¢ ¢ ¢- + = = - =

( ) ( ) ( )12 36 0, 0 0, 0 1, 0 7y y y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢+ + = = = = -

24 2 2 3 6y y y x x¢¢ ¢+ - = - +

3 2 6y y y¢¢ ¢+ + =

10 25 30 3y y y x¢¢ ¢- + = +

21 2
4
y y y x x¢¢ ¢+ + = -

2 33 48 xy y x e¢¢+ = -

3y y¢¢ ¢- = -

21 3
4

x

y y y e¢¢ ¢- + = +

4 3sin2y y x¢¢+ + =



(Laplace Transform and Inverse Transform)
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การแปลงลาปลาซและการแปลงลาปลาซผกผนั  
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ในเนื ้อหาแคลคูลัสเบื ้องต/นนั ้น ได/มีการบรรจุเนื ้อหาเกี ่ยวกับการหาอนุพันธ_และ 

การอินทิเกรตของฟ]งก_ชันไว/ ซึ่งทั้งสองกระบวนนี้เป)นการแปลงเบื้องต/น นั่นคือ แปลงจากฟ]งก_ชัน

หน่ึงเป)นอีกฟ]งก_ชันหน่ึง ตัวอย%าง เช%น  

ฟ]งก_ชัน  ถูกแปลงเป)นฟ]งก_ชันเชิงเส/น (a linear function) ด/วยการหา

อนุพันธ_ น่ันคือ  

ฟ]งก_ชัน  ถูกแปลงเป)นวงศ_ฟ]งก_ชันพหุนามกำลังสาม (a family of cubic 

polynomial functions)  ด/วยการหาอินทิเกรต น่ันคือ   

และท้ังสองกระบวนการน้ีก็มีความเป)นเชิงเส/น ซ่ึงคือ 
 

 

 

และ  
 

โดยท่ีสมมติให/อนุพันธ_และอินทิเกรตหาค%าได/  

ถ/าสมมติให/มีฟ]งก_ชัน  เป)นฟ]งก_ชันสองตัวแปรที่นิยามสำหรับททุก และ  

แล/วอินทิเกรตจำกัดเขตของฟ]งก_ชัน  เทียบกับตัวแปรใดตัวแปรหนึ่ง ผลลัพธ_จะเป)นของ

อีกตัวแปรหนึ่ง ตัวอย%างเช%น  แนวคิดเดียวกันกับ  จะแปลง

ฟ]งก_ชัน  เป)นฟ]งก_ชันของตัวแปร  ซึ่งส%วนใหญ%แทนด/วย  และเรียกว%าเป)นผลลัพธ_

จากการแปลงของ  โดย  เรียกว%าเคอร_แนล (kernel) ของการแปลง ซึ ่งเนื ้อหา 

ในส%วนน้ี จะกล%าวถึงการใช/การแปลงโดยการอินทิเกรต (integral transforms) บนช%วง  

 
 

นิยาม 4.1 ถ/า  นิยามสำหรับ  แล/วได/ว%าอินทิกรัลไม%ตรงแบบ  
 

 

 

ลู%เข/าถ/าลิมิตสามารถหาค%าได/ หรือลู%ออก ถ/าไม%สามารถหาค%าลิมิตได/  

2( )f x x=

2 2d x x
dx

=

2( )f x x=
3

2

3
xx dx c= +ò

[ ( ) ( )] ( ) ( )d d df x g x f x g x
dx dx dx

a b a b+ = +

[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dxa b a b+ = +ò ò ò

( , )f x y x y

( , )f x y
2 2 2

1
2 3xy dx y=ò ( , ) ( )

b

a
K s t f t dtò

( )f t s ( )F s

( )f t ( , )K s t

[0, )¥

( )f t 0t ³

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, lim ,
b

b
K s t f t dt K s t f t dt

¥

®¥
=ò ò
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟ]งก_ชันต%อไปน้ี 

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

(e)  

(f)  

(g)  

(h)  

(i)  

2. จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของฟ]งก_ชันต%อไปน้ี 

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

4( ) tf t te=

( ) sintf t e t-=

( ) cosf t t t=

4( ) 2f t t=

( ) 4 10f t t= -

2( ) 6 3f t t t= + -

4( ) 1 tf t e= +

( )22( ) 1 tf t e= +

2( ) 4 5sin3f t t t= -

2
1( )
64

F s
s

=
+

2
3 5( )

7
sF s
s
+

=
+

( )( )( )
1( )

1 2 4
F s

s s s
=

- + +

( )32

1( )
2

sF s
s s

+
=

+



(Functions of Several Variables
and Partial Derivatives)

05
ฟังก์ชนัหลายตัวแปรและอนพัุนธ์ยอ่ย
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ก%อนที่จะขึ้นเรื่องอนุพันธ_และปริพันธ_ของฟ]งก_ชันมากกว%าหนึ่งตัวแปร พิจารณาการหา

อนุพันธ_ของฟ]งก_ชันต%าง ๆ ท่ีผ%านมา จากตัวอย%างต%อไปน้ี เช%น  

 ถ/ากำหนดให/  ได/ว%า 

 

หรือ 

 

ถ/า  ได/ว%า 
 

              

                                       

ถ/า  ได/ว%า 

                          

                        

                                      

ถ/า  ได/ว%า 

             

                                                

ถ/า  ได/ว%า 

2( ) 2 1f x x x= + -

2 2df x
dx

= +

( ) 2 2f x x¢ = +

sin (2 1)y x= +

( )cos (2 1) 2 1dy x x
dx

¢ = + +

2cos(2 1)x= +

2 1xy e +=

( )2 1 2 1x dy e x
dx

+¢ = +

2 12xe x+=

2 12 xxe +=

2 ln ( cos )y x x= +

( )2
2
1 cos
cos

dy x x
x x dx

¢ = +
+

2
2 sin

cos
x x
x x
-

=
+

sin2 xy =
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แบบฝึกหัด 
 

1. กำหนดให/  จงหา 

(a)  

(b)  

2. กำหนดให/ จงหา  

3. กำหนดให/  จงหา  

4. กำหนดให/  จงหา  

5. จงหาอนุพันธ_ย%อยอันดับหน่ึงของฟ]งก_ชันต%อไปน้ี 

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

(e)  

(f)  

(g)  

(h)  

(i)  

(j)  

6. จงหาอนุพันธ_ท่ีระบุ  

(a)  

(b)  

(c)  

( , ) ln( 1)f x y x y= + -

(1,1)f

( ,1)f e

2 3( , ) xyf x y x e= (2,0)f

2 2

( , , ) z x yf x y z e - -= (2, 1,6)f -

( )2 2 2( , , ) ln 25g x y z x y z= - - - (2, 2,4)g -

4( , ) 3 2f x y x y= -

3yz xe=

( , ) x yf x y
x y
-

=
+

sin cosw a b=

2 2( , ) ln( )f r s r r s= +
w
tu te=

2 3( , , ) 3f x y z xy z yz= +

ln( 2 3 )w x y z= + +

sintu xe q-=
2( , , , ) tan( )f x y z t xyz yt=

2 2( , ) , (3,4)xf x y x y f= +

( , , ) , (3,2,1)z
xf x y z f
y z

=
+
4 3 2( , ) 3 , ,xxy yyyf x y xy x y f f= +



(Multiple Integrals) 
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ปรพัินธ์หลายชัน้ 
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เนื้อหาในบทนี้จะเป)นการแนะนำการหาปริพันธ_ของฟ]งก_ชันหลายตัวแปร โดยจะเร่ิม

แนะนำปริพันธ_สองช้ันก%อน  

 

ปริพันธ์สองช้ัน (Double Integrals) 
จากที่ทราบกันว%า ปริพันธ_ชั้นเดียว คือ การหาปริพันธ_ของฟ]งก_ชันตัวแปรเดียว  

และเขียนแทนด/วย  สำหรับฟ]งก_ชัน  ที่นิยามสำหรับทุก  บนช%วง 

หลักการหาค%าปริพันธ_จะใช/วิธีแบ%งโดเมนออกเป)น  ช%วง ที่มีความกว/างของช%วงเท%ากันเป)น 

 และเม่ือเลือกจุด  ในช%วง  แล/วได/ผลรวมรีมันน_ (Riemann sum) เป)น 

 

โดยให/  ได/ค%าปริพันธ_จำกัดเขตของฟ]งก_ชัน  จาก  ถึง  คือ 

 

ถ/ากำหนดให/  สำหรับทุก  ปริพันธ_ชั้นเดียวแสดงถึงพื้นที่ใต/กราฟของฟ]งก_ชัน 

 ที่อยู%เหนือแกน  ในทำนองเดียวกัน ถ/ากำหนดให/  ปริพันธ_สองชั้นของ

ฟ]งก_ชัน  จะแสดงถึงปริมาตรของทรงตันที่อยู %เหนือระนาบพื้น (ระนาบ ) โดยใช/

แนวคิดเดียวกัน แบ%งบริเวณ  ท่ีกำหนดเป)น 

 

โดยแบ%งช%วงของ  และ  ออกเป)น  และ  ช%วง ตามลำดับ จะได/บริเวณ  ที่มีความกว/าง

เป)นช%วง  และ  โดยเลือกจุด  ในบริเวณ  และให/ 

 คือ พ้ืนท่ีของบริเวณ  ได/ว%าปริมาตรของทรงตันเหนือบริเวณ  คือ 

 

( )f x

( )
b

a
f x dxò ( )f x x [ , ]a b

n

b ax
n
-

D = *
ix 1[ , ]i ix x-

*

1
( )

n

i
i
f x x

=

Då

n®¥ ( )f x a b

*

1
( ) lim ( )

nb

ia n i
f x dx f x x

®¥
=

= Dåò

( ) 0f x ³ [ , ]x a bÎ

( )f x x ( , ) 0f x y ³

( , )f x y xy

R

2[ , ] [ , ] {( , ) | , }R a b c d x y R a x b c y d= ´ = Î £ £ £ £

x y m n ijR

1[ , ]i ix x x-D = 1[ , ]j jy y y-D = * *( , )ij ijx y ijR

A x yD = D D ijR ijR

* *( , )ij ijf x y AD
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แบบฝึกหัด 
 

1. จงหาค%าปริพันธ_สองช้ันต%อไปน้ี 

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

(e)  

2. จงหาค%าปริพันธ_สองช้ันต%อไปน้ี  

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

3. จงหาปริมาตรของทรงตันซึ่งอยู%ภายใต/ระนาบ   และเหนือบริเวณสี่เหลี่ยม 

ผืนผ/า  

4. จงหาปริมาตรของทรงตันซึ่งอยู%ใต/พาราโบลอยด_ทรงรี   และเหนือระนาบ

ส่ีเหล่ียมผืนผ/า  

5. จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปìดล/อมโดยผิว  และระนาบ  

และ  

( )
3 1

1 0
1 4xy dxdy+ò ò

2
2

0 0
sinx ydydx

p

ò ò
( )

2 1

0 0

82x y dxdy+ò ò
4 2

1 1

x y dydx
y x

æ ö
+ç ÷

è ø
ò ò
ln 2 ln 25

0 0

x ye dxdy-ò ò

( ) ( ){ }2 3 46 5 , ,  | 0 3,0 1
R

x y y dA R x y x y- = £ £ £ £∬

( ){ }
2

2 , ,  | 0 1, 3 3
1R

xy dA R x y x y
x

= £ £ - £ £
+

∬

( )sin , 0, 0,
6 3R

x x y dA R p pé ù é ù+ = ´ê ú ê úë û ë û
∬

[ ] [ ]2

, 0,1 0,2x y

R
xye dA R = ´∬

3 2 12x y z+ + =

( ){ },  | 0 1, 2 3R x y x y= £ £ - £ £

2 2

1
4 9
x y z+ + =

[ ] [ ]1,1 2,2R = - ´ -

2z x x y= + 0, 1, 0, 1x x y y= = = =

0z =

283 
 

ตตััววออยย่่าางง  66..55    
 

จงหาค%าของ  เม่ือ  

วิธีทำ สังเกตว%าการหาปริพันธ_ของ เทียบ  ก%อน จะง%ายกว%าเทียบ  เนื่องจากว%า

ถ/าเทียบกับ  ก%อน จะต/องใช/การหาปริพันธ_แบบแยกส%วน (by parts) ดังน้ันได/ 

  

 

  

 

  
 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 

 

 

 

xy

R
xe dA∬ [ ] [ ]0,1 0,2R = ´

xyxe y x

x
1 2

0 0

xy xy

R

xe dA xe dydx=òò ò ò

2
1

0
0

xyxe dx
x

= ò
21

0 0

xye dx= ò
1 2 0

0
( )xe e dx= -ò
1 2

0
( 1)xe dx= -ò

12

0
2

xe x
æ ö

= -ç ÷
è ø

2 0

1 0
2 2
e eæ ö æ ö

= - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

2 11
2 2
eæ ö

= - -ç ÷
è ø

2 3
2 2
e

= -
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จงหาค%าของ  เม่ือ  

วิธีทำ สังเกตว%าการหาปริพันธ_ของ เทียบ  ก%อน จะง%ายกว%าเทียบ  เนื่องจากว%า

ถ/าเทียบกับ  ก%อน จะต/องใช/การหาปริพันธ_แบบแยกส%วน (by parts) ดังน้ันได/ 
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R
xe dA∬ [ ] [ ]0,1 0,2R = ´

xyxe y x

x
1 2

0 0

xy xy

R

xe dA xe dydx=òò ò ò

2
1

0
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xyxe dx
x

= ò
21

0 0
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1 2 0

0
( )xe e dx= -ò
1 2

0
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0
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เนื้อหาในส%วนนี้จะเกี่ยวกับการหาอนุพันธ_ ปริพันธ_และการประยุกต_ที่เกี ่ยวข/องของ

เวกเตอร_ สนามเวกเตอร_ และฟ]งก_ชันเวกเตอร_ต%าง ๆ  

 

ค่าเวกเตอร์และพีชคณิตของเวกเตอร์ (Calculus of Vector-Valued Functions)  
สำหรับหัวข/อนี้จะพูดถึงเวกเตอร_และกระบวนการต%าง ๆ ที่เกี่ยวกับเวกเตอร_ โดยจะเร่ิม

ด/วยการแนะนำนิยามพ้ืนฐานต%าง ๆ ของเวกเตอร_ดังต%อไปน้ี  

 

นิยาม 7.1 ฟ]งก_ชันค%าเวกเตอร_ (vector-valued function) คือ ฟ]งก_ชันซ่ึงโดเมนคือเซ็ต

ของจำนวนจริงและเรนจ_คือเซ็ตของเวกเตอร_  

นิยาม 7.2 กำหนดให/จำนวน  อยู%ในโดเมนของฟ]งก_ชันเวกเตอร_  ดังนั้นจะมีเวกเตอร_

เพียงหนึ่งเดียวในปริภูมิสามมิติที่สมนัยกับ  ซึ่งถูกกำหนดโดย  โดยที่  เรียกว%าตัวแปร

เสริม (parameter) 

นิยาม 7.3 กำหนดให/มีฟ]งก_ชัน  และ   เป)นฟ]งก_ชันค%าจริงต%อเนื่องบนช%วง แล/ว

ได/ว%า เส/นโค/งบนระนาบ (plane curve) คือ เส/นโค/ง  ที่ประกอบไปด/วยคู%อันดับ   

ท่ีกำหนดด/วยสมการอิงตัวแปรเสริม (parametric equations)  

 และ  
 

สำหรับทุกตัวแปรเสริม  บนช%วง  
 

 

 

ภาพ 7.1 เส/นโค/ง  ในปริภูมิสองมิติโดยมีเวกเตอร_ตำแหน%งท่ี  
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หนังสือแนะนำ�

ผู้แต่ง : รศ. ดร.กิจติ รอดเทศ

	 ฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปเป็็นฟัังก์์ชัันค่่าจำำ�นวน 

เชิงิซ้อ้นบนปริิภูมิูิเมทริิกซ์์จัตัุรุัสั (ภาคขยายของฟังัก์์ชันัดีีเทอร์์

มิิแนนต์์) ซึ่่�งถููกนิิยามไว้้ในปีีคริสต์์ศัักราช 1918 โดยนััก

คณิิตศาสตร์์ชาวรััสเซีียนามว่่า อิิสไซ ชููร์์ หลัังจากนั้้�นฟัังก์์ชัันนี้้�

ได้ถู้กูศึกึษาอย่า่งกว้า้งขวาง ทั้้�งทางทฤษฎีแีละทางการประยุกุต์์ 

หนัังสืือเล่่มนี้้� มุ่่�งเน้้นอธิิบายถึึงสมบััติิต่่าง ๆ ของฟัังก์์ชััน 

เมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป โดยแสดงให้้เห็็นถึึงเทคนิคการพิิสููจน์์ 

ที่่�น่่าสนใจ รวมถึึงการนำำ�สมบััติิที่่�ได้้ไปประยุุกต์์ใช้้ในพีีชคณิิต

เชิิงหลายเส้้น ทฤษฎีีเมทริิกซ์์ ทฤษฎีีการไม่่แปรผััน และ 

ทฤษฎีีกราฟ อีีกทั้้�งได้้เสนอข้้อความ คาดการณ์์ และปััญหา

ปลายเปิิดที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปไว้้อย่่าง

หลากหลาย เพื่่�อให้้ผู้้�อ่่านนำำ�ไปวิิจััยต่่อยอดต่่อไป

ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยทั่วไป

Generalized Matrix Functions

	คณิ ิตศาสตร์์และสถิิติิเป็็นหััวใจหลัักของอุุตสาหกรรม

ประกัันภััย การทำำ�ประกัันเป็็นข้้อตกลงระหว่่าง “ผู้้�เอาประกััน”  

กัับ “ผู้้�ให้้ประกััน” โดยมีี “กรมธรรม์์” เป็็นพัันธสััญญาที่่�ระบุุว่่า 

ผู้้�เอาประกัันต้้องจ่่ายเบ้ี้�ยประกัันเท่่าใด และจะได้้รัับผลประโยชน์์

ใดบ้้าง ซึ่่�งรายละเอีียดต่่าง ๆ ที่่�ระบุุจะไม่่สามารถแก้้ไขได้้หลัังจาก

เซ็็นสััญญาร่่วมกัันแล้้ว สิ่่�งสำำ�คััญที่่�สุุดในกรมธรรม์์ คืือ เบี้้�ยประกััน

เรีียกเก็็บและเงิินผลประโยชน์์ ซึ่่�งจะต้้องมีีการคำำ�นวณ อย่่าง

รอบคอบโดยใช้้หลัักสถิิติิและคณิิตศาสตร์์ที่่�สำำ�คััญหนัังสืือเล่่มน้ี้� 

รวบรวมหลัักคณิิตศาสตร์์และสถิิติิพื้้�นฐานที่่�เกี่่�ยวข้้องเพื่่�อเป็็น

ประโยชน์์ต่่อการต่่อยอด องค์์ความรู้้�ให้้กัับผู้้�อ่าน โดยหลััก 

ประกัันภััยในการประกัันชีีวิิตเพีียงอย่่างเดีียว

ผู้แต่ง : รศ. ดร. ชัยรัตน์ มดนาค

คณิตศาสตร์ประกันชีวิตเบื้องต้น

	 ทฤษฎีีสนามควอนตััม คืือ กรอบของทฤษฎีีที่่�อธิิบายสนามที่่�มีีสมบััติิ

ทางควอนตัมั โดยที่่�สนามคือืฟัังก์ช์ันัของตำำ�แหน่ง่ในกาลอวกาศ หนังัสือืเล่ม่น้ี้�

เขีียนขึ้้�นเพื่่�ออธิิบายหลัักการ แนวคิิด และการคำำ�นวณในทฤษฎีีสนาม 

ควอนตัมั โดยเน้น้อภิิปรายประเด็น็ของการนำำ�ทฤษฎีสีนามควอนตัมัไปอธิบิาย

หััวข้้อที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับฟิิสิิกส์์อนุุภาค โดยมีีประเด็็นหลััก ได้้แก่่ ความรู้้�เบื้้�องต้้น

ที่่�เป็็นพื้้�นฐานสำำ�หรัับการศึึกษาทฤษฎีีสนามควอนตััม การวิิเคราะห์์สนามอิิสระ 

การวิเิคราะห์ท์ฤษฎีสีนามสเกลาร์ท์ี่่�มีีอันัตรกิริิยิาในตัวั การวิเิคราะห์พ์ลศาสตร์์

ไฟฟ้าเชิิงควอนตััมรวมทั้้�งตััวอย่่างทิิศทางการพััฒนาของเนื้้�อหาที่่�นอกเหนืือ

จากที่่�อภิิปรายในส่่วนหลััก หนัังสืือเล่่มนี้้�เหมาะสำำ�หรัับผู้้�สอนระดัับบััณฑิิต

ศึึกษา หรืือการศึึกษาค้้นคว้าด้ว้ยตนเอง เนื่่�องจากอธิิบายแนวคิิด การวิิเคราะห์์ 

และวิิธีีการคำำ�นวณโดยละเอีียด รวมทั้้�ง มีีการวิิจารณ์์ประเด็็นที่่�สำำ�คััญและ 

สรุุปท้้ายบท เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านตรวจสอบความเข้้าใจ และทราบความเชื่่�อมโยง 
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