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ทฤษฎีสนามควอนตัม



คำนำ

ทฤษฎีสนามควอนตัม (Quantum Field Theory) คือกรอบของทฤษฎีที่ อธิบายสนามที่มีสมบัติทาง
ควอนตัม โดยที่สนามคือฟังก์ชันของตำแหน่งในกาลอวกาศ ทฤษฎีสนามควอนตัมได้รับการพัฒนาขึ้นมาเพื่อ
ใช้ทำนายและอธิบายปรากฏการณ์ต่าง ๆ โดยเฉพาะปรากฏการณ์ในระดับมูลฐานในสาขาต่าง ๆ เช่น ฟิสิกส์
อนุภาค, ฟิสิกส์สสารควบแน่น และ จักรวาลวิทยา เป็นต้น

ผู้เขียนมีความเห็นว่า ไม่ว่าองค์ความรู้ในอนาคตจะได้รับการพัฒนาไปอย่างไร ความรู้เกี่ยวกับทฤษฎีสนาม
ควอนตัมก็ยังคงมีความสำคัญดังเช่นในอดีตตั้งแต่ช่วงต้นที่วิชานี้ได้รับการคิดค้นขึ้นจนถึงปัจจุบัน และอาจ
จะยิ่งมีความสำคัญมากขึ้นไปอีกในอนาคต ในปัจจุบันงานวิจัยและนักวิจัยในประเทศไทยที่ ใช้พื้นฐานของ
ทฤษฎีสนามควอนตัมยังมีจำนวนน้อย แต่ผู้เขียนคิดว่าส่วนหนึ่งที่สำคัญของการพัฒนาประเทศไทยให้ก้าวหน้า
ทัดเทียมนานาอารยประเทศ จำเป็นต้องมีจำนวนงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัมมากขึ้น ผู้เขียน
ต้องการเป็นส่วนหนึ่งในการช่วยทำเป้าหมายนี้ให้สำเร็จ โดยเริ่มจากการทำให้ผู้ศึกษาชาวไทยที่เข้าใจวิชานี้
มีจำนวนมากขึ้น

ผู้ที่ต้องการศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัมมักจะต้องข้ามผ่านความยากสองขั้นที่สำคัญ ขั้นแรกคือ ผู้ศึกษา
วิชานี้ต้องมีพื้นฐานทางฟิสิกส์ ในระดับหนึ่งโดยเฉพาะทางด้านกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสัมพัทธภาพ
พิเศษ ขั้นที่ สองคือ แม้ว่าผู้ ศึกษาจะมีพื้น ฐานทางฟิสิกส์ ที่ พร้อมจะ เริ่มศึกษาทฤษฎี สนามควอนตัมแล้ว
การศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัมให้เข้าใจ จำเป็นต้องเรียนรู้ เนื้อหาและหลักการเพิ่มเติมอีกมากมาย ผู้ เขียน
มีความคิดเห็นว่า ความยากในขั้นแรกสามารถข้ามผ่านได้ โดยง่ายด้วยการเรียนฟิสิกส์ ในระดับปริญญาตรี
หรือการอ่านหนังสือฟิสิกส์ ระดับปริญญาตรีที่ เขียน เป็นภาษาไทย แต่การก้าวผ่านความยากในขั้นที่ สอง
ยังเป็นสิ่งที่ทำได้ยาก ผู้เขียนเขียนหนังสือเล่มนี้ขึ้นเพื่อช่วยให้ผู้ศึกษาก้าวผ่านความยากขั้นที่สองของการศึกษา
ทฤษฎีสนามควอนตัม
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คำนำ

ทฤษฎีสนามควอนตัม (Quantum Field Theory) คือกรอบของทฤษฎีที่ อธิบายสนามที่มีสมบัติทาง
ควอนตัม โดยที่สนามคือฟังก์ชันของตำแหน่งในกาลอวกาศ ทฤษฎีสนามควอนตัมได้รับการพัฒนาขึ้นมาเพื่อ
ใช้ทำนายและอธิบายปรากฏการณ์ต่าง ๆ โดยเฉพาะปรากฏการณ์ในระดับมูลฐานในสาขาต่าง ๆ เช่น ฟิสิกส์
อนุภาค, ฟิสิกส์สสารควบแน่น และ จักรวาลวิทยา เป็นต้น

ผู้เขียนมีความเห็นว่า ไม่ว่าองค์ความรู้ในอนาคตจะได้รับการพัฒนาไปอย่างไร ความรู้เกี่ยวกับทฤษฎีสนาม
ควอนตัมก็ยังคงมีความสำคัญดังเช่นในอดีตตั้งแต่ช่วงต้นที่วิชานี้ได้รับการคิดค้นขึ้นจนถึงปัจจุบัน และอาจ
จะยิ่งมีความสำคัญมากขึ้นไปอีกในอนาคต ในปัจจุบันงานวิจัยและนักวิจัยในประเทศไทยที่ ใช้พื้นฐานของ
ทฤษฎีสนามควอนตัมยังมีจำนวนน้อย แต่ผู้เขียนคิดว่าส่วนหนึ่งที่สำคัญของการพัฒนาประเทศไทยให้ก้าวหน้า
ทัดเทียมนานาอารยประเทศ จำเป็นต้องมีจำนวนงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัมมากขึ้น ผู้เขียน
ต้องการเป็นส่วนหนึ่งในการช่วยทำเป้าหมายนี้ให้สำเร็จ โดยเริ่มจากการทำให้ผู้ศึกษาชาวไทยที่เข้าใจวิชานี้
มีจำนวนมากขึ้น

ผู้ที่ต้องการศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัมมักจะต้องข้ามผ่านความยากสองขั้นที่สำคัญ ขั้นแรกคือ ผู้ศึกษา
วิชานี้ต้องมีพื้นฐานทางฟิสิกส์ ในระดับหนึ่งโดยเฉพาะทางด้านกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสัมพัทธภาพ
พิเศษ ขั้นที่ สองคือ แม้ว่าผู้ ศึกษาจะมีพื้น ฐานทางฟิสิกส์ ที่ พร้อมจะ เริ่มศึกษาทฤษฎี สนามควอนตัมแล้ว
การศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัมให้เข้าใจ จำเป็นต้องเรียนรู้ เนื้อหาและหลักการเพิ่มเติมอีกมากมาย ผู้ เขียน
มีความคิดเห็นว่า ความยากในขั้นแรกสามารถข้ามผ่านได้ โดยง่ายด้วยการเรียนฟิสิกส์ ในระดับปริญญาตรี
หรือการอ่านหนังสือฟิสิกส์ ระดับปริญญาตรีที่ เขียน เป็นภาษาไทย แต่การก้าวผ่านความยากในขั้นที่ สอง
ยังเป็นสิ่งที่ทำได้ยาก ผู้เขียนเขียนหนังสือเล่มนี้ขึ้นเพื่อช่วยให้ผู้ศึกษาก้าวผ่านความยากขั้นที่สองของการศึกษา
ทฤษฎีสนามควอนตัม
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คำ�นำ�



IV

ส่วนที่ 4 ประกอบด้วยบทที่ 15­17 ซึ่งอภิปรายพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม โดยดัดแปลงและประยุกต์ใช้
หลักการและวิธีการต่าง ๆ จากส่วนที่ 3 โดยบทที่ 15 อภิปรายสูตรต่าง ๆ ที่จะนำไปใช้ในบทต่อ ๆ ไป บทที่
16 อธิบายกระบวนการกระเจิงต่าง ๆ ซึ่งผลที่ได้สามารถนำไปเทียบได้กับผลการทดลอง บทที่ 17 อภิปราย
การคำนวณที่จะให้ผลที่แม่นยำขึ้น และอภิปรายถึงผลบางประการในเชิงฟิสิกส์

ส่วนที่ 5 ประกอบด้วยบทที่ 18 เพียงบทเดียว บทนี้อภิปรายตัวอย่างเส้นทางของการพัฒนาทฤษฎีสนาม
ควอนตัม ในด้านต่าง ๆ ที่ต่อยอดมาจากการอภิปรายในหนังสือเล่มนี้ บางส่วนของบทนี้อาจนำไปขยายความ
เพื่อเป็นประเด็นหลักในหนังสือที่ผู้เขียนจะเขียนขึ้นในอนาคต

ภาคผนวก ก­ข อภิปรายประเด็นเสริมสำหรับการคำนวณฟังก์ชัน n จุด ภาคผนวก ค เฉลยโจทย์ปัญหา
ท้ายบท

หนังสือเล่มนี้มีสรุปท้ายบททุกบท มีโจทย์และเฉลยสำหรับบทที่ 2­17 และสำหรับบทเหล่านี้ยังมีบทย่อย
ที่ มีหัวข้อว่า “วิจารณ์ประเด็นสำคัญ” ซึ่ง วิจารณ์ประเด็นที่ สำคัญ รวมถึงมี แนวเนื้อหาที่ ผู้ อ่านควรรู้ และ
ทำความเข้าใจ (มักขึ้นต้นว่า “เมื่ออ่านบทนี้จบ ผู้อ่านควร...”) นอกจากนี้ยังมีแนวทางว่าผู้อ่านควรมีพื้นฐานใด
มาก่อนที่จะอ่านบทต่าง ๆ ในหนังสือเล่มนี้บ้าง ด้วยเครื่องมือเหล่านี้ หนังสือเล่มนี้จึงเหมาะสำหรับให้ผู้อ่านใช้
ในการศึกษาด้วยตนเอง หรือนำไปใช้สอนในเนื้อหาที่เกี่ยวข้องสำหรับ 1­2 ภาคเรียนในระดับบัณฑิตศึกษา

ผู้ เขียนขอขอบพระคุณครูบาอาจารย์ทุกท่านที่ประสิทธิ์ประสาทวิชาที่ เป็นพื้นฐานและวิชาที่ เกี่ยวข้อง
โดยตรงกับทฤษฎีสนามควอนตัม
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“สถาบันสำนักเรียนท่าโพธิ์ฯ” (IF) มหาวิทยาลัยนเรศวร โดยเฉพาะ Prof. Dr. Edouard Berge Manoukian,
รศ. ดร.บุรินทร์ กำจัดภัย, ผศ. ดร.เสกสรร สุขะเสนา, ผศ. ดร.สิขรินทร์ อยู่คง และ Dr. Sheng­Lan Ko
ซึ่งผู้เขียนได้ร่วมอภิปรายและแลกเปลี่ยนเรียนรู้ในประเด็นต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัม และ
ที่สำคัญ Prof. Dr. Edouard Berge Manoukian ยังเป็นผู้สร้างแรงบันดาลใจให้ผู้เขียนศึกษาทฤษฎีสนาม
ควอนตัมอย่างหมั่นเพียรและให้ลึกซึ้ง

ผู้ เขียนขอขอบคุณนิสิต ของ IF ทุกท่านทั้ง ในอดีต และปัจจุบัน โดย เฉพาะ อ. ดร.จา รุณี สนองคุณ,
อ. ดร.ชลธิชา กฤษณ์เพ็ชร์, นายอาณาจักร พลจันทึก, นายอมรเทพ ติต๊ะ, น.ส.ศุจิพัชร จันอูน, นายสมโภช
ไทรแช่มจันทร์, นายราชภัฏ นครจินดา, นายศักดิธัช จิตรเพียรค้า, นายมฤเคนทร์ จอมเพชร, นายผดุงเกียรติ
กวางแก้ว และ Mr. Candrasyah Muhammad ซึ่งตั้งคำถามที่น่าสนใจและให้ข้อสังเกตในประเด็นต่าง ๆ
ที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัม

iii

หนังสือเล่มนี้เขียนขึ้นเพื่อให้นักเรียน นิสิต นักศึกษา และผู้สนใจ ที่มีพื้นฐานมาในระดับหนึ่งแล้ว ได้เข้าใจ
ถึงหลักการ แนวคิด และการคำนวณในทฤษฎีสนามควอนตัม หนังสือเล่มนี้เขียนขึ้นเพื่ออภิปรายทฤษฎีสนาม
ควอนตัมที่ประยุกต์ใช้กับฟิสิกส์อนุภาค ซึ่งนอกจากสมบัติทางควอนตัมแล้ว สนามก็ยังมีสมบัติทางสัมพัทธภาพ
พิเศษด้วย ดังนั้น พื้นฐานที่ผู้ศึกษาควรมีมาก่อนอ่านหนังสือเล่มนี้ นอกจากพื้นฐานของกลศาสตร์คลาสสิค
(โดยเฉพาะกลศาสตร์ลากรางจ์และกลศาสตร์ฮามิลตัน) และกลศาสตร์ควอนตัมแล้ว ผู้อ่านก็ควรมีพื้นฐานของ
ทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษด้วย ซึ่งผู้อ่านอาจศึกษาหัวข้อแต่ละหัวข้อดังกล่าวได้จากหนังสือต่าง ๆ ที่เขียนขึ้นมา
โดยเฉพาะเพื่ออภิปรายเนื้อหาเหล่านี้ หรือจากการศึกษาวิชาเหล่านี้ในรายวิชาระดับมหาวิทยาลัย

ในส่วนเนื้อหาที่เกี่ยวข้องกับกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสนามควอนตัม ผู้เขียนได้รวบรวม เรียบเรียง
อภิปราย และขยายความเนื้อหาจากหนังสือต่าง ๆ ได้แก่ [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11],
[12] และ [13] นอกจากนี้ ผู้ เขียนยังอ้างอิงจากหนังสือ เล่มอื่นและงานวิจัยต่าง ๆ เพื่อ เสริมการอภิปราย
ในเนื้อหาส่วนต่าง ๆ ของหนังสือเล่มนี้

ในหนังสือเล่มนี้ ผู้ เขียนใช้คำศัพท์ที่บัญญัติโดยราชบัณฑิตยสถาน [14] แต่สำหรับศัพท์ที่ ไม่มีบัญญัติไว้
ผู้เขียนพยายามแปลโดยเน้นความเรียบง่ายและสื่อความหมายใกล้เคียงกับคำในภาษาเดิม

หนังสือเล่มนี้มี 18 บท ซึ่งรวบรวมไว้เป็น 5 ส่วน นอกจากนี้ยังมีอีก 3 ภาคผนวก

ส่วนที่ 1 ประกอบด้วยบทที่ 1­7 ซึ่งอภิปรายประเด็นพื้นฐานที่สำคัญที่จะนำไปใช้ในการศึกษาทฤษฎี
สนามควอนตัม บทที่ 1 เป็นบทนำ ซึ่งอภิปรายที่มาและความสำคัญของทฤษฎีสนามควอนตัม บทที่ 2 เสนอ
ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์และฟังก์ชันเดลตาของดิแรก ซึ่งเป็นฟังก์ชันที่สำคัญที่เราจะนำไปใช้ประกอบ
การอภิปรายต่าง ๆ ในภายหลัง บทที่ 3 อภิปรายการใช้สัญกรณ์บรา­เค็ทเพื่ออธิบายกลศาสตร์ควอนตัม
บทที่ 4 ทบทวนการแปลงฟูเรียร์และอธิบายรูปแบบที่จะนำมาใช้ในหนังสือเล่มนี้ บทที่ 5 อภิปรายประเด็น
ของการแปลงลอเรนทซ์โดยเน้นไปที่สมบัติของเมทริกซ์การแปลงลอเรนทซ์ บทที่ 6 อธิบายฟังก์ชันของกรีน
ซึ่งเป็นฟังก์ชันที่สำคัญที่มักใช้ศึกษาการตอบสนองของระบบต่อปัจจัยภายนอก เราจะอภิปรายเครื่องมือที่
ใช้ในการคำนวณหาฟังก์ชันของกรีน และความหมายเชิงฟิสิกส์ของฟังก์ชันของกรีน บทที่ 7 อธิบายปัญหา
การกระเจิงเชิงควอนตัม โดยจะอภิปรายการคำนวณหาฟังก์ชันคลื่นและการนำไปใช้ เพื่อหาปริมาณที่จะนำไป
เทียบกับผลจากการทดลองได้

ส่วนที่ 2 ประกอบด้วยบทที่ 8­11 ซึ่งอภิปรายสนามอิสระทั้งในเชิงคลาสสิคและควอนตัม โดยบทที่ 8
อภิปรายทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ บทที่ 9­10 อภิปรายทฤษฎีสนามสปินเนอร์อิสระ บทที่ 11 อภิปรายทฤษฎี
แมกซ์เวลล์

ส่วนที่ 3 ประกอบด้วยบทที่ 12­14 ซึ่งวิเคราะห์ทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว บทที่ 12 เสนอ
สูตรและเครื่องมือต่าง ๆ ที่จะนำไปใช้คำนวณเกี่ยวกับปัญหาการกระเจิง บทที่ 13 อธิบายการคำนวณปริมาณ
ที่เรียกว่าฟังก์ชัน n จุด ซึ่งจะนำไปประกอบกับสูตรในบทที่ 12 เพื่อนำไปอธิบายปัญหาการกระเจิงในบทที่ 14

ii
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ส่วนที่ 4 ประกอบด้วยบทที่ 15­17 ซึ่งอภิปรายพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม โดยดัดแปลงและประยุกต์ใช้
หลักการและวิธีการต่าง ๆ จากส่วนที่ 3 โดยบทที่ 15 อภิปรายสูตรต่าง ๆ ที่จะนำไปใช้ในบทต่อ ๆ ไป บทที่
16 อธิบายกระบวนการกระเจิงต่าง ๆ ซึ่งผลที่ได้สามารถนำไปเทียบได้กับผลการทดลอง บทที่ 17 อภิปราย
การคำนวณที่จะให้ผลที่แม่นยำขึ้น และอภิปรายถึงผลบางประการในเชิงฟิสิกส์

ส่วนที่ 5 ประกอบด้วยบทที่ 18 เพียงบทเดียว บทนี้อภิปรายตัวอย่างเส้นทางของการพัฒนาทฤษฎีสนาม
ควอนตัม ในด้านต่าง ๆ ที่ต่อยอดมาจากการอภิปรายในหนังสือเล่มนี้ บางส่วนของบทนี้อาจนำไปขยายความ
เพื่อเป็นประเด็นหลักในหนังสือที่ผู้เขียนจะเขียนขึ้นในอนาคต

ภาคผนวก ก­ข อภิปรายประเด็นเสริมสำหรับการคำนวณฟังก์ชัน n จุด ภาคผนวก ค เฉลยโจทย์ปัญหา
ท้ายบท

หนังสือเล่มนี้มีสรุปท้ายบททุกบท มีโจทย์และเฉลยสำหรับบทที่ 2­17 และสำหรับบทเหล่านี้ยังมีบทย่อย
ที่ มีหัวข้อว่า “วิจารณ์ประเด็นสำคัญ” ซึ่ง วิจารณ์ประเด็นที่ สำคัญ รวมถึงมี แนวเนื้อหาที่ ผู้ อ่านควรรู้ และ
ทำความเข้าใจ (มักขึ้นต้นว่า “เมื่ออ่านบทนี้จบ ผู้อ่านควร...”) นอกจากนี้ยังมีแนวทางว่าผู้อ่านควรมีพื้นฐานใด
มาก่อนที่จะอ่านบทต่าง ๆ ในหนังสือเล่มนี้บ้าง ด้วยเครื่องมือเหล่านี้ หนังสือเล่มนี้จึงเหมาะสำหรับให้ผู้อ่านใช้
ในการศึกษาด้วยตนเอง หรือนำไปใช้สอนในเนื้อหาที่เกี่ยวข้องสำหรับ 1­2 ภาคเรียนในระดับบัณฑิตศึกษา

ผู้ เขียนขอขอบพระคุณครูบาอาจารย์ทุกท่านที่ประสิทธิ์ประสาทวิชาที่ เป็นพื้นฐานและวิชาที่ เกี่ยวข้อง
โดยตรงกับทฤษฎีสนามควอนตัม

ผู้เขียนขอขอบคุณเพื่อนร่วมงานทุกท่านทั้งในอดีตและปัจจุบัน ณ วิทยาลัยเพื่อการค้นคว้าระดับรากฐาน
“สถาบันสำนักเรียนท่าโพธิ์ฯ” (IF) มหาวิทยาลัยนเรศวร โดยเฉพาะ Prof. Dr. Edouard Berge Manoukian,
รศ. ดร.บุรินทร์ กำจัดภัย, ผศ. ดร.เสกสรร สุขะเสนา, ผศ. ดร.สิขรินทร์ อยู่คง และ Dr. Sheng­Lan Ko
ซึ่งผู้เขียนได้ร่วมอภิปรายและแลกเปลี่ยนเรียนรู้ในประเด็นต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัม และ
ที่สำคัญ Prof. Dr. Edouard Berge Manoukian ยังเป็นผู้สร้างแรงบันดาลใจให้ผู้เขียนศึกษาทฤษฎีสนาม
ควอนตัมอย่างหมั่นเพียรและให้ลึกซึ้ง

ผู้ เขียนขอขอบคุณนิสิต ของ IF ทุกท่านทั้ง ในอดีต และปัจจุบัน โดย เฉพาะ อ. ดร.จา รุณี สนองคุณ,
อ. ดร.ชลธิชา กฤษณ์เพ็ชร์, นายอาณาจักร พลจันทึก, นายอมรเทพ ติต๊ะ, น.ส.ศุจิพัชร จันอูน, นายสมโภช
ไทรแช่มจันทร์, นายราชภัฏ นครจินดา, นายศักดิธัช จิตรเพียรค้า, นายมฤเคนทร์ จอมเพชร, นายผดุงเกียรติ
กวางแก้ว และ Mr. Candrasyah Muhammad ซึ่งตั้งคำถามที่น่าสนใจและให้ข้อสังเกตในประเด็นต่าง ๆ
ที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎีสนามควอนตัม

iii

หนังสือเล่มนี้เขียนขึ้นเพื่อให้นักเรียน นิสิต นักศึกษา และผู้สนใจ ที่มีพื้นฐานมาในระดับหนึ่งแล้ว ได้เข้าใจ
ถึงหลักการ แนวคิด และการคำนวณในทฤษฎีสนามควอนตัม หนังสือเล่มนี้เขียนขึ้นเพื่ออภิปรายทฤษฎีสนาม
ควอนตัมที่ประยุกต์ใช้กับฟิสิกส์อนุภาค ซึ่งนอกจากสมบัติทางควอนตัมแล้ว สนามก็ยังมีสมบัติทางสัมพัทธภาพ
พิเศษด้วย ดังนั้น พื้นฐานที่ผู้ศึกษาควรมีมาก่อนอ่านหนังสือเล่มนี้ นอกจากพื้นฐานของกลศาสตร์คลาสสิค
(โดยเฉพาะกลศาสตร์ลากรางจ์และกลศาสตร์ฮามิลตัน) และกลศาสตร์ควอนตัมแล้ว ผู้อ่านก็ควรมีพื้นฐานของ
ทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษด้วย ซึ่งผู้อ่านอาจศึกษาหัวข้อแต่ละหัวข้อดังกล่าวได้จากหนังสือต่าง ๆ ที่เขียนขึ้นมา
โดยเฉพาะเพื่ออภิปรายเนื้อหาเหล่านี้ หรือจากการศึกษาวิชาเหล่านี้ในรายวิชาระดับมหาวิทยาลัย

ในส่วนเนื้อหาที่เกี่ยวข้องกับกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสนามควอนตัม ผู้เขียนได้รวบรวม เรียบเรียง
อภิปราย และขยายความเนื้อหาจากหนังสือต่าง ๆ ได้แก่ [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11],
[12] และ [13] นอกจากนี้ ผู้ เขียนยังอ้างอิงจากหนังสือ เล่มอื่นและงานวิจัยต่าง ๆ เพื่อ เสริมการอภิปราย
ในเนื้อหาส่วนต่าง ๆ ของหนังสือเล่มนี้

ในหนังสือเล่มนี้ ผู้ เขียนใช้คำศัพท์ที่บัญญัติโดยราชบัณฑิตยสถาน [14] แต่สำหรับศัพท์ที่ ไม่มีบัญญัติไว้
ผู้เขียนพยายามแปลโดยเน้นความเรียบง่ายและสื่อความหมายใกล้เคียงกับคำในภาษาเดิม

หนังสือเล่มนี้มี 18 บท ซึ่งรวบรวมไว้เป็น 5 ส่วน นอกจากนี้ยังมีอีก 3 ภาคผนวก

ส่วนที่ 1 ประกอบด้วยบทที่ 1­7 ซึ่งอภิปรายประเด็นพื้นฐานที่สำคัญที่จะนำไปใช้ในการศึกษาทฤษฎี
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ส่วนที่ 3 ประกอบด้วยบทที่ 12­14 ซึ่งวิเคราะห์ทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว บทที่ 12 เสนอ
สูตรและเครื่องมือต่าง ๆ ที่จะนำไปใช้คำนวณเกี่ยวกับปัญหาการกระเจิง บทที่ 13 อธิบายการคำนวณปริมาณ
ที่เรียกว่าฟังก์ชัน n จุด ซึ่งจะนำไปประกอบกับสูตรในบทที่ 12 เพื่อนำไปอธิบายปัญหาการกระเจิงในบทที่ 14
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1
บทนำ

1.1 ทฤษฎีฟิสิกส์และความเป็นสากล
ปรากฏการณ์ต่าง ๆ ในทางฟิสิกส์มักอธิบายได้ด้วยหลักการเพียงไม่กี่ข้อ ยกตัวอย่างเช่น ในกลศาสตร์

คลาสสิค (classical mechanics) การเคลื่อนที่ของวัตถุอธิบายได้ด้วยกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน กลศาสตร์
คลาสสิคเป็นทฤษฎีที่มีความเป็นสากล (universality) เนื่องจากใช้อธิบายวัตถุหรือระบบได้หลากหลาย และ
ทำนายค่าปริมาณทางฟิสิกส์ที่เกี่ยวข้อง เช่น ตำแหน่ง, โมเมนตัม และ พลังงาน ได้อย่างแม่นยำ อย่างไรก็ดี
ความเป็นสากลของกลศาสตร์คลาสสิคยังมีข้อจำกัด กลศาสตร์คลาสสิคใช้ได้ดีกับระบบที่มีขนาดใหญ่กว่า
ระดับโมเลกุล, ระบบที่อัตราเร็วไม่สูงจนเข้าใกล้อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศ และ ระบบที่ความโน้มถ่วง
ไม่สูงมากจนเกินไป เป็นต้น

หนึ่งในคำถามที่น่าสนใจคือ มีทฤษฎีทางฟิสิกส์ที่มีความเป็นสากลที่ครอบคลุมมากกว่ากลศาสตร์คลาสสิค
หรือไม่ หากไม่มีแสดงว่าจะต้องมีทฤษฎี เฉพาะกิจที่สร้างขึ้นเพื่ออธิบายระบบที่กลศาสตร์คลาสสิคอธิบาย
ไม่ได้ หรือหากมี คำถามต่อมาคือทฤษฎีนั้นควรมีลักษณะเป็นอย่างไร จากประวัติศาสตร์ของฟิสิกส์เราทราบว่า
มีทฤษฎีดังกล่าวอยู่ และไม่ได้มีอยู่เพียงทฤษฎีเดียว เราทราบมาจากประวัติศาสตร์ของฟิสิกส์เช่นกันว่าทฤษฎี
ที่มีความเป็นสากลที่ครอบคลุมมากกว่ากลศาสตร์คลาสสิค ไม่ได้ได้มาจากการเพิ่ม ลด หรือแม้กระทั่งแก้ไขกฎ
เพียงเล็กน้อย ทั้งนี้ เป็นที่เข้าใจได้ว่ากฎในกลศาสตร์คลาสสิคมีความเรียบง่ายอยู่แต่เดิม ดังนั้น การกระทำดัง
ที่กล่าวมาดูจะเป็นการลดขอบเขตของความเป็นสากลแทนที่จะขยายขอบเขตขึ้นตามที่เราต้องการ ที่จริงแล้ว
ทฤษฎีที่ประสบความสำเร็จในการขยายขอบเขตควรได้มาจากการเปลี่ยนกรอบแนวคิดจากทฤษฎีกลศาสตร์
คลาสสิค

เราจะกล่าวถึงทฤษฎีตัวอย่างสองทฤษฎีที่ขอบเขตความเป็นสากลครอบคลุมมากกว่ากลศาสตร์คลาสสิค
ทฤษฎีแรกคือกลศาสตร์ควอนตัม (quantum mechanics) ซึ่งอธิบายปรากฏการณ์ระดับอะตอมและโมเลกุล
ได้เป็นอย่างดี นอกจากนี้ เมื่อระบบมีขนาดใหญ่ขึ้นถึงระดับหนึ่ง ผลจากกลศาสตร์ควอนตัมจะลดรูปไปเป็น
ผลจากกลศาสตร์คลาสสิค ทฤษฎีต่อมาคือทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ (special relativity) ซึ่งอธิบายระบบ
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1.2. ทฤษฎีสำหรับอนุภาคเดี่ยวเชิงควอนตัมสัมพัทธภาพ

ทฤษฎีสนามควอนตัมประสบความสำเร็จอย่างมากในการอธิบายปรากฏการณ์ในระดับอะตอมและระดับ
ที่ เล็กกว่าอะตอม แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาคเป็นทฤษฎีที่ครอบคลุมปรากฏการณ์ในระดับเล็ก
กว่าอะตอมมากที่สุด และสอดคล้องกับผลการทดลองในปัจจุบัน แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาค
มีความแม่นยำในการทำนายการมีอยู่, สมบัติ และอันตรกิริยาระหว่างกัน ของอนุภาคมูลฐาน ซึ่งได้แก่ อนุภาค
ประเภทควาร์ก (quark), เลปตอน (lepton), เกจโบซอน (gauge boson) และ ฮิกส์โบซอน (Higgs boson)
อาจกล่าวได้ว่า ควาร์กและเลปตอนเป็นอนุภาคมูลฐานที่ประกอบขึ้นเป็นสสาร เกจโบซอนเป็นอนุภาคมูลฐาน
ที่นำแรงพื้นฐาน โดยแรงพื้นฐานที่แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาคอธิบายได้ ได้แก่ แรงไฟฟ้าแม่เหล็ก,
แรงนิวเคลียร์อย่างอ่อน และ แรงนิวเคลียร์อย่างเข้ม ฮิกส์โบซอนเป็นอนุภาคมูลฐานที่เกี่ยวข้องกับกลไกฮิกส์
(Higgs mechanism) ซึ่งเป็นกลไกที่ให้มวลแก่อนุภาคมูลฐาน3

อย่างไรก็ดี ยังมีปรากฏการณ์ในระดับที่เล็กกว่าอะตอมที่แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาคยังอธิบาย
ไม่ได้ นอกจากนี้ แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาคก็ยังรวมกับทฤษฎีความโน้มถ่วงไม่ได้อีกด้วย ดังนั้น
จึงควรมีทฤษฎีที่มีขอบเขตครอบคลุมมากกว่าแบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาค แต่คำถามคือ ทฤษฎี
ดังกล่าวยังอยู่ ในกรอบของทฤษฎีสนามควอนตัมหรือ ไม่ แม้ จะยัง ไม่มี ทฤษฎีที่ ขยายผลของแบบจำลอง
มาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาคได้อย่างเป็นที่น่าพอใจและสอดคล้องกับการทดลอง แต่ทฤษฎีส่วนใหญ่ที่พยายาม
ขยายขอบเขตของแบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาค มักเป็นทฤษฎีสนามควอนตัม ยกตัวอย่างเช่น ทฤษฎี
สมมาตรยวดยิ่ง (supersymmetry), ทฤษฎีสตริง (string theory), ทฤษฎีเอ็ม (M­theory) ต่างก็เป็นทฤษฎี
สนามควอนตัม

ในที่สุดแล้ว ไม่ว่าทฤษฎีที่มีความเป็นสากลครอบคลุมทุกสรรพสิ่งจะเป็นทฤษฎีสนามควอนตัมชนิดหนึ่ง
หรือไม่ ก็ปฏิเสธไม่ได้ว่าการศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัมเป็นหนทางที่ดีหนทางหนึ่งในการมุ่งสู่เป้าหมายนี้

1.2 ทฤษฎีสำหรับอนุภาคเดี่ยวเชิงควอนตัมสัมพัทธภาพ
ในบทย่อยก่อนหน้านี้ เรากล่าวว่าสนามมีความเป็นมูลฐานมากกว่าอนุภาค โดยเหตุผลหนึ่งคือ เนื่องจาก

อนุภาคถูกสร้างและถูกทำลายได้ ในบทย่อยนี้เราจะศึกษาจากประวัติศาสตร์เพื่ออภิปรายประเด็นนี้เพิ่มเติม
เราจะเน้นไปที่ความพยายามในการนำทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษมารวมกับกลศาสตร์ควอนตัมเพื่ออธิบาย
อนุภาคเดี่ยว แล้วจะชี้ให้เห็นว่าความพยายามดังกล่าวไม่ประสบความสำเร็จในการสร้างทฤษฎีที่สอดคล้อง
ในตัว กล่าวคือ การรวมกันของทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษและกลศาสตร์ควอนตัมไม่สามารถอธิบายระบบ
อนุภาคเดี่ยวได้ อย่างไรก็ดี ความพยายามในการแก้ปัญหาจากการอธิบายอนุภาคเดี่ยวทำให้เกิดการคาดการณ์
ถึงการมีอยู่ของปฏิยานุภาค (antiparticle) ซึ่งบ่งชี้ว่าอนุภาคถูกสร้างและถูกทำลายได้ จึงทำให้จำนวนอนุภาค
ของระบบเปลี่ยนแปลงได้ ดังนั้นในระดับรากฐาน การรวมกันของทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษและกลศาสตร์
ควอนตัมไม่สามารถอธิบายระบบอนุภาคเดี่ยวได้ ทฤษฎีที่เกิดจากการรวมกันดังกล่าวจะต้องอธิบายระบบที่

3ปีเตอร์ ฮิกส์ (Peter Higgs) และ ฟรองซัวส์ อองแกรท์ (François Englert) ได้รับรางวัลโนเบลสาขาฟิสิกส์ในปี ค.ศ. 2013 จาก
ทฤษฎีที่ทำนายกลไกฮิกส์ [15], [16] ซึ่งได้รับการยืนยันโดยการทดลอง ATLAS และ CMS โดยเครื่อง LHC ที่ CERN ในปี ค.ศ. 2012
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ที่มีอัตราเร็วสูงเข้าใกล้อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศได้เป็นอย่างดี และเมื่ออัตราเร็วของระบบมีค่าต่ำกว่า
อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศมาก ๆ ผลจากทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษจะลดรูปไปเป็นผลจากกลศาสตร์
คลาสสิคเช่นกัน ที่จริงแล้วขอบเขตของทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษไม่ได้มีเพียงเท่านี้ ทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ
สอดคล้องกับพลศาสตร์ไฟฟ้าคลาสสิค (classical electrodynamics) ดังนั้น เราจึงอาจขยายขอบเขตโดยนำ
ขอบเขตของพลศาสตร์ไฟฟ้าคลาสสิคเข้ามารวมด้วย

หากนำขอบเขตความเป็นสากลของกลศาสตร์ควอนตัมและของทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษมาพิจารณา
ร่วมกันแล้ว จะพบว่าขอบเขตดังกล่าวยังมีข้อจำกัด กล่าวคือ เรายังอธิบายระบบขนาดเล็กที่มีอัตราเร็วเข้าใกล้
อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศไม่ ได้ คำถามที่ตามมาและคล้ายคลึงกับคำถามก่อนหน้านี้คือ มีทฤษฎีทาง
ฟิสิกส์ที่มีความเป็นสากลที่ครอบคลุมกว่าขอบเขตร่วมของกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ
หรือไม่ จากความสำเร็จในกรณีของกลศาสตร์คลาสสิค เราอาจคาดได้ว่าคำตอบของคำถามนี้คือ มี เช่นกัน

นักฟิสิกส์พยายามสร้างทฤษฎีดังกล่าว โดยการนำหลักการของกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสัมพัทธภาพ
พิเศษมารวมเข้าด้วยกัน ทฤษฎีดังกล่าวควรอธิบายอนุภาคเชิงสัมพัทธภาพที่มีสมบัติทางควอนตัมได้ และ
ควรอธิบายสนามไฟฟ้าแม่ เหล็กในเชิงควอนตัมได้ เช่นกัน โดยหลักการแล้วการอธิบายในกรณีของอนุภาค
ทำได้ไม่ยากเย็นนักเมื่อเทียบกับกรณีของสนามไฟฟ้าแม่เหล็ก เนื่องจากระบบของอนุภาคมีจำนวนองศาอิสระ
(degrees of freedom) ที่จำกัด ในขณะที่สนามมีจำนวนองศาอิสระเป็นอนันต์ ทฤษฎีที่ประสบความสำเร็จ
ทั้งสองด้านที่กล่าวมา รวมทั้งด้านอื่น ๆ ด้วย คือ ทฤษฎีสนามควอนตัม (quantum field theory) ซึ่งเป็น
เนื้อหาหลักของหนังสือเล่มนี้

ทฤษฎีสนามควอนตัมรวบรวมการอธิบายทั้งอนุภาคและสนามไว้ ในคำอธิบาย เดียวกัน โดยมีมุมมอง
คือ สนามเป็นสิ่งที่มีความเป็นมูลฐานมากกว่าอนุภาค1 สนามคือฟังก์ชันของจุดในกาลอวกาศ (spacetime)
กล่าวคือ สนามมีค่า ณ แต่ละจุดในกาลอวกาศ โดยหากค่า ณ ตำแหน่งต่าง ๆ เป็นเพียงตัวเลข สนามในที่นี้คือ
สนามสเกลาร์ หรือหากค่า ณ ตำแหน่งต่าง ๆ เป็นปริมาณเวกเตอร์ สนามในที่นี้คือสนามเวกเตอร์ เป็นต้น
นอกจากนี้ยังมีสนามควอนตัม ซึ่งมีค่า ณ แต่ละจุดในกาลอวกาศเป็นตัวดำเนินการเชิงควอนตัม (ในบางกรณี
อาจเป็นตัวดำเนินการเดี่ยว หรือในบางกรณีอาจเป็นชุดตัวดำเนินการ)

ที่จริงแล้วทฤษฎีสนามควอนตัมเป็นกรอบทฤษฎี กล่าวคือ มีหลากหลายทฤษฎีที่อธิบายสนามที่มีทั้งสมบัติ
เชิงควอนตัมและเชิงสัมพัทธภาพ2 โดยขึ้นอยู่กับว่าเราต้องการให้ทฤษฎีแต่ละทฤษฎีอธิบายสนามประเภทใด
บ้าง ทฤษฎีสนามควอนตัม (เฉพาะที่ใช้กับฟิสิกส์อนุภาค) มีพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม (quantum electro­
dynamics) รงค์พลศาสตร์ควอนตัม (quantum chromodynamics) แบบจำลองมาตรฐานของฟิสิกส์อนุภาค
(standard model of particle physics) เป็นต้น

1เหตุผลหนึ่งที่อนุภาคไม่ใช่สิ่งที่เป็นมูลฐาน คือ อนุภาคถูกสร้างและถูกทำลายได้ เราจะอภิปรายประเด็นการสร้างและทำลายอนุภาค
ในภายหลัง

2ที่จริงแล้ว ทฤษฎีสนามควอนตัมไม่จำเป็นต้องมีสมบัติเชิงสัมพัทธภาพ โดยทฤษฎีลักษณะดังกล่าวมักใช้กับฟิสิกส์สสารควบแน่น
(condensed matter physics) แต่ ทฤษฎี สนามค วอนตัม ที่ ประยุกต์ ใช้ กับ ฟิสิกส์ อนุภาค (particle physics) จะ ต้อง มี สมบัติ เชิง
สัมพัทธภาพ ในหนังสือเล่มนี้เราจะกล่าวถึงทฤษฎีสนามควอนตัมในลักษณะนี้เท่านั้น
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ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์และฟังก์ชันเดลตาของดิแรก

ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ (Heaviside step function) และฟังก์ชันเดลตาของดิแรก (Dirac delta
function) เป็นฟังก์ชันที่สำคัญซึ่งเราจะได้ใช้บ่อยในหนังสือเล่มนี้ ในบทนี้เราจะนิยามฟังก์ชันทั้งสองนี้, อธิบาย
การใช้งาน และพิสูจน์สมบัติและเอกลักษณ์ต่าง ๆ

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้ ในหัวข้อเกี่ยวกับแคลคูลัสเบื้องต้น ได้แก่ ลิมิตของฟังก์ชัน, การหา
อนุพันธ์ และการหาปริพันธ์

2.1 ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์
ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์มีนิยามคือ

Θ(x) =




1, x > 0

1
2
, x = 0

0, x < 0

(2.1)

กล่าวคือฟังก์ชันนี้มีค่าเท่ากับ 0 เมื่อ x มีค่าเป็นลบ แต่มีค่าเท่ากับ 1 เมื่อ x มีค่าเป็นบวก ในกรณีที่ x มีค่า
เป็นศูนย์ ฟังก์ชันนี้จะมีค่าเท่ากับ 1/2 ซึ่งเป็นค่ากึ่งกลางระหว่าง 0 กับ 1 อันที่จริงแล้ว Θ(0) สามารถนิยาม
ได้ด้วยค่าต่าง ๆ เช่น 1 หรือ 0 หรืออื่น ๆ แต่ค่า 1/2 นั้นเหมาะสมที่สุดสำหรับในขอบเขตที่จะอภิปรายกันใน
หนังสือเล่มนี้ ทั้งนี้ เนื่องจากเราจะพิจารณาการแปลงฟูเรียร์ (Fourier transformation) ร่วมด้วย ซึ่งค่าของ
ฟังก์ชัน ณ จุดที่ไม่ต่อเนื่อง จะถูกแทนด้วยค่าเฉลี่ยของฟังก์ชัน ณ บริเวณนั้น รูปที่ 2.1 แสดงกราฟของฟังก์ชัน
ขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ ซึ่งจะเห็นได้ว่ามีลักษณะเหมือนขั้นบันไดตามที่ชื่อเรียก

ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์มีนิยามที่เรียบง่าย ซึ่งเราสามารถมองฟังก์ชันนี้เป็นสวิตซ์ปิด­เปิดได้ สมมุติ
ว่าในตอนเริ่มต้นเรามีฟังก์ชัน f0(x) แล้วเราต้องการสร้างฟังก์ชันใหม่คือ f1(x) ซึ่งมีค่าเท่ากับ f0(x) เมื่อ
x ≥ 0 แต่มีค่าเท่ากับ 0 เมื่อ x < 0 จากการใช้ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ เราจะเห็นได้ว่า ทั้งสองฟังก์ชันนี้
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ในทฤษฎีสนามควอนตัม สนามมีความเป็นมูลฐานมากกว่าอนุภาค โดยเหตุผลหนึ่งคือ เนื่องจากอนุภาค
ถูกสร้างและถูกทำลายได้ อีกเหตุผลหนึ่งคือ การนำกลศาสตร์ควอนตัมมาประกอบกับสัมพัทธภาพพิเศษ
จะได้ว่า จำนวนอนุภาคมีค่าไม่คงที่ ดิแรกเสนอวิธีการแก้ปัญหาซึ่งนำไปสู่การคาดการณ์ว่ามีปฏิยานุภาค
ซึ่งได้รับการยืนยันโดยการทดลองในภายหลัง

การอธิบายระบบอนุภาคเชิงควอนตัมโดยใช้ฟังก์ชันคลื่นมีความซับซ้อนอย่างมาก ยอร์ดานและไคลน์เสนอ
อีกวิถีทางหนึ่งคือการใช้สนามควอนตัม วิธีการนี้มีความเรียบง่ายกว่ามากและยังให้ผลตรงกับการใช้ฟังก์ชัน
คลื่น มุมมองที่ได้จากวิธีการนี้คือ สนามมีความเป็นมูลฐานมากกว่าอนุภาค

มุมมองและแนวคิดจากวิธีการของยอร์ดานและไคลน์ได้รับการพัฒนาขึ้นจนเป็นทฤษฎีสนามควอนตัม
ในรูปแบบที่เรารู้จักกันในปัจจุบัน ไฮเซนเบิร์กและเพาลีวางรากฐานการศึกษาอย่างเป็นระบบ โดยเริ่มจากการ
พิจารณาสนาม ซึ่งเป็นฟังก์ชันที่มีค่าเชิงตัวเลข ณ แต่ละจุดในกาลอวกาศ แล้วจึงนำการควอนไทซ์แบบบัญญัติ
ซึ่ง เป็น ระเบียบวิธี จากกลศาสตร์ คลาสสิคมาประยุกต์ ใช้ เพื่อ ยกระดับ ให้ สนามกลาย เป็นสนามควอนตัม
ในส่วนที่ 2 ของหนังสือเล่มนี้ เราจะนำวิธีการของไฮเซนเบิร์กและเพาลีมาใช้เพื่อศึกษาตัวอย่างต่าง ๆ ของ
ทฤษฎีสนามควอนตัม

วิธีการของไฮเซนเบิร์กและเพาลีได้ผลดีหากสนามไม่มีอันตรกิริยา แต่การอธิบายสนามที่มีอันตรกิริยา
มักประสบปัญหาคือการคำนวณได้ปริมาณทางฟิสิกส์ที่ มีค่า เป็นอนันต์ วิธีการแก้ปัญหาคือการทำให้ เป็น
บรรทัดฐาน ใหม่ นอกจากนี้ การคำนวณ เมทริกซ์ เอส ก็ เป็น อีก การคำนวณหนึ่ง ที่ สำคัญ ในกรณี ที่ สนาม
มีอันตรกิริยา

นอกจากการกล่าวถึงที่มาและความสำคัญของทฤษฎีสนามควอนตัม ในบทนี้เรายังกล่าวแนะนำเกี่ยวกับ
หน่วยและสัญลักษณ์ในเบื้องต้นที่จะใช้ในหนังสือเล่มนี้
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2.1. ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์

รูปที่ 2.3: กราฟของฟังก์ชัน Θ(−x)
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รูปที่ 2.4: ตัวอย่างกราฟของฟังก์ชัน f0(x) และ f2(x) = f0(x)Θ(−x)

ให้สั้นลง ตัวอย่างเช่น

|x| =




x x > 0

−x x < 0

(2.3)

ซึ่งหากใช้แนวคิดของการปิดบังบางส่วนของฟังก์ชัน โดยใช้ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์จะได้ว่า |x| ประกอบ
ไปด้วยสองส่วน โดยส่วนแรกมาจากฟังก์ชัน x ซึ่งค่าในช่วง x < 0 ถูกปิดไว้ ดังนั้นส่วนนี้อธิบายได้ด้วย
ฟังก์ชัน xΘ(x) ส่วนที่สองมาจากฟังก์ชัน −x ซึ่งค่าในช่วง x > 0 ถูกปิดไว้ ดังนั้นส่วนนี้อธิบายได้ด้วย
ฟังก์ชัน (−x)Θ(−x) และเมื่อรวมทั้งสองส่วนเข้าด้วยกัน จะได้ว่า |x| เขียนอีกแบบได้เป็น |x| = xΘ(x) +

(−x)Θ(−x) รูปที่ 2.7 แสดงขั้นตอนเหล่านี้ด้วยภาพ
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รูปที่ 2.1: ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์

เกี่ยวข้องกันตามความสัมพันธ์
f1(x) = f0(x)Θ(x) (2.2)

การนำฟังก์ชันไปคูณกับ Θ(x) เป็นการ “ปิด” ทางฝั่งซ้ายของกราฟของฟังก์ชันนั้น โดยการเปลี่ยนค่าของ
ฟังก์ชันในบริเวณนั้นให้เป็นศูนย์ ส่วนทางฝั่งขวาของกราฟนั้นก็ “เปิด” ไว้ดังเดิม ลองพิจารณากรณีตัวอย่างใน
รูปที่ 2.2 แต่หากเราต้องการเปลี่ยนมาปิดฝั่งขวาแทน จะต้องนำฟังก์ชันนั้นไปคูณกับ Θ(−x) ซึ่งหน้าตาของ
กราฟเป็นไปตามที่แสดงไว้ในรูปที่ 2.3 ส่วนรูปที่ 2.4 แสดงตัวอย่างของฟังก์ชัน f2(x) ซึ่งมีค่าเท่ากับ f0(x)

เฉพาะเมื่อ x < 0 แต่มีค่าเท่ากับ 0 สำหรับ x > 0
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รูปที่ 2.2: ตัวอย่างของฟังก์ชัน f0(x) และฟังก์ชัน f1(x) = f0(x)Θ(x)

เมื่อเข้าใจแนวคิดแล้ว พวกเราลองมาพิจาณากรณีที่มีความซับซ้อนมากขึ้น สมมุติว่าเราต้องการ “เปิด”

ฟังก์ชัน f0(x) เฉพาะในช่วง −1 < x < 0.5 แต่ “ปิด” ช่วงอื่นไว้ สิ่งที่จะทำเป็นอันดับแรกคือการหาฟังก์ชัน
ตามรูปที่ 2.5 ซึ่งจากการใช้ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ จะพบว่าฟังก์ชันนี้คือ Θ(x + 1) − Θ(x − 0.5)

ดังนั้นฟังก์ชันที่เป็นผลมาจากการปิด f0(x) คือ ฟังก์ชัน f3(x) = f0(x)(Θ(x+1)−Θ(x−0.5)) ซึ่งมีกราฟ
ตามรูปที่ 2.6

อีกหนึ่งตัวอย่างของการประยุกต์ใช้ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ คือการเขียนนิยามของฟังก์ชันบางชนิด
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3
กลศาสตร์ควอนตัมในสัญกรณ์บรา­เค็ท

ในบทนี้เราจะนำเสนอกลศาสตร์ควอนตัมโดยใช้สัญกรณ์บรา­เค็ท (bra­ket notation) ซึ่งเป็นการอธิบาย
กลศาสตร์ควอนตัมในอีกรูปแบบหนึ่งที่นอกเหนือจากการอธิบายด้วยฟังก์ชันคลื่น นอกจากนี้สัญกรณ์บรา­เค็ท
ยังเหมาะกับการนำไปใช้งานในทฤษฎีขั้นสูงต่อไป แหล่งอ้างอิงหลักสำหรับบทนี้คือ [1] ซึ่งเขียนขึ้นโดยดิแรก
ผู้นำสัญกรณ์บรา­เค็ท มาใช้เป็นคนแรก การอธิบายในบทนี้จะค่อนข้างขนานไปกับการอธิบายโดยใช้ฟังก์ชัน
คลื่น แต่เราจะเน้นให้ความสำคัญกับปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) ซึ่งถือได้ว่าเป็นสถานที่อยู่ของปริมาณที่
เรียกว่าเค็ท นอกจากนี้เรายังอภิปรายเนื้อหา อธิบายความหมายของการคำนวณต่าง ๆ ที่สำคัญ พร้อมทั้งยก
ตัวอย่างพื้นฐานของการนำสัญกรณ์บรา­เค็ท ไปใช้ในการอธิบายระบบเชิงควอนตัมพื้นฐาน โดยเฉพาะตัวแกว่ง
ฮาร์มอนิกเชิงควอนตัม (quantum harmonic oscillator) ซึ่งจะได้นำไปขยายผลต่อไปในหนังสือเล่มนี้

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานในหัวข้อดังนี้

• หัวข้อเบื้องต้นเกี่ยวกับกลศาสตร์ควอนตัม เช่น ฟังก์ชันคลื่น, แอมพลิจูดความน่าจะเป็น, ค่าคาดหมาย,
สมการค่าลักษณะเฉพาะ, ตัวแกว่งฮาร์มอนิกเชิงควอนตัม

• หัวข้อเบื้องต้นเกี่ยวกับพีชคณิตเชิงเส้น เช่น ปริภูมิเวกเตอร์, ผลคูณภายใน, ผลรวมเชิงเส้น

• บทที่ 2

3.1 ปริภูมิฮิลเบิร์ต
การอธิบายสถานะเชิงควอนตัมสามารถทำได้ โดยใช้ปริมาณซึ่ง เรียกว่า เค็ท (ket) ยกตัวอย่าง เช่น |ψ〉

ปริมาณเหล่านี้เป็นสมาชิกของปริภูมิฮิลเบิร์ต ซึ่งอาจกล่าวได้ว่าเป็นปริภูมิเวกเตอร์ที่มีโครงสร้างเพิ่มเติม เช่น
โครงสร้างซึ่งสามารถใช้นิยามมุมและความยาวได้ นอกจากนี้ยังมีโครงสร้างอื่น ๆ ที่สำคัญอีก แต่เราจะไม่
อภิปรายในรายละเอียดเชิงคณิตศาสตร์ เราจะทำเพียงแค่กล่าวถึงสมบัติบางประการ ผล และแนวคิด ซึ่งพร้อม
นำมาใช้โดยตรงในฟิสิกส์
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2.4 จงใช้ฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์เพื่อเขียนฟังก์ชัน

f(x) =




g(x), x > 3

h(x), x < 3

(2.44)

ในอีกรูปแบบหนึ่ง

2.5 จงพิสูจน์ว่า ∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a) (2.45)

2.6 จงพิสูจน์ว่า
xnδ′(x) = 0 (2.46)

สำหรับจำนวนเต็ม n ซึ่งมีค่ามากกว่า 1

2.7 จงพิสูจน์ว่า
f(x)δ(x− x0) = f(x0)δ(x− x0) (2.47)

2.8 พิจารณา
δϵ(x) =

e−x2/ϵ2

ϵ
√
π

(2.48)

โดยที่ ϵ ∈ R จงคำนวณ ∫ ∞

−∞
dx δϵ(x)e

2ax (2.49)

และหาลิมิต ϵ → 0+ ของปริพันธ์นี้

2.9 จงพิสูจน์ว่า
Θ(x− y)Θ(y − z) = Θ(x− z)(Θ(y − z)−Θ(y − x)) (2.50)

2.10 จงพิสูจน์ว่า
δ(x2 − a2) =

δ(x− a) + δ(x+ a)

2a
(2.51)

โดยที่ a > 0
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3.1. ปริภูมิฮิลเบิร์ต

ใดล้วนแต่จะต้องมีจำนวนสมาชิกเท่ากันทั้งสิ้น โดยเราสามารถกำหนดมิติของปริภูมิฮิลเบิร์ตได้จากจำนวน
สมาชิกของฐานหลัก จำนวนมิติของปริภูมิฮิลเบิร์ตมีได้ทั้งเป็นจำนวนจำกัดและจำนวนอนันต์

ยังมีโครงสร้างอื่นอีกสำหรับปริภูมิฮิลเบิร์ต หนึ่งในโครงสร้างที่สำคัญคือผลคูณภายใน (inner product)
ซึ่งสำหรับเค็ทใด ๆ เช่น |ψ〉, |ϕ〉 ∈ H ผลคูณภายในเป็นเลขจำนวนเชิงซ้อนซึ่งเขียนได้เป็น 〈ϕ|ψ〉 ก่อนที่จะ
กล่าวถึงสมบัติของผลคูณภายใน เราจะมาพิจารณาปริภูมิคู่กัน (dual space) ของปริภูมิฮิลเบิร์ต

เราแทนปริภูมิคู่กันของปริภูมิฮิลเบิร์ตด้วยสัญลักษณ์ H∗ และเรียกสมาชิกแต่ละสมาชิกของ H∗ ว่า บรา
(bra) ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์เช่น 〈ϕ| ซึ่งบราคือ การส่งเค็ทไปเป็นเลขจำนวนเชิงซ้อน โดยเฉพาะอย่างยิ่ง

〈ϕ|(|ψ〉) = 〈ϕ|ψ〉 (3.3)

สำหรับ |ψ〉, |ϕ〉 ใด ๆ ใน H และ 〈ϕ| ใด ๆ ใน H∗ สังเกตว่าสำหรับแต่ละเค็ทเช่น |ϕ〉 ∈ H จะมีบราที่
เกี่ยวเนื่องกันเสมอ ซึ่งในที่นี้เขียนด้วยสัญลักษณ์ 〈ϕ| โดยที่ 〈ϕ| ส่งเค็ท ใด ๆ เช่น |ψ〉 ∈ H ไปเป็น 〈ϕ|ψ〉 ซึ่ง
เป็นผลคูณภายในของ |ϕ〉 กับ |ψ〉 นอกจากนี้ บราจะต้องเป็นการส่งเชิงเส้น (linear map) ในแง่ที่ว่าสำหรับ
|ψ1〉, |ψ2〉 ใด ๆ ใน H และ c1, c2 ใด ๆ ใน C เรามี

〈ϕ| (c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉) = c1〈ϕ|ψ1〉+ c2〈ϕ|ψ2〉 (3.4)

เราสามารถนิยามโครงสร้างของ H∗ โดยอิงกับโครงสร้างของ H โดยในที่นี้ เราจะกล่าวถึง โครงสร้าง
ในฐานะที่ H∗ เป็นปริภูมิเวกเตอร์ก่อน ดังนี้

• สำหรับ 〈ϕ1|, 〈ϕ2| ใด ๆ ใน H∗ การบวก 〈ϕ1|+ 〈ϕ2| มีนิยามคือ

(〈ϕ1|+ 〈ϕ2|)(|ψ〉) = 〈ϕ1|ψ〉+ 〈ϕ2|ψ〉 (3.5)

สำหรับ |ψ〉 ใด ๆ ใน H

• สำหรับ 〈ϕ| ใด ๆ ใน H∗ และ c ใด ๆ ใน C ผลคูณ c〈ϕ| มีนิยามคือ

(c〈ϕ|)(|ψ〉) = c〈ϕ|ψ〉 (3.6)

• สำหรับเวกเตอร์ศูนย์ใน H∗ เราใช้สัญลักษณ์ 0 (ซึ่งเป็นสัญลักษณ์เดียวกับเวกเตอร์ศูนย์ใน H) ในที่นี้
เวกเตอร์ศูนย์คือบราซึ่งส่งเค็ททุกตัวไปเป็นศูนย์ กล่าวคือหากบรา 〈χ| มีสมบัติว่า

〈χ|(|ψ〉) = 0 (3.7)

สำหรับ |ψ〉 ใด ๆ ใน H จะได้ว่า 〈χ| = 0

• สมบัติอื่น ๆ ของ H∗ ในฐานะของปริภูมิเวกเตอร์นั้น สามารถพิสูจน์ได้เช่นกัน แต่เราจะไม่แสดงวิธีการ
พิสูจน์
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ปริภูมิฮิลเบิร์ตเป็นชุดของสมาชิก เช่น |ψ〉 เรามักจะเขียนแทนปริภูมิฮิลเบิร์ตด้วยสัญลักษณ์ H ในฐานะที่
ปริภูมิฮิลเบิร์ตเป็นปริภูมิเวกเตอร์ชนิดหนึ่ง มันจะต้องมีการดำเนินการด้วยสัญลักษณ์คือ + และ · ซึ่งมีสมบัติ
ดังต่อไปนี้ โดยที่ |ψ〉, |ϕ〉, |χ〉 คือ เค็ท ใด ๆ ใน H และ c1, c2 คือจำนวนเชิงซ้อนใด ๆ ใน C

• สมบัติปิดของการบวก : |ϕ〉+ |ψ〉 ∈ H

• สมบัติปิดของการคูณสเกลาร์ : c1 · |ψ〉 ∈ H อันที่จริงแล้วโดยทั่วไปเราจะละสัญลักษณ์ · ดังนั้นเราจะ
เขียนการคูณสเกลาร์เพียง c1|ψ〉 ∈ H

• การมีเวกเตอร์ศูนย1์ 0 ∈ H โดยที่ 0 + |ψ〉 = |ψ〉+ 0 = |ψ〉

• การคูณด้วย 1 ∈ C : 1|ψ〉 = |ψ〉

• สมบัติผกผันของการบวก : สำหรับเค็ทใด ๆ เช่น |ψ〉 ∈ H ปริภูมิฮิลเบิร์ตจะต้องมีสมาชิก −|ψ〉 ∈ H

ด้วย โดยที่ |ψ〉+ (−|ψ〉) = (−|ψ〉) + |ψ〉 = 0

• สมบัติการสลับที่ของการบวก : |ψ〉+ |ϕ〉 = |ϕ〉+ |ψ〉

• สมบัติการเปลี่ยนหมู่ของการบวก : |ψ〉+ (|ϕ〉+ |χ〉) = (|ψ〉+ |ϕ〉) + |χ〉

• สมบัติการเปลี่ยนหมู่สำหรับการคูณด้วยสเกลาร์ : (c1c2)|ψ〉 = c1(c2|ψ〉)

• สมบัติการกระจายสำหรับการบวกเวกเตอร์ : c1(|ψ〉+ |ϕ〉) = c1|ψ〉+ c1|ϕ〉

• สมบัติการกระจายสำหรับการบวกสเกลาร์ : (c1 + c2)|ψ〉 = c1|ψ〉+ c2|ψ〉

เรากล่าวว่าเซต {|ψ1〉, |ψ2〉, · · · , |ψn〉} มีความเป็นอิสระเชิงเส้น (linearly independent) หากสมการ

a1|ψ1〉+ a2|ψ2〉+ · · ·+ an|ψn〉 = 0 (3.1)

มีผลเฉลยเดียวคือ a1 = a2 = · · · = an = 0 สมมุติว่าเรามีเซต {|ϕ1〉, |ϕ2〉, · · · , |ϕm〉} ซึ่งมีความเป็น
อิสระเชิงเส้น โดยที่เค็ทใด ๆ ใน H สามารถเขียนเป็นผลรวมเชิงเส้น (linear combination) ของเค็ทในเซตนี้
ได้ กล่าวคือ มีจำนวนเชิงซ้อน a1, a2, · · · , am ∈ C ซึ่ง

|ψ〉 = a1|ϕ1〉+ a2|ϕ2〉+ · · ·+ am|ϕm〉 (3.2)

สำหรับ |ψ〉 ใด ๆ ใน H ในกรณีนี้เรากล่าวได้ว่า H มี m มิติ นอกจากนี้เราเรียกเซต {|ϕ1〉, |ϕ2〉, · · · , |ϕm〉}

ว่าเป็นฐานหลัก (basis) ของ H อันที่จริงแล้วเราสามารถสร้างฐานหลักอื่น ๆ ได้อีก แต่ไม่ว่าจะเป็นฐานหลัก
1เรามักจะเขียนแทนเวกเตอร์ศูนย์ด้วยสัญลักษณ์ 0 แต่จะไม่แทนด้วยสัญลักษณ์ |0⟩ ซึ่งมักใช้อธิบายสถานะพื้นในทางควอนตัม

นอกจากนี้ |ψ⟩+ |0⟩ ̸= |ψ⟩
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การแปลงฟูเรียร์เป็นการแปลงที่มีประโยชน์มากสำหรับฟิสิกส์ทฤษฎี เราจะได้นำการแปลงฟูเรียร์มาใช้
ประโยชน์หลายครั้งในหนังสือเล่มนี้ ในบทนี้เราจะเน้นกล่าวถึงนิยามและสมบัติเบื้องต้นของการแปลงฟูเรียร์
และนอกจากจะกล่าวถึงนิยามของการแปลงฟูเรียร์ในหนึ่งมิติแล้ว ยังกล่าวถึงการขยายผลไปกรณีที่มีจำนวน
มิติสูงขึ้น

ก่อนอ่านบทนี้ หากผู้ อ่านมี ความรู้ ในหัวข้อ เกี่ยวกับการแปลงฟู เรียร์ มาก่อน จะ เป็นประโยชน์ มาก
เนื่องจากบทนี้เป็นการสรุปความรู้บางส่วนของการแปลงฟูเรียร์แต่ไม่ได้ลงรายละเอียดสำหรับผู้เริ่มอ่านหัวข้อนี้

4.1 นิยามและสมบัติ
ผู้อ่านอาจเคยพบการใช้การแปลงฟูเรียร์มาแล้วในระหว่างที่ศึกษากลศาสตร์ควอนตัมก่อนอ่านหนังสือ

เล่มนี้ ตัวอย่างเช่น การแปลงฟูเรียร์ใช้อธิบายการแปลงระหว่างฟังก์ชันคลื่นในปริภูมิพิกัด (coordinate­space
wave function) ψ(x) กับฟังก์ชันคลื่นในปริภูมิโมเมนตัม (momentum­space wave function) ψ̃(p)

ในหนังสือเล่มนี้เราจะใช้การแปลงฟูเรียร์ในรูปแบบดังนี้

f̃(k) =

∫ ∞

−∞
dx e−ikxf(x) (4.1)

f(x) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eikxf̃(k) (4.2)

อันที่จริงแล้วเราควรเรียกสองสมการนี้ตามลำดับว่า การแปลงฟูเรียร์ และการแปลงฟูเรียร์ผกผัน แต่ในหนังสือ
เล่มนี้เราจะเรียกโดยรวมว่าการแปลงฟูเรียร์ สมการที่ (4.1) และ (4.2) นั้น อธิบายการแปลงฟูเรียร์ระหว่าง
ปริภูมิ x และปริภูมิ k สำหรับการประยุกต์ใช้ในหนังสือเล่มนี้ เรามักจะใช้ปริภูมิ x ในการอธิบายพิกัดในอวกาศ
หรือในเวลา ในขณะที่ปริภูมิ k มักจะใช้อธิบายปริภูมิโมเมนตัมหรือปริภูมิความถี่ (เชิงมุม)

ในหนังสือเล่มนี้เราจะใช้สัญนิยมซึ่งใช้สัมประสิทธิ์ 1/(2π) สำหรับปริพันธ์ในปริภูมิ k แต่ใช้สัมประสิทธิ์
เป็น 1 สำหรับปริพันธ์ในปริภูมิ x อันที่จริงแล้วก็มีสัญนิยมอื่นสำหรับการแปลงฟูเรียร์เช่นกัน แต่เราจะไม่ใช้
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3.10 สมมุติว่าที่จริงแล้วปริภูมิหนึ่งมิติประกอบไปด้วยจุดจำนวนอนันต์ซึ่งมีตำแหน่งคือ xn = ns โดยที่
n = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · และ s คือจำนวนจริงบวก ตำแหน่งของจุดเหล่านี้คือค่าลักษณะเฉพาะ
ของตัวดำเนินการ X เราจะเรียกเค็ทลักษณะเฉพาะที่ เกี่ยวเนื่องกับค่าลักษณะเฉพาะ xn ว่า |xn〉

โดยที่ผลคูณภายในของเค็ทลักษณะเฉพาะคือ 〈xm|xn〉 = δmn/s

(ก) จงพิสูจน์ว่าความสัมพันธ์บ่งความสมบูรณ์ในกรณีนี้คือ ∑∞
n=−∞ s|xn〉〈xn| = �

(ข) จงพิสูจน์ว่าในลิมิต s → 0 ความสัมพันธ์บ่งความสมบูรณ์คือ ∫
dx|x〉〈x| = �

คำใบ้ : ∆n = 1

(ค) จงแสดงว่าในลิมิต s → 0 ผลคูณภายใน 〈xm|xn〉 ลู่เข้าสู่ค่า δ(xm − xn)

3.11 จงพิสูจน์ว่าตัวดำเนินการจำนวน N = a†a เป็นตัวดำเนินการเฮอร์มิเชียน

3.12 จงพิสูจน์ความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ในสมการที่ (3.105)

3.13 สมมุติว่า |1/2〉 เป็นสถานะที่ต่ำที่สุดของตัวแกว่งฮาร์มอนิกเชิงควอนตัม จงหาข้อโต้แย้งสมมุติฐานนี้
โดยเริ่มจากสมการ

a|1/2〉 = 0 (3.127)

จนได้ข้อสรุปที่ขัดแย้ง คำใบ้ : นำ a† ไปกระทำกับสมการที่ (3.127)

3.14 จงพิสูจน์สมการที่ (3.110)
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5
การแปลงลอเรนทซ์

ในเนื้อหาของวิชาทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษนั้น การแปลงลอเรนทซ์ (Lorentz transformation) คือ
การแปลงพิกัดระหว่างกรอบอ้างอิง เฉื่อยสองกรอบ ซึ่งการจะเรียกการแปลงพิกัดลักษณะใดว่าการแปลง
ลอเรนทซ์นั้น การแปลงดังกล่าวจะต้องมีสมบัติที่เหมาะสม กล่าวคือ เมื่อแปลงจากกรอบหนึ่งไปอีกกรอบหนึ่ง
กฎทางฟิสิกส์และอัตราเร็วของแสงในสุญญากาศจะต้องไม่ เปลี่ยนแปลง การใช้การแปลงลอเรนทซ์ เป็นสิ่ง
ที่ ขาด ไม่ ได้ สำหรับทฤษฎี สนามค วอนตัม ทั้งนี้ เนื่อง จากทฤษฎี สัม พัทธภาพพิเศษ เป็นพื้น ฐานที่ สำคัญ
ในการศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัม ในบทนี้เราจะศึกษาสมบัติต่าง ๆ ของการแปลงลอเรนทซ์ และอภิปราย
ว่าการแปลงลอเรนทซ์เหนี่ยวนำให้เกิดการแปลงในลักษณะใดสำหรับสถานะเชิงควอนตัม

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้ในหัวข้อเบื้องต้นเกี่ยวกับทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ เช่น สัญกรณ์ดัชนี,
กาลอวกาศมินคอฟสกี, สัญนิยมผลรวมของไอน์สไตน์, เวกเตอร์สี่ (4−vector), เวกเตอร์ไทม์ไลค์ (time­like
vector), เวกเตอร์สเปซไลค์ (space­like vector) และ เวกเตอร์ขนาดศูนย์ (null vector) นอกจากนี้ ผู้อ่าน
ควรมีความรู้ในหัวข้อเบื้องต้นเกี่ยวกับพีชคณิตเชิงเส้น เช่น ปริภูมิเวกเตอร์, ผลคูณภายใน, เมทริกซ์, เมทริกซ์
ผกผัน, เมทริกซ์สลับเปลี่ยน (transpose of a matrix), ดีเทอร์มิแนนต์, สังยุคเฮอร์มิเชียน ฯลฯ

5.1 กรุปลอเรนทซ์
หนังสือเล่มนี้จะอภิปรายเกี่ยวกับสนามควอนตัมบนกาลอวกาศมินคอฟสกี (Minkowski spacetime)

โดยที่เราสามารถเขียนพิกัดของกาลอวกาศนี้ได้ในรูป (xµ) = (x0, x⃗) โดยที่ x0 คือพิกัดของเวลา ในขณะที่ x⃗
คือ เวกเตอร์ซึ่งอธิบายตำแหน่งในอวกาศ เราเขียนอธิบายตำแหน่งในอวกาศในอีกลักษณะหนึ่งได้เป็น xi

ในการอธิบายปริมาณเวกเตอร์ เมทริกซ์ และเทนเซอร์บนกาลอวกาศมินคอฟสกีนั้น เราสามารถพูดถึง
ปริมาณเหล่านี้โดยอาศัยองค์ประกอบของแต่ละปริมาณ เช่น เมทริกซ์ M มีองค์ประกอบคือ Mµν เราจะเรียก
เมทริกซ์นี้ว่า Mµν แทนที่จะเรียกว่า M ซึ่งการเขียนในลักษณะนี้เป็นการใช้สัญกรณ์ดัชนี (index notation)

ในหนังสือเล่มนี้เราจะกำหนดให้เมตริก (metric) มี ซิกเนเจอร์ (signature) เป็น (− + ++) กล่าวคือ
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4.3 สรุปท้ายบท
นิยามของการแปลงฟูเรียร์มีหลากหลายสัญนิยม แต่สัญนิยมที่ เราจะใช้ในหนังสือเล่มนี้จะเป็นไปตาม

สมการที่ (4.1)­(4.2) หากใช้สมการดังกล่าวประกอบกัน จะได้ฟังก์ชันเดลตาของดิแรกในรูปแบบของปริพันธ์
เช่นดังสมการที่ (4.7) นอกจากนี้ การแปลงฟู เรียร์ ยังมีสมบัติ เช่น ในสมการที่ (4.10)­(4.12) เป็นต้น
การขยายผลของการแปลงฟูเรียร์ไปในกรณีของฟังก์ชันหลายตัวแปรก็ทำได้โดยง่าย

4.4 โจทย์ปัญหา
4.1 พิจารณาสมการที่ (4.2) จงเปลี่ยนตัวแปรโดย k′ = −k แล้วนิยาม f̂(k′) ≡ f̃(−k′) หลังจากนั้น

เปลี่ยนชื่อตัวแปรจาก k′ เป็น k และเปลี่ยนชื่อฟังก์ชันจาก f̂ เป็น f̃ จงแสดงว่า จากขั้นตอนข้างต้นนี้
จะได้สมการที่ (4.4) และทำตามขั้นตอนที่คล้ายกันนี้กับสมการที่ (4.1) เพื่อให้ได้สมการที่ (4.3)

4.2 จงหาการแปลงฟูเรียร์สำหรับฟังก์ชัน f(x) = e−a2x2

4.3 จงพิสูจน์สมการที่ (4.10)­(4.12)

4.4 จงหาการแปลงฟูเรียร์สำหรับฟังก์ชัน f(ax+ b) โดยเขียนในรูปของ f̃(k) ซึ่งเป็นการแปลงฟูเรียร์ของ
f(x)

4.5 จงหาการแปลงฟูเรียร์สำหรับฟังก์ชัน f(x) = (Θ(x+ a)−Θ(x− a))h โดยที่ a > 0 และ h เป็นค่า
คงตัว

4.6 จงแทนค่าสมการที่ (4.13) ลงในสมการที่ (4.14) เพื่อแสดงว่าสมการที่ (4.15) เป็นจริง
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5.1. กรุปลอเรนทซ์

โดยที่มีการรักษารูปแบบของอินเทอร์วัล (interval)

ds2 = ηµνdx
µdxν

= −dt2 + dx⃗2

(5.8)

หากเราแปลงอินเทอร์วัลด้วยการแปลงลอเรนทซ์ เราจะพบว่า
ds′2 = ηµνdx

′µdx′ν

= ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ

(5.9)

แต่เนื่องจากการแปลงลอเรนทซ์รักษารูปแบบของอินเทอร์วัล จะได้

ds′2 = ds2

= ηρσdx
ρdxσ

(5.10)

เพราะฉะนั้น จะได้เงื่อนไข
ηµνΛ

µ
ρΛ

ν
σ = ηρσ (5.11)

ซึ่งเมทริกซ์การแปลงลอเรนทซ์ Λ จะต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขนี้ ขอให้พิจารณาและบันทึกไว้ว่าเราสามารถ
เขียนเงื่อนไขข้างต้นในรูปแบบเมทริกซ์ได้ดังนี้

ΛT ηΛ = η (5.12)

หากเราหาเมทริกซ์ผกผันของทั้งสองข้างของสมการข้างต้น แล้วคูณด้วย Λ ทางด้านซ้าย1 และ ΛT ทางด้าน
ขวา จะได้

Λη−1ΛT = η−1 (5.13)

ตัวอย่างมาตรฐานสำหรับการแปลงลอเรนทซ์ ได้แก่ การหมุนรอบแกน x, y และ z :

Rx(θ1) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 cos θ1 − sin θ1

0 0 sin θ1 cos θ1




, (5.14)

Ry(θ2) =




1 0 0 0

0 cos θ2 0 sin θ2

0 0 1 0

0 − sin θ2 0 cos θ2




, (5.15)

1ในที่นี้ “การคูณทางด้านซ้าย” หมายความว่า เราคูณปริมาณทั้งทางด้านซ้ายมือและขวามือของสมการจากทางซ้าย เช่น การคูณ
สมการ a = b ทางด้านซ้ายด้วย x จะได้ xa = xb ส่วน “การคูณทางด้านขวา” นั้น สามารถอธิบายได้ในทำนองเดียวกัน อย่างไรก็ดี
หากเราต้องการกล่าวถึงด้านของเครื่องหมาย “=” เราจะใช้คำว่า “ด้านซ้ายมือของสมการ” หรือ “ด้านขวามือของสมการ” เช่น a คือ
ปริมาณทางด้านซ้ายมือของสมการa = b
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เราสามารถเขียนเมตริกได้ในรูปของเมทริกซ์ (matrix) ดังนี้

η = (ηµν) =




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(5.1)

เราจะเขียนองค์ประกอบของเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์นี้โดยใช้สัญลักษณ์ ηµν ดังนั้น

η−1 = (ηµν) =




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(5.2)

เนื่องจากเมทริกซ์ ηµν เป็นเมทริกซ์ผกผันของ ηµν จะได้ว่า
3∑

ν=0

ηµνη
νρ = δρµ (5.3)

โดยที่ δρµ คือองค์ประกอบของเมทริกซ์เอกลักษณ์ กล่าวคือ

(δνµ) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(5.4)

หรืออาจกล่าวได้ว่า

δνµ =




1, µ = ν,

0, µ �= ν

(5.5)

เราเรียก δνµ ว่า โครเนกเกอร์เดลตา (Kronecker delta)
จากนี้ เป็นต้นไป เราจะใช้สัญนิยมผลรวมของไอน์สไตน์ (Einstein summation convention) นั่นคือ

ในแต่ละพจน์หากมีดัชนีหนึ่งปรากฏซ้ำสองครั้ง โดยที่อยู่ด้านบนครั้งหนึ่งและอยู่ด้านล่างอีกครั้งหนึ่ง จะเป็นที่
ทราบกันว่ามีการบวกสำหรับทุกค่าที่เป็นไปได้ของดัชนีนั้น ยกตัวอย่างเช่น เราสามารถเขียนสมการที่ (5.3)

ได้เป็น
ηµνη

νρ = δρµ (5.6)

การแปลงลอเรนทซ์คือการแปลงพิกัดในรูปแบบดังนี้

x′µ = Λµ
νx

ν (5.7)
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แนวคิดพื้นฐานสำหรับฟังก์ชันของกรีน

ในการศึกษาระบบต่าง ๆ ในฟิสิกส์นั้น ฟังก์ชันของกรีนเป็นเครื่องมือหนึ่งที่มีประโยชน์ ในทางฟิสิกส์นั้น
ฟังก์ชันของกรีนใช้ในการศึกษาการตอบสนองของระบบต่อปัจจัยภายนอก นอกจากนี้ ฟังก์ชันของกรีนยัง
บ่งบอกถึงสมบัติของระบบอีกด้วย ในบทนี้เราจะศึกษาการหาฟังก์ชันของกรีนสำหรับระบบตัวอย่าง อภิปราย
การใช้เครื่องมือที่มักนิยมใช้เพื่อหาฟังก์ชันของกรีน อันได้แก่ การแปลงฟูเรียร์และการวิเคราะห์เชิงซ้อน และ
เราจะอภิปรายถึงความหมายเชิงฟิสิกส์ของฟังก์ชันของกรีนสำหรับระบบที่เราพิจารณา

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานในหัวข้อดังนี้

• หัวข้อเบื้องต้นเกี่ยวกับจำนวนเชิงซ้อน เช่น การบวก ลบ คูณ หาร จำนวนเชิงซ้อน

• บทที่ 2 และ บทที่ 4

6.1 การวิเคราะห์ การแกว่ง เชิงฮาร์ มอนิ กอย่าง ง่ายที่ มี แรงภายนอก
มากระทำ

พิจารณาวัตถุมวล m วางอยู่บนพื้นที่ไม่มีความเสียดทาน และผูกติดกับสปริงที่มีค่าคงตัวของสปริงคือ k

ปลายอีกข้างหนึ่งของสปริงติดกับผนัง ในตอนแรกระบบอยู่ในภาวะสมดุล กล่าวคือวัตถุอยู่นิ่ง หลังจากนั้นจึงมี
แรงภายนอก F (t) กระทำต่อวัตถุ ดังนั้น การเคลื่อนที่ของวัตถุสามารถอธิบายได้จากสมการ

mẍ(t) + kx(t) = F (t) (6.1)

สามารถมองได้ว่า การกระจัดของวัตถุจากจุดสมดุลซึ่งอธิบายด้วย x(t) นั้น เป็นการตอบสนองของระบบต่อ
แรงภายนอก

สมการที่ (6.1) เป็นตัวอย่างหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญแบบไม่เอกพันธ์ (non­homogeneous
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6.2. ผลหลักจากการวิเคราะห์เชิงซ้อน

และเราจะเขียน δ(t− t′) ในรูปแบบปริพันธ์ดังนี้

δ(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′) (6.10)

เมื่อนำสมการที่ (6.9)­(6.10) มาแทนลงในสมการที่ (6.8) จะได้
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′)(−mω2 + k)G̃(ω) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′) (6.11)

ดังนั้น

G̃(ω) =
1

−mω2 + k
(6.12)

และเมื่อนำมาแทนกลับลงในสมการที่ (6.9) จะได้

G(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iω(t−t′)

−mω2 + k

= − 1

m

∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iω(t−t′)

ω2 − k
m

(6.13)

ปริพัทธ์ในสมการนี้มีปัญหาเมื่อ ω = ±
√

k/m ดังนั้น ปริพันธ์จึงหาค่าไม่ได้ ซึ่งปัญหานี้เกิดขึ้นเนื่องจากเรา
ไม่ได้กำหนดเงื่อนไขเริ่มต้นในตอนต้น ดังนั้น โดยหลักการแล้วเราควรจะกลับไปที่จุดเริ่มต้นแล้วกำหนดเงื่อนไข
เริ่มต้นที่เหมาะสม อย่างไรก็ดี เราจะใช้อีกวิธีหนึ่งคือการแก้ไขสมการที่ (6.13) เล็กน้อยเพื่อให้คำนวณปริพันธ์
ได้ และหลังจากที่หาค่าของปริพันธ์ได้แล้ว เราจะวิเคราะห์เกี่ยวกับเงื่อนไขเริ่มต้น ในที่นี้เราจะพิจารณาการ
แก้ไขสมการที่ (6.13) เป็น

G±(t− t′) = − 1

m
lim

ϵ→0+

∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iω(t−t′)

(ω ± iϵ)2 − k
m

(6.14)

ซึ่งเราจะหาค่าปริพันธ์โดยใช้ผลจากการวิเคราะห์เชิงซ้อน (complex analysis) ดังนั้น เราจะอภิปรายเกี่ยวกับ
การวิเคราะห์เชิงซ้อนก่อน แล้วจึงกลับมาหาค่าปริพันธ์นี้

6.2 ผลหลักจากการวิเคราะห์เชิงซ้อน
ในบทย่อยนี้ เราจะศึกษาการวิเคราะห์เชิงซ้อนโดยเป้าหมายหลักคือ การนำผลที่ได้มาใช้ในการแก้สมการ

ที่ (6.14) ซึ่งผลที่สำคัญนั้นเกี่ยวข้องกับคอนทัวร์อินทิกรัล แต่ก่อนที่จะกล่าวถึงคอนทัวร์อินทิกรัล เราควร
ย้อนไปอภิปรายถึงการวิเคราะห์เชิงซ้อนตั้งแต่ต้น ทั้งนี้ ผู้อ่านหนังสือเล่มนี้ควรจะมีพื้นฐานเบื้องต้นเกี่ยวกับ
จำนวนเชิงซ้อนมาก่อน เช่น การบวก ลบ คูณ หาร จำนวนเชิงซ้อน ซึ่งในบทย่อยนี้เราจะอภิปรายฟังก์ชันของ
ตัวแปรเชิงซ้อน การหาอนุพันธ์ และการหาปริพันธ์
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ordinary differential equation) ซึ่งผลเฉลยใด ๆ สามารถเขียนได้ในรูปแบบ

x(t) = xc(t) + xp(t) (6.2)

โดยเราเรียก x(t) ว่าผลเฉลยทั่วไป (general solution) ซึ่งเป็นผลรวมของ xc(t) ซึ่งเป็นผลเฉลยเติมเต็ม
(complementary solution) และ xp(t) ซึ่งเป็นผลเฉลยเฉพาะ (particular solution) โดย xc(t) สอดคล้อง
กับส่วนเอกพันธ์ของสมการที่ (6.1) กล่าวคือ

mẍc(t) + kxc(t) = 0 (6.3)

ในขณะที่ xp(t) สอดคล้องกับสมการที่ (6.1) ซึ่งหากเราทราบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการที่ (6.1) เราก็
สามารถนำมาใช้เป็นผลเฉลยเฉพาะได้เสมอ รูปแบบหนึ่งของ xp(t) ที่ใช้งานได้ดีคือ

xp(t) =

∫ ∞

−∞
dt′ G(t− t′)F (t′) (6.4)

โดยเราเรียก G(t− t′) ว่าเป็นฟังก์ชันของกรีน (Green's function) ดังนั้น

x(t) = xc(t) +

∫ ∞

−∞
dt′ G(t− t′)F (t′) (6.5)

เมื่อนำสมการที่ (6.5) มาแทนลงในสมการที่ (6.1) จะได้

mẍc(t) + kxc(t) +

∫ ∞

−∞
dt′ (m∂2

t + k)G(t− t′)F (t′) = F (t) (6.6)

ดังนั้น
∫ ∞

−∞
dt′ (m∂2

t + k)G(t− t′)F (t′) = F (t) (6.7)

และเมื่อใช้สมบัติของฟังก์ชันเดลตาของดิแรกจะได้

(m∂2
t + k)G(t− t′) = δ(t− t′) (6.8)

ซึ่งเป็นฟังก์ชันของกรีนต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขนี้
โดยหลักการแล้ว เรายังต้องกำหนดเงื่อนไขเริ่มต้น (initial condition) สำหรับ x(t) ซึ่งเงื่อนไขเหล่านี้

จะกลายมาเป็นเงื่อนไขสำหรับ xc(t) และ G(t − t′) เราอาจกำหนดค่าของตัวคงค่า (arbitrary constant)
ของ xc(t) ได้โดยไม่ต้องอาศัยเงื่อนไขเหล่านี้ ดังนั้น ในกรณีนี้เราจะต้องนำเงื่อนไขเหล่านี้มาใช้กับ G(t − t′)

อย่างไรก็ดี เราจะเริ่มแก้สมการที่ (6.8) โดยจะยังไม่สนใจเงื่อนไขเริ่มต้น
เพื่อการนี้เราจะเขียน G(t− t′) โดยใช้การแปลงฟูเรียร์กล่าวคือ

G(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′)G̃(ω) (6.9)
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7
การกระเจิงเชิงควอนตัม

ในบทนี้เราจะพิจารณาแบบจำลองที่อธิบายการทดลองเกี่ยวกับการกระเจิง โดยในการทดลองจะปล่อย
ลำอนุภาคให้เคลื่อนเข้าสู่เป้าหมาย อนุภาคบางส่วนจะกระเจิงไปในทิศทางของเครื่องตรวจจับอนุภาค ซึ่งรูป
ที่ 7.1 แสดงแผนภาพจำลองการทดลองนี้ การพิจารณาการทดลองนี้สำหรับอนุภาคขนาดเล็ก เช่น อะตอม
ในทางทฤษฎีจะต้องอาศัยกลศาสตร์ควอนตัม เราจะ เริ่มบทนี้ โดยการ เขียนปัญหานี้ ในรูปของกลศาสตร์
ควอนตัม แล้วจึงอภิปรายว่าจะนำผลทางทฤษฎี ไป เทียบกับผลการทดลองได้ อย่างไร เพื่อ ให้ เห็นผล เชิง
ควอนตัมได้ชัดเจน เราจะไม่กำหนด h̄ = 1 ในบทนี้

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรศึกษาบทที่ 6 มาก่อน

ลําอนุภาค เปาหมาย

เครื่องตรวจจับอนุภาค

รูปที่ 7.1: แผนภาพจำลองการทดลองสำหรับการกระเจิง ลำอนุภาคถูกปล่อยให้เคลื่อนเข้าสู่เป้าหมาย อนุภาค
บางส่วนจะกระเจิงไปในทิศทางของเครื่องตรวจจับอนุภาค

7.1 ฟังก์ชันคลื่นสำหรับการกระเจิง
การอธิบายการกระเจิงเชิงควอนตัมทำได้โดยพิจารณาระบบเชิงควอนตัมในสามมิติ โดยเราสนใจกรณีที่

เป้าหมายสามารถอธิบายได้ด้วยศักย์ V (r⃗) ซึ่งไม่ขึ้นกับเวลา สมการชโรดิงเจอร์สำหรับระบบนี้คือ

ih̄
∂

∂t
Ψ(t, r⃗) = HΨ(t, r⃗) (7.1)
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6.7 โจทย์ปัญหา
6.1 จงหาการแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันของกรีนสำหรับสมการ

mẍ(t) + bẋ(t) + kx(t) = F (t) (6.96)

6.2 กำหนดให้ f(z) เป็นฟังก์ชันเชิงวิเคราะห์บน C โดยที่ส่วนจริงของ f(z) คือ sinx cosh y จงใช้สมการ
โคชี­รีมันน์เพื่อหา f(z)

6.3 จงพิสูจน์ว่า
∂

∂z
=

1

2

∂

∂x
− i

2

∂

∂y
(6.97)

∂

∂z∗
=

1

2

∂

∂x
+

i

2

∂

∂y
(6.98)

6.4 จงพิสูจน์ว่าสมการโคชี­รีมันน์เป็นเงื่อนไขเดียวกับสมการที่ (6.40)

6.5 จงพิสูจน์ว่า ∫ a

−a

dx

x− ai
=

πi

2
(6.99)

สำหรับ a > 0 คำใบ้ : เริ่มจากเขียน 1/(x− ai) โดยแยกส่วนจริงและส่วนจินตภาพ

6.6 จงคำนวณ ∮

C

dz

z
(6.100)

โดยการหาปริพันธ์อย่างตรงไปตรงมา โดยในที่นี้ C คือเส้นทางรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งวนในทิศทางทวน
เข็มนาฬิกา และมีมุมอยู่ที่ z = a+ ai,−a+ ai,−a− ai, a− ai โดยที่ a > 0 จงอภิปรายว่าผลการ
คำนวณที่ได้สอดคล้องกับสูตรปริพันธ์โคชีหรือไม่

6.7 ในการคำนวณในสมการที่ (6.73) เราเปลี่ยนตัวแปรเพื่อให้ใช้บทตั้งของจอร์แดนได้ อีกวิธีหนึ่งคือเรา
อาจใช้บทตั้งของจอร์แดนในอีกรูปแบบหนึ่ง ซึ่งมีคอนทัวร์ในระนาบซีกล่าง เพื่อการนี้พิจารณาเส้นโค้ง
C

C = {Reiθ | θ ∈ [2π, π]} (6.101)

และให้ f(z) เป็นฟังก์ชันเชิงซ้อนซึ่งมีขอบเขตใน C กล่าวคือ

M(R) ≡ max
θ∈[2π,π]

|f(Reiθ)| (6.102)

มีค่าจำกัด จงแสดงว่า
∣∣∣∣
∫

C

e−iazf(z)dz

∣∣∣∣ ≤
π

a
M(R) สำหรับ a > 0 (6.103)

6.8 จงนำสมการที่ (6.77) แทนลงในสมการที่ (6.8) แล้วตรวจสอบว่าสมการเป็นจริง

6.9 จงใช้คอนทัวร์อินทิกรัลเพื่อให้ได้สมการที่ (6.78)
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7.1. ฟังก์ชันคลื่นสำหรับการกระเจิง

และเขียน δ(3)(r⃗ − r⃗ ′) ในรูปแบบปริพันธ์ ดังนั้น
(
∇2 + q2

)
G(r⃗ − r⃗ ′) =

(
∇2 + q2

) ∫ d3k⃗

(2π)3
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)G̃(k⃗)

=

∫
d3k⃗

(2π)3

(
−k⃗2 + q2

)
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)G̃(k⃗)

=

∫
d3k⃗

(2π)3
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)

(7.12)

ดังนั้น
G̃(k⃗) =

1

−k⃗2 + q2
(7.13)

ซึ่งเมื่อแทนกลับลงในสมการที่ (7.11) จะได้

G(r⃗ − r⃗ ′) = −
∫

d3k⃗

(2π)3
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)

k⃗2 − q2
(7.14)

ซึ่งปริพัทธ์มีค่าเป็นอนันต์เมื่อ k⃗ มีขนาด |⃗k| = q เราจะแก้ปัญหานี้โดยใช้การเลื่อน q → q ± iϵ ซึ่งให้

G±(r⃗ − r⃗ ′) = −
∫

d3k⃗

(2π)3
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)

k⃗2 − (q ± iϵ)2
(7.15)

โดยฟังก์ชันของกรีนหลังจากการเลื่อนนี้ สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบซึ่งจะกล่าวถึงในภายหลัง สำหรับการหา
ปริพันธ์ในสมการที่ (7.15) นั้น เราจะเขียน k⃗ ในพิกัดทรงกลม ซึ่งให้

G±(r⃗ − r⃗ ′) = −
∫ ∞

0

dk

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ
1

(2π)3
k2 sin θeik|r⃗−r⃗ ′| cos θ

k2 − (q ± iϵ)2
(7.16)

โดยเราจะเริ่มจากการหาปริพันธ์เทียบกับมุม พิจารณา
∫ 2π

0

dϕ = 2π (7.17)

และ
∫ π

0

dθ sin θea cos θ =

∫ 1

−1

d cos θea cos θ

=
1

a
ea cos θ

∣∣∣∣
1

−1

=
1

a
(ea − e−a)

(7.18)

ดังนั้น

G±(r⃗ − r⃗ ′) = −
∫ ∞

0

dk
1

(2π)2
eik|r⃗−r⃗ ′| − e−ik|r⃗−r⃗ ′|

ik|r⃗ − r⃗ ′|
k2

k2 − (q ± iϵ)2

= −
∫ ∞

0

dk
1

(2π)2
eik|r⃗−r⃗ ′| − e−ik|r⃗−r⃗ ′|

i|r⃗ − r⃗ ′|
k

k2 − (q ± iϵ)2

(7.19)

สังเกตว่าปริพันธ์อยู่ในรูปแบบ ∫ ∞

0

dk(f(k) + f(−k)) (7.20)
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โดยที่
H = − h̄2

2m
∇2 + V (r⃗) (7.2)

เนื่องจากศักย์ไม่ขึ้นกับเวลา เราจึงแยกตัวแปรสำหรับฟังก์ชันคลื่นได้ ดังนี้

Ψ(t, r⃗) = ψ(r⃗)e−iEt/h̄ (7.3)

ซึ่งเมื่อแทนลงในสมการที่ (7.1) จะได้สมการชโรดิงเจอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลา

− h̄2

2m
∇2ψ(r⃗) + V (r⃗)ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (7.4)

ดังนั้น (
∇2 +

2mE

h̄2

)
ψ(r⃗) =

2m

h̄2 V (r⃗)ψ(r⃗) (7.5)

สำหรับปัญหาการกระเจิง พลังงานจะต้องมีค่าไม่เป็นลบ กล่าวคือ E ≥ 0 ดังนั้นเราจะนิยาม

q ≡
√

2mE

h̄2 (7.6)

ซึ่งเป็นจำนวนจริงบวก
ผลเฉลยของสมการที่ (7.5) คือ

ψ(r⃗) = ξ(r⃗) +

∫
d3r⃗ ′G(r⃗ − r⃗ ′)

2m

h̄2 V (r⃗ ′)ψ(r⃗ ′) (7.7)

โดยที่ ξ(r⃗) คือผลเฉลยเติมเต็ม และ G(r⃗ − r⃗ ′) คือฟังก์ชันของกรีน เนื่องจากผลเฉลยเติมเต็ม ξ(r⃗) เป็นผล
เฉลยของ

(
∇2 + q2

)
ξ(r⃗) = 0 (7.8)

จะได้ว่า
ξ(r⃗) = Aeiq⃗·r⃗ (7.9)

โดยที่ q⃗ คือเวกเตอร์ซึ่งมีขนาดคือ |q⃗| = q ในขณะที่ A เป็นตัวคงค่า เราจะกำหนดปริมาณ A และทิศทางของ
q⃗ โดยใช้เงื่อนไขเริ่มต้น

ฟังก์ชันของกรีน G(r⃗ − r⃗ ′) จากสมการที่ (7.7) เป็นผลเฉลยของ

(
∇2 + q2

)
G(r⃗ − r⃗ ′) = δ(3)(r⃗ − r⃗ ′) (7.10)

ซึ่งเราจะใช้การแปลงฟูเรียร์เพื่อแก้สมการนี้ โดยเขียนฟังก์ชันของกรีนในรูปแบบ

G(r⃗ − r⃗ ′) =

∫
d3k⃗

(2π)3
eik⃗·(r⃗−r⃗ ′)G̃(k⃗) (7.11)
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8
ทฤษฎีสนามสเกลาร์

ในบทนี้ เราจะวิเคราะห์ทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ ซึ่ง เป็นตัวอย่างพื้นฐานของทฤษฎีสนามควอนตัม
โดยการวิเคราะห์จะเริ่มจากกรณีที่สนามสเกลาร์เป็นสนามคลาสสิค ซึ่งอาจมองได้ว่าเป็นการขยายผลมาจาก
กลศาสตร์คลาสสิค ดังนั้น เราจึงนำเครื่องมือจากกลศาสตร์คลาสสิค เช่น การวิเคราะห์ลากรางจ์และการ
วิเคราะห์ ฮา มิล ตัน มาประยุกต์ ใช้ เพื่อ อธิบาย สนาม สเกล าร์ หลัง จากที่ เรา เข้าใจ สนามสเกล าร์ คลาสสิค
ในระดับหนึ่งแล้ว ก็จะพิจารณาการควอนไทซ์ ซึ่งเราจะใช้การควอนไทซ์แบบบัญญัติ ซึ่งเป็นการนำเทคนิค
จากกลศาสตร์คลาสสิคมาขยายผลเช่นกัน หลังจากนั้น เราจะอภิปรายในประเด็นเหตุกภาพและความเฉพาะที่
สำหรับสนามสเกลาร์อิสระ และท้ายที่สุดจะกล่าวถึงตัวแผ่กระจายของไฟยน์แมนซึ่งเป็นปริมาณที่จะนำไปใช้
ในภายหลัง

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานจากบทที่ 2­6 มีความรู้เกี่ยวกับความหนาแน่นของความน่าจะ
เป็นมาก่อน ซึ่งสามารถอ่านทบทวนได้ในบทย่อยที่ 7.2 และมีความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับกลศาสตร์ลากรางจ์และ
กลศาสตร์ฮามิลตันสำหรับกลศาสตร์คลาสสิค

8.1 กลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยว

การนำกลศาสตร์ควอนตัมและทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษมารวมกันนั้น ความพยายามในช่วงแรกทำโดยการ
สร้างทฤษฎีกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยว ซึ่งเริ่มจากการเขียนสมการสำหรับอธิบาย
อนุภาคเดี่ยวซึ่งมีสมบัติทั้งเชิงควอนตัมและสัมพัทธภาพพิเศษ ซึ่งสมการนี้เขียนขึ้นโดยอาศัยหลักการเดียวกัน
กับที่ใช้เขียนสมการชโรดิงเจอร์ และขณะเดียวกันก็มีสมบัติของความเป็นสัมพัทธภาพด้วย

เราทราบกันดีว่า ในกลศาสตร์คลาสสิคนั้น ความสัมพันธ์ระหว่างพลังงานและโมเมนตัมสำหรับอนุภาค
อิสระหนึ่งอนุภาคนั้นเขียนได้ว่า

E =
p⃗ 2

2m
(8.1)
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8.1. กลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยว

ดังนั้น เราจะนิยามความหนาแน่นของความน่าจะเป็นว่า

ρ = − 1

2mi

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ

)
(8.10)

จะเห็นได้ว่า ρ และ j⃗ นั้นนำมาประกอบกันเป็นเวกเตอร์สี่ได้โดย

jµ = (ρ, j⃗) (8.11)

ซึ่ง

jµ =
1

2mi
(ψ∗∂µψ − (∂µψ

∗)ψ) (8.12)

ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นซึ่งกำหนดโดยสมการที่ (8.10) นั้น มีค่าเป็นลบได้สำหรับบางฟังก์ชันคลื่น
ψ การที่ความน่าจะเป็นมีค่าเป็นลบได้นั้นทำให้เกิดปัญหาสำหรับการอธิบายฟิสิกส์

อีกปัญหาหนึ่งสำหรับกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยวคือ พลังงานของอนุภาคมีค่า
เป็นลบได้ พิจารณาฟังก์ชันคลื่น

ψ(t, x⃗) = Ne−iEt+ik⃗·x⃗ (8.13)

ซึ่งเป็นผลเฉลยของสมการที่ (8.6) เมื่อ E2 = k⃗2 + m2 ดังนั้น E = ±
√

k⃗2 +m2 เนื่องจาก k⃗2 ≥ 0

ดังนั้น สถานะต่าง ๆ นั้นมีค่าพลังงานที่เป็นไปได้คือ E ≥ m หรือ E ≤ −m แต่จากทฤษฎีสัมพัทธภาพ
พิเศษนั้น อนุภาคจะต้องมีพลังงานมากกว่าหรือเท่ากับ m ซึ่งเป็นพลังงานสำหรับวัตถุมวล m ที่อยู่นิ่ง ดังนั้น
สถานะที่มีค่าพลังงานเป็นลบ ดูจะไม่สอดคล้องกับทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ นอกจากนี้ แม้เราจะไม่สนใจความ
สอดคล้องกับทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ แต่ปัญหาก็ยังคงอยู่และเป็นปัญหาใหญ่ สังเกตว่ามีสถานะเชิงควอนตัม
ที่พลังงานมีค่าเป็นลบอนันต์ (โดยสถานะนี้สอดคล้องกับ E ≤ −m) ในทางกลศาสตร์ควอนตัม เมื่ออนุภาค
ลดระดับชั้นพลังงานลง ระบบจะปลดปล่อยพลังงานออกมามีค่าเท่ากับค่าความต่างของพลังงานก่อนและหลัง
ลดระดับ ซึ่งหากมีระดับชั้นพลังงานที่เป็นลบอนันต์ อนุภาคสามารถลดระดับชั้นพลังงานได้ตลอด ซึ่งแสดงว่า
ระบบสามารถปลดปล่อยพลังงานออกมาได้ไม่จำกัด

วิธีหนึ่งในการแก้ปัญหาทั้งสองข้างต้นคือการตีความสมการไคลน์­กอร์ดอนใหม่ โดยแทนที่จะตีความว่า
สมการดังกล่าวอธิบายอนุภาคหนึ่งอนุภาคที่มี ψ(x) เป็นฟังก์ชันคลื่น เราจะตีความว่าสมการไคลน์­กอร์ดอน
นั้นอธิบายสนามเชิงคลาสสิค กล่าวคือ เรามองว่า ψ(x) นั้นเป็นฟังก์ชันของ (x) โดยเราจะต้องนำฟังก์ชันนี้มา
ควอนไทซ์ให้เป็นตัวดำเนินการ ซึ่งในที่นี้เป็นการเปลี่ยนบริบทจากกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับ
อนุภาคเดี่ยวมาเป็นทฤษฎีสนามควอนตัม ซึ่งอธิบายระบบหลายอนุภาคได้เช่นกัน

อันที่จริงแล้วในทางประวัติศาสตร์ การแก้ไขปัญหาการตีความของสมการไคลน์­กอร์ดอนนั้น มีอีกวิธีการ
ที่เกิดขึ้นก่อนหน้านี้ ซึ่งคิดค้นโดยดิแรก ผู้เขียนสมการใหม่ขึ้นมา ซึ่งสมการนี้อธิบายระบบทางฟิสิกส์สำหรับ
อนุภาคอีกชนิดหนึ่ง เราจะอภิปรายวิธีการนี้ในบทต่อไป
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โดยที่ p⃗ 2 ≡ p⃗ · p⃗ ซึ่งหากแทนที่โดย

E → i
∂

∂t
, p⃗ → −i∇⃗ (8.2)

แล้วนำไปกระทำกับฟังก์ชันคลื่น ψ(t, x⃗) จะได้

i
∂

∂t
ψ(t, x⃗) = −∇2ψ(t, x⃗)

2m
(8.3)

ซึ่งเป็นสมการชโรดิงเจอร์สำหรับอนุภาคอิสระหนึ่งอนุภาค หากเราต้องการอธิบายอนุภาคเชิงสัมพัทธภาพด้วย
กลศาสตร์ควอนตัม เราอาจเริ่มจากความสัมพันธ์ระหว่างพลังงานและโมเมนตัม ดังนี้

E2 = p⃗ 2 +m2 (8.4)

หากเราแปลงสมการข้างต้นนี้โดยใช้สมการที่ (8.2) แล้วนำไปกระทำกับฟังก์ชันคลื่น ψ(t, x⃗) จะได้

− ∂2

∂t2
ψ(t, x⃗) +∇2ψ(t, x⃗)−m2ψ(t, x⃗) = 0 (8.5)

หรือเขียนให้เห็นความเป็นสัมพัทธภาพได้ชัดเจนโดย

(∂µ∂
µ −m2)ψ(x) = 0 (8.6)

โดยที่ ψ(x) ≡ ψ(t, x⃗) ซึ่ง (x) ≡ (xµ) ≡ (t, x⃗) สมการที่ (8.6) นั้น เรียกว่า สมการไคลน์­กอร์ดอน (Klein­
Gordon equation) เราจะอภิปรายว่าสมการนี้มีปัญหาซึ่งเกี่ยวข้องกับความหนาแน่นของความน่าจะเป็น

การนิยามความหนาแน่นของความน่าจะเป็นสำหรับสมการที่ (8.6) จะแตกต่างจากนิยามสำหรับกรณี
ของสมการชโรดิงเจอร์ ทั้งนี้ เนื่องจากสมบัติยืนยงเชิงลอเรนทซ์ (Lorentz invariant) บังคับว่าความหนาแน่น
ของความน่าจะเป็น ρ และกระแสของความหนาแน่นของความน่าจะเป็น j⃗ นั้น จะต้องนำมาประกอบกันเป็น
เวกเตอร์สี่ แต่ ρ และ j⃗ จากนิยามที่ ให้ ไว้ ในบทย่อยที่ 7.2 นั้น ไม่ ได้ เป็นเช่นนี้ เราจึงต้องนิยามขึ้นใหม่
โดยแนวคิดคือ เราจะยัง คง ใช้ j⃗ ดังที่ นิยาม ในสมการที่ (7.65) แล้ว จะนำสมการที่ (8.6) และสมการ
ความต่อเนื่องมาประกอบกันเพื่อหาความหนาแน่นของความน่าจะเป็น

กำหนดให้ความหนาแน่นกระแสความน่าจะเป็นคือ

j⃗ ≡ 1

2mi
(ψ∗∇⃗ψ − (∇⃗ψ∗)ψ) (8.7)

ดังนั้น
∇⃗ · j⃗ =

1

2mi
(ψ∗∇2ψ − (∇2ψ∗)ψ) (8.8)

เมื่อใช้สมการความต่อเนื่องและสมการที่ (8.6) จะได้ว่า
∂ρ

∂t
= −∇⃗ · j⃗

= − 1

2mi
(ψ∗∇2ψ − (∇2ψ∗)ψ)

= − ∂

∂t

(
1

2mi

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ

))
(8.9)
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เราได้อภิปรายไปในบทที่ 8 ว่าสมการไคลน์­กอร์ดอนในบริบทของกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพ
สำหรับอนุภาคเดี่ยวมีปัญหาที่สำคัญสองประการ ซึ่งวิธีหนึ่งในการแก้ปัญหาคือการเปลี่ยนมุมมอง โดยตีความ
ว่าสมการไคลน์­กอร์ดอนเป็นสมการการเคลื่อนที่สำหรับสนามสเกลาร์อิสระ อันที่จริงแล้วจากประวัติศาสตร์
มีความพยายามหนึ่งที่สำคัญและมีมาก่อนการตีความสมการไคลน์­กอร์ดอนในบริบทของสนามสเกลาร์อิสระ
ความพยายามนี้คือการสร้างสมการดิแรกและอธิบายในบริบทของกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับ
อนุภาคเดี่ยว ในบทนี้เราจะศึกษาเครื่องมือที่สำคัญในการวิเคราะห์สมบัติของสมการดิแรก แล้วจึงอภิปราย
ประเด็นทางฟิสิกส์ที่ เกี่ยวข้อง รวมทั้งอภิปรายว่าปัญหาที่ เกิดขึ้นกับสมการไคลน์­กอร์ดอนในฐานะที่ เป็น
กลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยวนั้น แก้ไขได้หรือไม่อย่างไร

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานมาจากบทที่ 8

9.1 สมการดิแรกและความหนาแน่นของความน่าจะเป็น
ดิแรกต้องการแก้ปัญหาของสมการที่ (8.6) ในบริบทของกลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับ

อนุภาคเดี่ยว โดยอาศัยแนวคิดคือ หากต้องการแก้ปัญหาที่ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นมีค่าเป็นลบ
สมการสำหรับฟังก์ชันคลื่นควรจะประกอบด้วยอนุพันธ์อันดับหนึ่งเทียบเวลา แทนที่จะเป็นอันดับสองดังใน
สมการที่ (8.6) และหากใช้สมบัติของสัมพัทธภาพพิเศษ จะได้ว่าสมการควรจะอยู่ในรูปแบบ

i
∂ψ

∂t
= (−iαj∂j + βm)ψ (9.1)

โดยดิแรกเสนอว่า αj และ β ควรจะเป็นเมทริกซ์ และหากนำ i∂/∂t มากระทำกับสมการข้างต้นอีกครั้งจะได้

− ∂2

∂t2
ψ =

(
−αjαk∂j∂k − i(αjβ + βαj)m∂j + β2m2)ψ (9.2)

สมการที่ได้นี้ควรจะตรงกับสมการที่ (8.6) ดังนั้น

{αj , αk} = 2δjk�, {αj , β} = 0, β2 = � (9.3)

163

บทที่ 8. ทฤษฎีสนามสเกลาร์

8.20 พิจารณา
|2〉 ≡

∫
d3k⃗1
(2π)3

1

2Ek⃗1

∫
d3k⃗2
(2π)3

1

2Ek⃗2

F (k⃗1, k⃗2)a
†
k⃗1
a†
k⃗2
|0〉 (8.256)

โดยที่ F (k⃗1, k⃗2) สมมาตร จงแสดงว่า

〈2|2〉 = 2

∫
d3k⃗1
(2π)3

1

2Ek⃗1

∫
d3k⃗2
(2π)3

1

2Ek⃗2

|F (k⃗1, k⃗2)|2 (8.257)

8.21 พิจารณา

|3〉 ≡
∫

d3k⃗1
(2π)3

1

2Ek⃗1

∫
d3k⃗2
(2π)3

1

2Ek⃗2

∫
d3k⃗3
(2π)3

1

2Ek⃗3

F (k⃗1, k⃗2, k⃗3)a
†
k⃗1
a†
k⃗2
a†
k⃗3
|0〉 (8.258)

โดยที่ F (k⃗1, k⃗2, k⃗3) สมมาตรทุกส่วน จงแสดงว่า

〈3|3〉 = 3!

∫
d3k⃗1
(2π)3

1

2Ek⃗1

∫
d3k⃗2
(2π)3

1

2Ek⃗2

∫
d3k⃗3
(2π)3

1

2Ek⃗3

|F (k⃗1, k⃗2, k⃗3)|2 (8.259)

8.22 จงใช้สมการที่ (8.207) เพื่อแสดงว่า

(−∂2
t +∇2 −m2)〈0|ϕ(t′, x⃗ ′)ϕ(t, x⃗)|0〉 = 0 (8.260)

8.23 จงแสดงว่า

∂tD
(0)(x− x′;m2)

∣∣∣∣
x0=x′0

= − i

2
δ(3)(x⃗− x⃗ ′) = −∂tD

(0)(x′ − x;m2)

∣∣∣∣
x0=x′0

(8.261)

8.24 จงแสดงว่า

ϕ(x)ϕ(y)|0〉 = D(0)(x− y;m2)|0〉

+

∫
d3k⃗

(2π)3
1

2Ek⃗

∫
d3k⃗ ′

(2π)3
1

2Ek⃗ ′
eiEk⃗

x0−ik⃗·x⃗eiEk⃗ ′y
0−ik⃗ ′·y⃗ |⃗k, k⃗ ′〉

(8.262)

8.25 จงแสดงว่า
[ϕ(x), ϕ(y)] = D(0)(x− y;m2)−D(0)(y − x;m2) (8.263)

8.26 จงแสดงว่า
〈0|ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(x2n+1)|0〉 = 0 (8.264)

สำหรับ n = 0, 1, 2, 3, · · ·
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หากนำ γ0ψ มากระทำทางฝั่งขวา จะได้

− i∂µψ
†γ0γµψ −mψ†γ0ψ = 0 (9.14)

และเมื่อนำสมการที่ (9.6) มาใช้กับพจน์ที่สองทางด้านซ้ายของสมการข้างต้นแล้วจัดรูปจะได้ว่า

∂µ(−iψ†γ0γµψ) = 0 (9.15)

ดังนั้น เราจะกำหนดให้
jµ = ψ†γ0γµψ (9.16)

ทั้งนี้ เนื่องจากเราต้องการ jµ ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข ∂µj
µ = 0 นอกจากนี้ เนื่องจาก jµ ประกอบขึ้นมาจาก

ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นและความหนาแน่นกระแสความน่าจะเป็น เราจึงต้องการ (jµ)∗ = jµ

ซึ่งผู้อ่านจะได้พิสูจน์ในโจทย์ปัญหาที่ 9.4
จากสมการที่ (9.16) จะได้ว่า

ρ = ψ†ψ (9.17)

ซึ่งมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับศูนย์เสมอ ดังนั้น เราจึงนำ ρ มาใช้อธิบายความหนาแน่นของความน่าจะเป็นได้
ซึ่งจะเห็นได้ว่าสมการที่ (9.6) นั้น แก้ปัญหาหนึ่งของสมการที่ (8.6) นั่นคือ การที่ความน่าจะเป็นมีค่าเป็นลบ

อีกปัญหาหนึ่งที่ เรายังไม่ได้อภิปราย คือการที่กลศาสตร์ควอนตัมเชิงสัมพัทธภาพสำหรับอนุภาคเดี่ยว
ซึ่งอธิบายโดยสมการที่ (8.6) นั้นมีพลังงานที่มีค่าติดลบได้ ก่อนที่เราจะอภิปรายว่าสมการดิแรกนั้นแก้ปัญหานี้
ได้หรือไม่อย่างไร เราจะพิจารณาสมบัติของเมทริกซ์แกมมา ซึ่งจะได้นำไปใช้ประโยชน์ในการคำนวณต่าง ๆ
ที่เกี่ยวข้องกับสมการดิแรก

9.2 สมบัติของเมทริกซ์แกมมา
เราทราบมาแล้วว่าเมทริกซ์แกมมา γµ จะต้องสอดคล้องกับสมการที่ (9.7) และสมการที่ (9.12) ในการ

คำนวณต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับสมการดิแรก อาจทำได้โดยเขียน γµ ในรูปของเมทริกซ์โดยแสดงทุกองค์ประกอบ
ให้ชัด แต่ในบางครั้ง การใช้สมบัติจากสมการที่ (9.7) และสมการที่ (9.12) ก็เพียงพอแล้ว

การเขียน γµ ในรูปแบบของเมทริกซ์นั้นทำได้หลากหลายวิธี โดยขนาดของเมทริกซ์ที่เล็กที่สุดที่เป็นไปได้
คือ 4× 4 ตัวอย่างรูปแบบของเมทริกซ์ที่นิยม ได้แก่ ตัวแทนดิแรก (Dirac representation)

γ0 =



� 0

0 −�


 , γi =




0 σi

−σi 0


 , (9.18)

ตัวแทนไวย์ล (Weyl Representation)

γ0 =



0 �

� 0


 , γi =




0 σi

−σi 0


 , (9.19)
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โดยที่เราเรียก {A,B} ≡ AB +BA ว่าตัวทำทวนสลับที่ (anticommutator)1 ของ A และ B

หากเรานำ β มาคูณสมการที่ (9.4) จากทางซ้าย แล้วใช้สมการที่ (9.3) จะได้

iβ
∂ψ

∂t
= (−iβαj∂j +m)ψ (9.4)

และหากนิยาม
γ0 ≡ β, γj ≡ βαj (9.5)

สมการที่ (9.4) จะเขียนได้เป็น
iγµ∂µψ(x)−mψ(x) = 0 (9.6)

ซึ่งเรียกว่าสมการดิแรก (Dirac equation) และเราเรียก γµ สำหรับแต่ละ µ = 0, 1, 2, 3 ว่าเมทริกซ์แกมมา
(Gamma matrix) กล่าวคือ มี เมทริกซ์แกมมาอยู่ทั้งหมด 4 เมทริกซ์ ในกรณีที่มิติของกาลอวกาศเป็น 4

นอกจากนี้ หากเราใช้สมการที่ (9.3) และสมการที่ (9.5) จะได้ว่า เมทริกซ์แกมมามีความสัมพันธ์เชิงการทวน
สลับที่คือ

{γµ, γν} = −2ηµν� (9.7)

หากเราเขียนสมการที่ (9.1) โดยนำสมการที่ (8.2) มาใช้กับทางด้านขวาของสมการ จะได้ว่า

i
∂ψ

∂t
= (αjpj + βm)ψ (9.8)

ซึ่งเมื่อเทียบกับสมการชโรดิงเจอร์จะได้ว่า

H = αjpj + βm (9.9)

เนื่องจาก H และ p⃗ เป็นตัวดำเนินการเฮอร์มิ เชียน จะได้ว่า α⃗ และ β จะต้องมีสมบัติ เฮอร์มิ เชียนด้วย
กล่าวคือ

α†
j = αj , β† = β (9.10)

ซึ่งจะได้ว่า
(γ0)† = γ0, (γj)† = −γj (9.11)

และเมื่อใช้สมการที่ (9.7) จะได้ว่า
(γµ)† = γ0γµγ0 (9.12)

เราจะคำนวณหาความหนาแน่นของความน่าจะเป็นสำหรับสมการดิแรก เพื่อการนี้ เราจะพิจารณาสังยุค
เฮอร์มิเชียนของสมการที่ (9.6) ซึ่งจะได้ว่า

− i∂µψ
†γ0γµγ0 −mψ† = 0 (9.13)

1หมายเหตุ: สังเกตว่า ตัวทำทวนสลับที่แทนด้วยสัญลักษณ์เดียวกับวงเล็บปัวซง แต่นิยามต่างกัน อย่างไรก็ดี การนิยามเช่นนี้ปรากฏ
แพร่หลายในแหล่งอ้างอิงทั่วไปทางทฤษฎีสนามควอนตัม และมักไม่สับสนกัน เนื่องจากตัวทำทวนสลับที่และวงเล็บปัวซงมักปรากฏใน
บริบทที่ต่างกัน
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ในบทที่ 9 เราอภิปรายสปินเนอร์ในแง่ของฟังก์ชันคลื่นของอนุภาคเดี่ยว และได้พบว่าปัญหาในการอธิบาย
ด้วยมุมมองนี้ ในบทนี้เราจะเปลี่ยนมุมมองว่าสปินเนอร์คือสนามชนิดหนึ่ง กล่าวคือ อธิบายสมการดิแรกใน
ฐานะของสมการการเคลื่อนที่ในบริบทของทฤษฎีสนามควอนตัม ซึ่งทฤษฎีนี้จะเป็นอีกตัวอย่างหนึ่งนอกเหนือ
จากทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระที่อภิปรายไปในบทที่ 8

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานมาจากบทที่ 9

10.1 ลากรางเจียนและฮามิลโทเนียนสำหรับสนามสปินเนอร์อิสระ

ในมุมมองว่าสปินเนอร์เป็นสนามนั้น สมการดิแรกไม่ใช่สมการที่อธิบายกลศาสตร์เชิงควอนตัมสำหรับ
อนุภาคเดี่ยวอีกต่อไป แต่เป็นสมการที่อธิบายพลวัตของสนามสปินเนอร์ โดยเรากล่าวว่าสมการนี้อธิบายสนาม
สปินเนอร์อิสระ และหาได้จากการใช้หลักการแอคชันน้อยสุดสำหรับแอคชัน

S =

∫
d4x ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (10.1)

ดังนั้น ความหนาแน่นลากรางเจียนคือ

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (10.2)

ซึ่งจะได้ว่าโมเมนตัมสังยุคคือ

∂L
∂ψ̇

= ψ̄iγ0 = iψ† (10.3)

211

แอคชนัและการควอนไทซข์อง
สนามสปินเนอรอิ์สระ

บทท่ี

10



212

10.2. วิธีการควอนไทซ์สปินเนอร์แบบตรงไปตรงมาแต่ผิด

10.2 วิธีการควอนไทซ์สปินเนอร์แบบตรงไปตรงมาแต่ผิด
จากรูปแบบของโมเมนตัมสังยุคเราอาจคาดการณ์ว่าหลังจากการควอนไทซ์แล้ว จะได้ความสัมพันธ์เชิง

การสลับที่คือ

[ψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)] = [ψ†α(t, x⃗), ψ†β(t, y⃗)] = 0, (10.12)

[ψα(t, x⃗), ψ
†β(t, y⃗)] = δβαδ

(3)(x⃗− y⃗) (10.13)

แต่ที่จริงแล้วนั้นความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ดังที่แสดงไว้ข้างต้นนั้นจะทำให้การควอนไทซ์มีปัญหา ซึ่งเราจะ
ลองสำรวจดูว่าเหตุใดจึงเกิดปัญหา

หากเรายกระดับสปินเนอร์ที่แสดงไว้ในสมการที่ (9.233) ให้เป็นตัวดำเนินการจะได้

ψ(x) =

∫
d3k⃗

(2π)3
1

2Ek⃗

∑
s=+,−

(
bs(k⃗)us(k⃗)e

ikµxµ + c†s(k⃗)vs(k⃗)e
−ikµxµ

) ∣∣∣∣
k0=E

k⃗

(10.14)

สังเกตว่า bs(k⃗) และ c†s(k⃗) ถูกยกระดับเป็นตัวดำเนินการ แต่ us(k⃗) และ vs(k⃗) ยังคงเหมือนเดิมดังในกรณี
ก่อนการควอนไทซ์

เราต้องการคำนวณหาความสัมพันธ์ เชิงการสลับที่สำหรับ bs(k⃗), cs(k⃗) รวมทั้งสังยุคเฮอร์มิ เชียนของ
ปริมาณทั้งสอง เพื่อการนี้เราจะเขียนปริมาณเหล่านี้โดยใช้ ψ(x) และ ψ†(x) ซึ่งจะเห็นได้ว่า

bs(k⃗) =

∫
d3x⃗u†

s(k⃗)ψ(x)e
−ikµxµ

∣∣∣∣
k0=E

k⃗

, (10.15)

b†s(k⃗) =

∫
d3x⃗ψ†(x)us(k⃗)e

ikµxµ
∣∣∣∣
k0=E

k⃗

, (10.16)

cs(k⃗) =

∫
d3x⃗ψ†(x)vs(k⃗)e

−ikµxµ
∣∣∣∣
k0=E

k⃗

, (10.17)

c†s(k⃗) =

∫
d3x⃗v†s(k⃗)ψ(x)e

ikµxµ
∣∣∣∣
k0=E

k⃗

(10.18)

หลังจากใช้ความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ในสมการที่ (10.12) จะได้ว่า ความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ที่เราจะต้อง
พิจารณามีเพียง

[br(k⃗), b
†
s(k⃗

′)], [br(k⃗), cs(k⃗
′)], [cr(k⃗), c

†
s(k⃗

′)] (10.19)

โดยความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ที่นอกเหนือจากที่กล่าวมาข้างต้นนี้ ได้แก่ ความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ที่ได้มา
จากสังยุคเฮอร์มิเชียนของความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ข้างต้น และความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ที่มีค่าเป็นศูนย์
เราจะคำนวณหาปริมาณที่ปรากฏในสมการที่ (10.19)
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ดังนั้น เราหาความหนาแน่นฮามิลโทเนียนได้โดย

H =
∂L
∂ψ̇

ψ̇ − L

= iψ†ψ̇ − ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ

= iψ†ψ̇ − ψ̄(iγ0∂0 + iγj∂j −m)ψ

= ψ̄(−iγj∂j +m)ψ

(10.4)

การคำนวณเพื่อหาเทนเซอร์พลังงาน­โมเมนตัมนั้น เราจะพิจารณาการแปลงน้อยยิ่งของสปินเนอร์ภายใต้
การเลื่อนที่ กล่าวคือ xµ �→ xµ + ϵµ ซึ่งจะส่งผลให้การแปลงน้อยยิ่งของสปินเนอร์คือ

ψ(x) �→ ψ(x− ϵ) = ψ(x)− ϵµ∂µψ(x) (10.5)

ซึ่งจะได้ว่า
Tµ

ν = ψ̄
(
2iδ[µν γρ]∂ρ −mδµν

)
ψ (10.6)

ผู้อ่านจะได้ตรวจสอบสมการข้างต้นนี้ในโจทย์ปัญหา และจากสมการนี้จะได้ว่า ความหนาแน่นฮามิลโทเนียน
และความหนาแน่นโมเมนตัมคือ

H = T 00 = ψ̄(−iγj∂j +m)ψ (10.7)

และ

Pj = T 0j = −iψ̄γ0∂jψ (10.8)

นอกจากสมมาตรภายใต้การเลื่อนที่แล้วยังมีอีกสมมาตรที่สำคัญ ซึ่งสมมาตรนี้มาจากการแปลง

ψ(x) �→ e−iαψ(x) (10.9)

ซึ่งสามารถพิสูจน์ได้ว่ากระแสอนุรักษ์สำหรับสมมาตรนี้คือ

jµ = ψ̄γµψ (10.10)

และจะได้ว่าประจุอนุรักษ์คือ
Q =

∫
d3x ψ̄γ0ψ (10.11)

สังเกตว่าเราพบสมการที่ (10.10) มาก่อนแล้วในบทที่แล้ว ซึ่งในบริบทนั้น jµ ประกอบไปด้วยความหนาแน่น
ของความน่าจะเป็นและความหนาแน่นกระแสความน่าจะเป็นสำหรับสปินเนอร์ที่ถูกตีความว่าเป็นฟังก์ชัน
คลื่น แต่ในบริบทของบทนี้นั้น jµ เป็นกระแสอนุรักษ์สำหรับสมมาตรที่แสดงไว้ในสมการที่ (10.9)
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การวิเคราะห์ทฤษฎีแมกซ์เวลล์

ในบทนี้ เราจะวิเคราะห์ทฤษฎีแมกซ์เวลล์ในฐานะเป็นทฤษฎีสนามชนิดหนึ่ง คือ ทฤษฎีสนามเกจ ซึ่งสนาม
สำหรับทฤษฎีลักษณะนี้นั้น หากมีการเปลี่ยนค่าในลักษณะหนึ่ง จะไม่ทำให้ฟิสิกส์ เปลี่ยนไป การวิเคราะห์
ระบบลักษณะนี้ทั้ง ในทางคลาสสิคและทางควอนตัม อาจทำได้ โดยกำหนดเงื่อนไขเพื่อกำจัดความซ้ำซ้อน
โดยเงื่อนไขที่เราจะเลือกใช้ในบทนี้คือเงื่อนไขเกจลอเรนซ์ นอกจากนี้ เราจะวิเคราะห์ประเด็นอื่น ๆ ที่คล้ายคลึง
กับที่วิเคราะห์ไปในกรณีของสนามสเกลาร์อิสระและสนามสปินเนอร์อิสระ

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานมาจากบทที่ 8 และหัวข้อเกี่ยวกับไฟฟ้าแม่เหล็กตั้งแต่เบื้องต้น
จนถึงหัวข้อของสมการของแมกซ์เวลล์

11.1 สมการของแมกซ์เวลล์ในสุญญากาศ
สมการของแมกซ์เวลล์ (Maxwell's equations) ในสุญญากาศ สำหรับสนามไฟฟ้า E⃗ และสนามแม่เหล็ก

B⃗ ได้แก่
∇ · E⃗ = 0, (11.1)

∇ · B⃗ = 0, (11.2)

∇× E⃗ + ∂tB⃗ = 0⃗, (11.3)

∇× B⃗ − ∂tE⃗ = 0⃗ (11.4)

เมื่อใช้สมการที่ (11.2) และเอกลักษณ์ ∇ · (∇× A⃗) = 0 จะได้

B⃗ = ∇× A⃗ (11.5)

โดยที่ A⃗ เป็นเวกเตอร์ ซึ่งเรียกว่าศักย์เวกเตอร์ (vector potential) เมื่อนำสมการที่ (11.5) ไปแทนลงใน
สมการที่ (11.3) จะได้

∇× (E⃗ + ∂tA⃗) = 0⃗ (11.6)
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ตัวแผ่กระจายของไฟยน์แมนสำหรับสปินเนอร์มีนิยามตามสมการที่ (10.86)­(10.87) โดยตัวดำเนินการ
จัดลำดับเวลามีนิยามตามสมการที่ (10.88) ในนิยามนี้ การสลับที่ของสปินเนอร์จะต้องมีเครื่องหมายลบ
ปรากฏ

10.7 โจทย์ปัญหา
10.1 จงแสดงว่าเทนเซอร์พลังงาน­โมเมนตัมสำหรับสปินเนอร์เป็นไปดังสมการที่ (10.6)

10.2 จงแสดงว่ากระแสอนุรักษ์สำหรับสมมาตรเฟส ψ(x) �→ e−iαψ(x) ของแอคชัน (10.1) คือ

jµ = ψ̄γµψ (10.98)

10.3 จงใช้สมการที่ (9.6) และ (9.79) เพื่อแสดงว่า jµ = ψ̄γµψ สอดคล้องกับ ∂µj
µ = 0

10.4 จงพิสูจน์สมการที่ (10.21) และ (10.22)

10.5 ในการควอนไทซ์ด้วยวิธีที่ผิด เราใช้ความสัมพันธ์เชิงการสลับที่ในสมการที่ (10.20)­(10.22) หากเรา
ตีความว่า cs(k⃗) เป็นตัวดำเนินการสร้าง จงพิสูจน์ว่านอร์มกำลังสองของ

|f〉s ≡
∫

d3k⃗

(2π)3
fk⃗cs(k⃗)|0〉 (10.99)

มีค่ามากกว่าศูนย์

10.6 จงพิสูจน์ขั้นตอนที่สามของสมการที่ (10.37)

10.7 จงใช้ความสัมพันธ์เชิงการทวนสลับที่เพื่อพิสูจน์สมการที่ (10.40)­(10.45) คำใบ้ : สังเกตว่าการใช้
ความสัมพันธ์เชิงการทวนสลับที่จะให้ br(k⃗)bs(k⃗′) = −bs(k⃗

′)br(k⃗) เป็นต้น

10.8 จงใช้สมการที่ (9.40), (10.59) และ (10.60) รวมทั้ง detΛ = 1 เพื่อพิสูจน์ว่า

nµϵµνρσΛ
ν
ν′Λρ

ρ′k
σ = mϵ3ν′ρ′0 (10.100)

10.9 จงพิจารณาโดยใช้ขั้นตอนที่คล้ายคลึงกับสมการที่ (10.61) ­ (10.67) หรือใช้วิธีอื่น เพื่อพิสูจน์ว่า

nµWµc
†
s(k⃗)|0〉 = −m

s

2
c†s(k⃗)|0〉 (10.101)

10.10 จงพิสูจน์ว่าสถานะ ψ(x)|0〉 ดังแสดงไว้ ในสมการที่ (10.73) เป็นสถานะสำหรับปฏิยานุภาคเดี่ยว
ณ ตำแหน่ง x

10.11 จงพิสูจน์สมการที่ (10.72) และ (10.74)­(10.81)

10.12 จงใช้นิยามของตัวดำเนินการจัดลำดับเวลาและสมการดิแรกเพื่อพิสูจน์ว่า SF (x − x′;m) สอดคล้อง
กับสมการที่ (10.97)
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11.3. การวิเคราะห์ลากรางจ์สำหรับทฤษฎีแมกซ์เวลล์

Bi = ϵijk∂jAk or ∂iAj − ∂jAi = ϵijkB
k (11.14)

เราจะนิยามเวกเตอร์สี่ Aµ ซึ่งประกอบไปด้วย A0 และ Ai ดังนี้

(Aµ) = (−ϕ,Ai) (11.15)

และนิยามเทนเซอร์ความเข้มสนาม (field strength tensor) ว่า

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (11.16)

ดังนั้น
F0i = −Ei, Fij = ϵijkB

k (11.17)

จะได้ว่า สมการของแมกซ์เวลล์เขียนโดยใช้ Fµν ได้ โดยที่

∂µF
µν = 0 (11.18)

นั้นตรงกับสมการที่ (11.1) และ (11.4) ในขณะที่

∂[µFνρ] = 0 (11.19)

นั้นตรงกับสมการที่ (11.2) และ (11.3) อันที่จริงแล้วสมการที่ (11.19) นั้นเป็นเอกลักษณ์ กล่าวคือ สมการ
เหล่านี้เป็นจริงสำหรับ Fµν ซึ่งจะเห็นได้จาก

∂[µFνρ] = ∂[µ∂νAρ] − ∂[µ∂ρAν]

= ∂[µ∂νAρ] − ∂[ν∂µAρ]

= ∂[µ∂νAρ] − ∂[µ∂νAρ]

= 0

(11.20)

โดยในขั้นแรกเราใช้สมการที่ (11.16) ในขั้นที่สองเราสลับที่ของดัชนีโดย ν ↔ µ แล้วตามด้วยการสลับที่โดย
µ ↔ ρ ในขั้นที่สามเราใช้ผลที่ว่าอนุพันธ์ย่อยนั้นสลับที่ได้ ∂µ∂ν = ∂ν∂µ

11.3 การวิเคราะห์ลากรางจ์สำหรับทฤษฎีแมกซ์เวลล์
เราจะอธิบายไฟฟ้าแม่เหล็กด้วยทฤษฎีสนามคลาสสิค โดยเราจะเรียกทฤษฎีสนามสำหรับกรณีนี้ว่าทฤษฎี

แมกซ์เวลล์ (Maxwell's theory) และจะกล่าวว่าสมการของแมกซ์เวลล์ดังแสดงไว้ในสมการที่ (11.1)­(11.4)

นั้นอธิบายทฤษฎีแมกซ์เวลล์อิสระ อันที่จริงแล้ว จากผลที่วิเคราะห์ไปในบทย่อยก่อนหน้านี้ จะได้ว่า จากสี่
สมการของสมการของแมกซ์เวลล์นั้น มีเพียงสองสมการเท่านั้นคือ สมการที่ (11.2) และ (11.3) ที่อธิบาย
พลวัตสำหรับทฤษฎีแมกซ์เวลล์ ในขณะที่สมการที่ (11.1) และ (11.4) ซึ่งตรงกับ ∂[µFνρ] = 0 นั้น เป็นผล
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และเมื่อใช้เอกลักษณ์ ∇×∇ϕ = 0⃗ จะได้ว่า

E⃗ = −∇ϕ− ∂tA⃗ (11.7)

โดยเราเรียก ϕ ว่าศักย์สเกลาร์ (scalar potential)
สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กไม่เปลี่ยนแปลงภายใต้การแปลงเกจ (gauge transformation)

ϕ �→ ϕ− ∂tλ, A⃗ �→ A⃗+∇λ (11.8)

กล่าวคือ E⃗ �→ E⃗, B⃗ �→ B⃗ ภายใต้การแปลงข้างต้น สนามไฟฟ้า E⃗ และสนามแม่เหล็ก B⃗ เป็นปริมาณทาง
ฟิสิกส์ในแง่ที่ว่า ค่าของสนามเหล่านี้วัดได้โดยตรงจากการทดลอง และการเปลี่ยนแปลงใด ๆ ของสนามไฟฟ้า
และสนามแม่เหล็ก จะทำให้ปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ของระบบเปลี่ยนไป (ยกตัวอย่างเช่น หากมีอนุภาคมีประจุ
วิ่งอยู่ภายใต้สนามไฟฟ้าภายนอกซึ่งมีค่าคงตัว การเปลี่ยนค่าของสนามไฟฟ้า จะทำให้ความเร่งของอนุภาคนี้
มีค่าเปลี่ยนไป) แต่สำหรับศักย์สเกลาร์ ϕ และศักย์เวกเตอร์ A⃗ นั้น ปริมาณเหล่านี้ไม่เป็นปริมาณทางฟิสิกส์1

ในแง่ที่ว่าการแปลงค่าของปริมาณเหล่านี้ในลักษณะหนึ่ง (กล่าวคือ จาก ϕ และ A⃗ ไปเป็น ϕ − ∂tλ และ
A⃗+∇λ) จะไม่เปลี่ยนค่าของ E⃗ และ B⃗ ซึ่งส่งผลให้ฟิสิกส์ไม่เปลี่ยน

แนวคิดของการแปลงเกจนั้นมีประโยชน์สำหรับทฤษฎีไฟฟ้า­แม่เหล็ก และทฤษฎีอื่น ๆ อีกหลายทฤษฎี
ทฤษฎีเหล่านี้มีสนามซึ่งแม้ค่าจะเปลี่ยนไปในลักษณะหนึ่งก็ไม่ เปลี่ยนแปลงฟิสิกส์ เราเรียกสนามเหล่านี้ว่า
สนามเกจ (gauge field) และเรียกการแปลงของสนามเกจที่ ไม่ทำให้ฟิสิกส์ เปลี่ยนแปลงว่าการแปลงเกจ
ดังนั้น ในกรณีของทฤษฎีไฟฟ้าแม่เหล็ก จะได้ว่า ศักย์สเกลาร์และศักย์เวกเตอร์เป็นสนามเกจ

11.2 สัญกรณ์ดัชนีสำหรับสมการของแมกซ์เวลล์
เราสามารถเขียนสมการของแมกซ์เวลล์โดยใช้สัญกรณ์ดัชนีได้ดังนี้

∂iE
i = 0, (11.9)

∂iB
i = 0, (11.10)

ϵijk∂jE
k + ∂0B

i = 0, (11.11)

ϵijk∂jB
k − ∂0E

i = 0 (11.12)

โดยที่ ∂0 ≡ ∂t หากเรานิยาม A0 = −ϕ จะได้ว่าสมการที่ (11.7) และ (11.5) นั้นเขียนในรูปแบบของ
สัญกรณ์ดัชนีได้ดังนี้

Ei = ∂iA0 − ∂0Ai, or ∂0Ai − ∂iA0 = −Ei, (11.13)
1ในบริบทของฟิสิกส์แบบคลาสสิค ศักย์สเกลาร์และศักย์ เวกเตอร์ เป็น เพียง เครื่องมือทางคณิตศาสตร์ จึง ไม่ใช่ปริมาณทางฟิสิกส์

แต่ในบริบทที่มีผลทางควอนตัมมาเกี่ยวข้องแล้ว ค่าของศักย์สเกลาร์และศักย์เวกเตอร์นั้นมีผลกับการทดลอง ผู้อ่านที่สนใจอาจศึกษากรณี
ตัวอย่าง เช่น ผลของอฮาโรนอฟ­โบฮ์ม (Aharonov­Bohm effect)
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ในบทนี้ เราจะอภิปรายการควอนไทซ์ของทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว ซึ่งโดยทั่วไปแล้ว
การแก้สมการการเคลื่อนที่ให้ได้ผลเฉลยในรูปทั่วไปนั้นมักยุ่งยากหรืออาจทำไม่ได้เลย ดังนั้น การนำผลเฉลยใน
รูปทั่วไปมาควอนไทซ์ดังเช่นที่ทำในกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ จึงไม่ใช่วิธีการที่ดีที่จะใช้กับทฤษฎี
สนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว ดังนั้นในบทนี้ เราจะอภิปรายวิธีการที่เหมาะสมในการควอนไทซ์ นอกจากนี้
วิธีการนี้ยังมีความเชื่อมโยงกับการวิเคราะห์การกระเจิง ซึ่งเป็นปัญหาที่สำคัญสำหรับการศึกษาฟิสิกส์อนุภาค
ซึ่งการศึกษานี้จะนำไปสู่สูตรลดรูปแอลเอสแซด (LSZ reduction formula) ซึ่งเป็นการลดรูปของปัญหา
จากการศึกษาโอกาสในการกระเจิง ไปเป็นปัญหาของการคำนวณปริมาณที่เรียกว่าฟังก์ชัน n จุด (n−point
function) เราจะใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์ (Dyson­Schwinger equations) เพื่อคำนวณปริมาณดังกล่าว
และจากการสังเกตจะได้กฎของไฟยน์แมน (Feynman rule) ซึ่งเป็นกฎสำหรับเปลี่ยนนิพจน์ทางคณิตศาสตร์
เป็นแผนภาพซึ่งเรียกว่าแผนภาพไฟยน์แมน (Feynman diagram)

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 8

12.1 การควอนไทซ์แบบบัญญัติของทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยา
ในตัว

พิจารณาแอคชันสำหรับทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว

S =

∫
d4x

(
−1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − VI(ϕ)

)
(12.1)

ซึ่งในกรณีที่ VI(ϕ) = 0 แอคชันข้างต้นจะลดรูปไปเป็นแอคชันสำหรับสนามสเกลาร์อิสระ ซึ่งอภิปรายไปใน
บทที่ 8 สำหรับกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัวนี้ เราอาจศึกษาโดยใช้วิธีการที่คล้ายคลึงกับ
ในบทที่ 8 กล่าวคือ เราเริ่มจากหาสมการการเคลื่อนที่จากสมการที่ (12.1) และหาผลเฉลยสำหรับสนาม
สเกลาร์ในรูปของการกระจายโหมด จากนั้นจึงควอนไทซ์
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12.1. การควอนไทซ์แบบบัญญัติของทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว

โดยพลังงานของสถานะนี้คือ
E1,k⃗ ≡

√
k⃗2 +m2

1 (12.6)

โดยที่ m1 ไม่จำเป็นต้องมีค่าเท่ากับ m กล่าวคือ ปริมาณ m ซึ่งปรากฏในแอคชันนั้น อาจจะไม่ใช่มวลสำหรับ
สถานะอนุภาคเดี่ยวก็ได้

สำหรับทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระนั้น สถานะสำหรับอนุภาคเดี่ยวสามารถเขียนได้ในรูปของตัวดำเนินการ
สร้างกระทำกับสถานะสุญญากาศ แต่สำหรับทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว การกระจายโหมดของ
ϕ(x) นั้นทำไม่ได้ ดังนั้น เราจึงนิยามตัวดำเนินการสร้างในลักษณะเดียวกับทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระไม่ได้
อย่างไรก็ดี เราจะนิยามตัวดำเนินการในลักษณะที่คล้ายคลึงกัน ซึ่งได้แก่

ak⃗(t) =

∫
d3x⃗

(
E1,k⃗ϕ(x) + iΠ(x)

)
e
iE

1,k⃗
t−ik⃗·x⃗

, (12.7)

a†
k⃗
(t) =

∫
d3x⃗

(
E1,k⃗ϕ(x)− iΠ(x)

)
e
−iE

1,k⃗
t+ik⃗·x⃗ (12.8)

สำหรับทฤษฎีสนามเกลาร์อิสระ จะได้ว่า E1,k⃗ → Ek⃗ และตัวดำเนินการในสมการข้างต้นจะลดรูปเป็น
ตัวดำเนินการทำลาย ak⃗ และตัวดำเนินการสร้าง a†

k⃗
สังเกตว่าในทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว

ตัวดำเนินการ ak⃗(t) และ a†
k⃗
(t) นั้นจะขึ้นกับเวลา อย่างไรก็ดี ความสัมพันธ์ เชิงการสลับที่ที่ เวลาเท่ากัน

คล้ายคลึงกับในกรณีของทฤษฎีสนามเกลาร์อิสระ กล่าวคือ

[ak⃗(t), a
†
k⃗′(t)] = (2π)32E1,k⃗ ′δ

(3)(k⃗ − k⃗ ′), [ak⃗(t), ak⃗′(t)] = [a†
k⃗
(t), a†

k⃗′(t)] = 0 (12.9)

ซึ่งผู้อ่านจะได้พิสูจน์ในโจทย์ปัญหาที่ 12.1
เราทราบมาจากการวิเคราะห์ทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระว่า a†

k⃗
|0〉 อธิบายสถานะของอนุภาคเดี่ยวที่มี

โมเมนตัม k⃗ แต่สถานะนี้ทำให้เป็นแบบบรรทัดฐานไม่ได้ ซึ่งการอธิบายสถานะของอนุภาคเดี่ยวที่ทำให้เป็น
แบบบรรทัดฐานได้นั้น เราควรพิจารณาตัวดำเนินการ

a†
f ≡

∫
d3k⃗

(2π)3
1

2Ek⃗

f(k⃗)a†
k⃗

(12.10)

โดยที่ f(k⃗) สอดคล้องกับ ∫
d3k⃗

(2π)3
1

2Ek⃗

|f(k⃗)|2 = 1 (12.11)

ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่ทำให้ a†
f |0〉 เป็นแบบบรรทัดฐาน นอกจากนี้ จากการพิจารณาสมการที่ (12.10) จะได้ว่า

a†
f |0〉 เป็นผลรวมเชิงเส้นของสถานะอนุภาคเดี่ยว ดังนั้น a†

f |0〉 จึงเป็นสถานะอนุภาคเดี่ยวเช่นกัน
กลับมาพิจารณาทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว ซึ่งผลบางประการจากทฤษฎีสนามสเกลาร์

อิสระอาจจะนำมาใช้ไม่ได้ เราจะนิยามตัวดำเนินการ

a†
f (t) ≡

∫
d3k⃗

(2π)3
1

2E1,k⃗

f(k⃗)a†
k⃗
(t) (12.12)
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กำหนดให้
�x ≡ ηµν ∂

∂xµ

∂

∂xν
(12.2)

ดังนั้น สมการการเคลื่อนที่ที่ได้มาจากแอคชันในสมการที่ (12.1) คือ

�xϕ(x)−m2ϕ(x)− V ′
I (ϕ(x)) = 0 (12.3)

สมการการเคลื่อนที่ข้างต้นนี้เป็นแบบไม่เชิงเส้น ซึ่งโดยทั่วไปแล้วการหาผลเฉลยในรูปทั่วไปมักจะทำได้ยาก
อย่างไรก็ดี เราจะข้ามไปวิเคราะห์ฮามิลโทเนียนก่อน โดยเริ่มจากการหาโมเมนตัมสังยุคซึ่งจะได้

Π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇

(12.4)

และหาฮามิลโทเนียน ซึ่งจะได้

H =

∫
d3x

(
1

2
π2 +

1

2
∇⃗ϕ · ∇⃗ϕ+

1

2
m2ϕ2 + VI(ϕ)

)
(12.5)

และสำหรับวงเล็บปัวซงนั้น ยังคงเป็นไปดังสมการที่ (8.68) และ (8.69)

การควอนไทซ์แบบบัญญัติสามารถทำได้โดยใช้วิธีการที่คล้ายคลึงกับที่ ใช้ ในทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ
กล่าวคือ ยกระดับสนามสเกลาร์ไปเป็นตัวดำเนินการ และยกระดับวงเล็บปัวซงไปเป็นตัวทำสลับที่ อย่างไรก็ดี
เนื่องจากสนามสเกลาร์ในบทนี้เขียนในรูปของการกระจายโหมดไม่ได้ การสร้างปริภูมิฟอคจึงไม่อาจทำได้อย่าง
ตรงไปตรงมาดังเช่นในกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ

เราทราบมาจากทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระว่า สถานะที่สำคัญในปริภูมิฟอคล้วนแต่เป็นสถานะที่อธิบาย
โดยเค็ทลักษณะเฉพาะของฮามิลโทเนียน ซึ่งเราพบว่าสถานะเหล่านี้ ได้แก่ สถานะสุญญากาศ, สถานะหนึ่ง
อนุภาค และสถานะหลายอนุภาค หากต้องการอธิบายสถานะอื่นใดในปริภูมิฟอคสามารถทำได้โดยพิจารณา
ผลรวมเชิงเส้นของเค็ทลักษณะเฉพาะสำหรับสถานะเหล่านี้ เราจะใช้แนวคิดเดียวกันนี้กับทฤษฎีสนามสเกลาร์
ที่มีอันตรกิริยาในตัว แต่เนื่องจากฮามิลโทเนียนในทฤษฎีประเภทนี้แตกต่างจากฮามิลโทเนียนของทฤษฎีสนาม
สเกลาร์อิสระ ดังนั้น เค็ทลักษณะเฉพาะก็จะแตกต่างกันด้วย

สำหรับทฤษฎีสนามสเกลาร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว เราจะเขียนสัญลักษณ์ของสถานะสุญญากาศว่า |Ω〉

แทนที่จะใช้ |0〉 ดังในกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ ทั้งนี้เพื่อเน้นว่าสถานะสุญญากาศสำหรับทฤษฎีสอง
ชนิดนี้แตกต่างกัน นอกจากสถานะสุญญากาศแล้ว ก็ยังมีสถานะที่มีอนุภาค การมีอยู่ของสถานะเหล่านี้ยืนยัน
ด้วยความยืนยงเชิงการเลื่อนที่ (translational invariance) ซึ่งเราจะกล่าวถึงในภายหลัง ในที่นี้ เราจะเน้น
อภิปรายสถานะที่มีอนุภาคเดี่ยวก่อน1 เราจะใช้สัญลักษณ์แทนสถานะที่มีอนุภาคเดี่ยวซึ่งมีโมเมนตัม k⃗ ว่า |⃗k〉

1เพื่อความง่าย เราจะสมมุติว่าไม่มีสถานะถูกกักขัง ดังนั้น สถานะที่อธิบายได้โดยเค็ทลักษณะเฉพาะของฮามิลโทเนียน ได้แก่ สถานะ
สุญญากาศ, สถานะหนึ่งอนุภาค และสถานะหลายอนุภาค ดังเช่นในกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ แต่จากที่อภิปรายไปแล้วว่า
โดยทั่วไปสถานะเหล่านี้แตกต่างไปจากในกรณีของทฤษฎีสนามสเกลาร์อิสระ
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จากบทที่แล้ว เราได้ทราบถึงความสำคัญของการคำนวณฟังก์ชัน n จุด สำหรับสนามบรรทัดฐานใหม่
แต่ในการคำนวณนั้นเราเริ่มจากการใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับสนามเปลือย เพื่อให้ได้ฟังก์ชัน n จุด
สำหรับสนามเปลือย จากนั้นจึงแปลงเป็นฟังก์ชัน n จุดสำหรับสนามบรรทัดฐานใหม่อีกทีหนึ่ง อย่างไรก็ดี
วิธีการดังกล่าวไม่ เป็นที่นิยม ในบทนี้ เราจะเสนออีกวิธีหนึ่งซึ่งใช้กันอย่างแพร่หลาย โดยเริ่มจากการเขียน
ลากรางเจียนโดยใช้สนามบรรทัดฐานใหม่และมวลบรรทัดฐานใหม่ จากนั้นจึง เขียนสมการไดสัน­ชวิง เกอร์
ที่เกี่ยวเนื่องกับลากรางเจียนดังกล่าว โดยเราจะนำสมการไดสัน­ชวิงเกอร์ที่ได้ไปวิเคราะห์ฟังก์ชัน n จุด สำหรับ
n = 2, 3, 4 ซึ่งหลังจากศึกษากรณีเหล่านี้แล้ว หากผู้อ่านต้องการขยายผลไปใช้สำหรับกรณีที่ n มีค่าสูงขึ้น
ก็จะทำได้โดยอาศัยหลักการที่คล้ายคลึงกัน

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 12

13.1 ลากรางเจียนพจน์ต้าน
ในบทที่แล้วเราวิเคราะห์โดยเน้นตัวอย่างสำหรับทฤษฎี ϕ3 ซึ่งมีลากรางเจียนคือ

L = −1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − 1

3!
gϕ3 (13.1)

นอกจากนี้ เราพบมาแล้วว่าในการวิเคราะห์การกระเจิงนั้น ในที่สุดแล้วจะต้องข้องเกี่ยวกับสนามบรรทัดฐาน
ใหม่

Φ =
1√
Z
(ϕ− v) (13.2)

โดยที่ Z และ v นั้น ต้องกำหนดเพื่อให้ Φ สอดคล้องกับสมการที่ (12.93)

ดังนั้น ในบทนี้เราจะพิจารณาโดยใช้สนามบรรทัดฐานใหม่ตั้งแต่ต้น ซึ่งจะได้ว่าลากรางเจียนเขียนได้เป็น

L = −1

2
Z∂µΦ∂

µΦ− 1

2

(
m2 + vg

)
ZΦ2 − 1

3!
gZ3/2Φ3 − 1

2

√
Zv2Φ− 1

3!
gv3 (13.3)
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บทที่ 12. แอมพลิจูดการกระเจิง ฟังก์ชัน n จุด และกฎของไฟยน์แมน

จากนั้นจงแสดงว่า

(∂µ∂
µ −m2)〈Ω|Tϕ(x)ϕ(y)ϕ(z)|Ω〉 = 〈Ω|T (∂µ∂µ −m2)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(z)|Ω〉

+ iδ(4)(x− y)〈Ω|ϕ(z)|Ω〉

+ iδ(4)(x− z)〈Ω|ϕ(y)|Ω〉

(12.148)

12.11 จงหาตัวประกอบจากความสมมาตรสำหรับแผนภาพ

x1 x2

(12.149)

12.12 จงหาตัวประกอบจากความสมมาตรสำหรับแผนภาพ

x1 x2

(12.150)

12.13 จงพิสูจน์สมการที่ (12.133)­(12.134)
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13.1. ลากรางเจียนพจน์ต้าน

หากเราทำตามขั้นตอนที่คล้ายคลึงกับขั้นตอนที่นำไปสู่สมการที่ (12.105) จะได้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับ
ลากรางเจียนในสมการที่ (13.5) ดังนี้

(�x −m2
1)〈Ω|TΦ(x)Φ(y1) · · ·Φ(yn)|Ω〉

= 〈Ω|TV[Φ(x)]Φ(y1) · · ·Φ(yn)|Ω〉

+
i

Z

n∑
j=1

δ(4)(x− yj)〈Ω|TΦ(y1) · · · Φ̂(yj) · · ·Φ(yn)|Ω〉

(13.9)

ในลำดับต่อมา เราจะอภิปรายการหาฟังก์ชัน n จุดโดยเขียนกระจายในอันดับที่ เป็นเลขชี้กำลังของ g1

ซึ่งเราควรจะทราบว่าค่าคงตัวทั้งสี่ค่านั้นกระจายรอบ g1 = 0 ได้อย่างไร เราจะใช้ข้อสันนิษฐานที่ว่าเมื่อค่าของ
อันตรกิริยาในตัวมีค่าน้อยพอ ลากรางเจียนพจน์ต้านจะต้องมีค่าน้อยมากเช่นกัน และ Z ≈ 1 และ Zgg1 ≈ g1

ดังนั้น เราจะเขียนกระจายค่าคงตัวทั้งสี่ได้ว่า

Z = 1 + Z(1)g1 + Z(2)g21 +O(g31), (13.10)

Zm = 1 + Z(1)
m g1 + Z(2)

m g21 +O(g31), (13.11)

Zg = 1 + Z(1)
g g1 + Z(2)

g g21 +O(g31), (13.12)

Y = Y (1)g1 + Y (2)g21 +O(g31) (13.13)

เราจะใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์ดังสมการที่ (13.9) เพื่อคำนวณฟังก์ชัน n จุด

〈Ω|TΦ(x)Φ(y1) · · ·Φ(yn)|Ω〉 (13.14)

แต่เพื่อความสะดวก เราจะนิยาม
D(1)

xy ≡ ∆
(0)
F (x− y;m2

1) (13.15)

ซึ่งจะเห็นได้ว่า ปริมาณข้างต้นสอดคล้องกับ

− i(�x −m2
1)D

(1)
xy = δ(4)(x− y) (13.16)

และ D
(1)
xy = D

(1)
yx

พิจารณาฟังก์ชัน 1 จุด ก่อน จากสมการไดสัน­ชวิงเกอร์ เราทราบว่า

(�x −m2
1)〈Ω|TΦ(x)|Ω〉 = 〈Ω|TV[Φ(x)]|Ω〉 (13.17)

ซึ่งเมื่อใช้ 〈Ω|Ω〉 = 1 และ 〈Ω|Φ(x)|Ω〉 = 0 กับด้านขวามือของสมการข้างต้นจะได้

(�x −m2
1)〈Ω|Φ(x)|Ω〉 = 〈Ω|

(
1

2

Zg

Z
g1Φ

2(x)− Y

Z

)
|Ω〉 (13.18)
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จะเห็นได้ว่า มีปริมาณทั้งสิ้นสี่ปริมาณคือ Z,m, v และ g ซึ่งเป็นค่าคงตัวทั้งหมด การหาค่าของปริมาณเหล่า
นี้ จะต้องใช้เงื่อนไขทั้งสิ้นสี่เงื่อนไข โดยสองเงื่อนไขแรกนั้นกำหนดโดยสมการที่ (12.93) ในขณะที่สองเงื่อนไข
ที่เหลือได้แก่

• มวลของสถานะหนึ่งอนุภาคที่ได้จากการทดลองคือ m1

• ค่าคงตัวของการคู่ควบที่กำหนดโดยการทดลองคือ g1

ก่อนหน้านี้เรากำหนดชื่อให้ ϕ ว่า สนามเปลือย กำหนดชื่อให้ m ว่า มวลเปลือย กำหนดชื่อให้ Φ ว่า สนาม
บรรทัดฐานใหม่ และกำหนดชื่อให้ m1 ว่า มวลบรรทัดฐานใหม่ ดังนั้น เราจะอาศัยแนวคิดเดียวกันในการ
กำหนดชื่อให้ g ว่า ค่าคงตัวของการคู่ควบเปลือย (bare coupling constant) และกำหนดชื่อให้ g1 ว่า ค่า
คงตัวของการคู่ควบบรรทัดฐานใหม่ (renormalized coupling constant)

หากเรานิยามค่าคงตัวชุดใหม่ขึ้นมา เราจะเขียนลากรางเจียนได้ว่า

L = −1

2
Z∂µΦ∂

µΦ− 1

2
Zmm2

1Φ
2 − 1

3!
Zgg1Φ

3 + Y Φ (13.4)

โดย เรากำจัดพจน์ สุดท้ายทางด้านขวามือของสมการที่ (13.3) เนื่องจากพจน์ ดังกล่าว ไม่มี ผลต่อสมการ
การเคลื่อนที่ สังเกตว่า ค่าคงตัวสี่ค่าจากสมการที่ (13.3) เปลี่ยนมาเป็น Z,Zm, Zg, Y ดังปรากฏในสมการที่
(13.4) นอกจากนี้ ลากรางเจียนนี้ยังเขียนได้ในรูปแบบ

L = L0 + Lพจน์ต้าน (13.5)

โดยที่

L0 = Z

(
−1

2
∂µΦ∂

µΦ− 1

2
m2

1Φ
2 − 1

3!

Zg

Z
g1Φ

3

)
(13.6)

และ

Lพจน์ต้าน = −1

2
(Zm − Z)m2

1Φ
2 + Y Φ (13.7)

ก่อนหน้านี้ เราทราบกฎของไฟยน์แมนที่เกี่ยวข้องกับลากรางเจียน L0 มาแล้ว กล่าวคือ เราอาจใช้ผลจากบทที่
แล้วมาใช้โดยทำเพียงเปลี่ยนตัวแปรโดย m → m1 และ g → Zgg1/Z และสำหรับลากรางเจียน Lพจน์ต้าน นั้น
เราเรียกว่า ลากรางเจียนพจน์ต้าน (counter­term Lagrangian) ซึ่งเราจะวิเคราะห์กฎของไฟยน์แมนสำหรับ
ลากรางเจียนนี้ในลำดับต่อไป

สมการการเคลื่อนที่สำหรับลากรางเจียนในสมการที่ (13.5) คือ

(�x −m2
1)Φ(x) =

1

2

Zg

Z
g1Φ

2(x) +

(
Zm

Z
− 1

)
m2

1Φ(x)−
Y

Z

≡ V[Φ(x)]
(13.8)
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แอมพลิจูดการกระเจิงสำหรับการกระเจิงของสองอนุภาค

ในบทก่อนหน้านี้ เราอภิปรายการคำนวณฟังก์ชัน n จุด โดยเน้นฟังก์ชัน 2 จุด ส่วนจุดยอดของฟังก์ชัน
3 จุด และส่วนจุดยอดของฟังก์ชัน 4 จุด ในบทนี้เราจะเริ่มจากการคำนวณฟังก์ชัน 4 จุด จากนั้นจึงนำผลที่ได้ไป
คำนวณแอมพลิจูดการกระเจิง

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 13

14.1 ฟังก์ชัน 4 จุด และแอมพลิจูดการกระเจิง

เราจะเขียนฟังก์ชัน 4 จุด แบบเชื่อมต่อ โดยใช้สมการที่ (13.168) ในกรณีที่ n = 4 กล่าวคือ

〈Ω|TΦ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4)|Ω〉
∣∣∣∣
เชื่อมต่อ

=

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

∫
d4k3
(2π)4

∫
d4k4
(2π)4

(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3 + k4)

G̃
(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2, k3, k4)e
−ik1·x1e−ik2·x2e−ik3·x3e−ik4·x4

(14.1)

เนื่องจาก 〈Ω|TΦ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4)|Ω〉 สมมาตรใน x1, x2, x3, x4 ส่วน เชื่อมต่อของฟังก์ชัน 4 จุด
ในปริภูมิโมเมนตัม G̃

(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2, k3, k4) นั้นสมมาตรใน k1, k2, k3, k4
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14.1. ฟังก์ชัน 4 จุด และแอมพลิจูดการกระเจิง

และเมื่อใช้กฎของไฟยน์แมน จะได้ว่า

G̃
(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2,−p1,−p2)

= ∆̃(1)(−k2
1)∆̃

(1)(−k2
2)∆̃

(1)(−p21)∆̃
(1)(−p22)

×
(
∆̃(1)(−(k1 + k2)

2)(−iV (k1, k2,−k1 − k2))(−iV (−p1,−p2, k1 + k2))

+ ∆̃(1)(−(k1 − p1)
2)(−iV (k1,−p1, p1 − k1))(−iV (k2,−p2, k1 − p1))

+ ∆̃(1)(−(k1 − p2)
2)(−iV (k1,−p2,−k1 + p2))(−iV (k2,−p1, k1,−p2))

+ (−iV4(k1, k2,−p1,−p2))

)

(14.4)

ที่ระดับ 1 วง การเขียนสมการที่ (14.4) ให้สั้นลงทำได้โดยสังเกตว่า V (q1, q2, q3) ขึ้นกับ q1, q2, q3

ผ่านทาง q21 , q
2
2 , q

2
3 เท่านั้น นอกจากนี้ ฟังก์ชันจุดยอดแต่ละฟังก์ชันในสามรูปแรกในสมการที่ (14.3) มีสอง

โมเมนตัมที่อยู่บนเปลือกมวล และหนึ่งโมเมนตัมที่อยู่นอกเปลือกมวล โดยโมเมนตัม q ที่อยู่บนเปลือกมวล
จะสอดคล้องกับ q2 = −m2

1 ดังนั้น ฟังก์ชันจุดยอดเหล่านี้ที่จริงแล้วขึ้นกับกำลังสองของโมเมนตัมที่อยู่นอก
เปลือกมวลเท่านั้น นอกจากนี้ เรานิยามปริมาณที่เรียกว่า ตัวแปรแมนเดลสแตม (Mandelstam variables)
ดังนี้

s = −(k1 + k2)
2, t = −(k1 − p1)

2, u = −(k1 − p2)
2 (14.5)

ดังนั้นจากสมการที่ (14.4) จะได้ว่า

G̃
(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2,−p1,−p2)

= ∆̃(1)(−k2
1)∆̃

(1)(−k2
2)∆̃

(1)(−p21)∆̃
(1)(−p22)

×
(
∆̃(1)(s)(−iV(s) +O(g41))

2 + ∆̃(1)(t)(−iV(t) +O(g41))
2

+ ∆̃(1)(u)(−iV(u) +O(g41))
2 + (−iV4(k1, k2,−p1,−p2))

)

(14.6)

โดยเราใช้ผลจากสมการที่ (13.156) ซึ่งให้

V(s) = g1−
1

32π2

(
1

m2
1

−2

∫ 1

0

dw1

∫ 1

0

dw2

∫ 1

0

dw3
δ(w1 + w2 + w3 − 1)

m2
1(1− w1 + w2

1)− sw2w3

)
g31
µ̃ε

+O(g41)

(14.7)

นอกจากนี้ที่ระดับ 1 วง จะได้ว่า V4 เขียนได้ในรูปของตัวแปรแมนเดลสแตมทั้งหมด กล่าวคือ

−iV4(k1, k2,−p1,−p2)

=
g41
µ̃ε

∫
dw1dw2dw3dw4

i

(4π)2
δ(4)(w1 + w2 + w3 + w4 − 1)

×
(

1

(D1234)2
+

1

(D1243)2
+

1

(D1324)2

)

+O(g51)

(14.8)

333

บทที่ 14. แอมพลิจูดการกระเจิงสำหรับการกระเจิงของสองอนุภาค

กฎของไฟยน์แมนที่ใช้คำนวณ G̃
(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2, k3, k4) เขียนเป็นแผนภาพได้ว่า

k k

= ∆̃
(1)
F (−k2),

k1 k2

k3

�

�

�

= −iV (k1, k2, k3),

k1 k2

k3k4

� �

��
= −iV4(k1, k2, k3, k4)

(14.2)

โดยแผนภาพแรกใช้แทนส่วนขา ขณะที่แผนภาพที่สองและสามใช้แทนส่วนจุดยอดของฟังก์ชัน 3 จุด และ
ฟังก์ชัน 4 จุด ตามลำดับ สำหรับส่วนขา โมเมนตัมที่ผ่านเข้าและออกมีค่า k เท่ากัน สำหรับส่วนจุดยอด
ของฟังก์ชัน 3 จุด k1, k2, k3 คือโมเมนตัมที่พุ่ง เข้าจุดยอด และในทำนองเดียวกันสำหรับส่วนจุดยอดของ
ฟังก์ชัน 4 จุด k1, k2, k3, k4 คือโมเมนตัมที่พุ่ง เข้าจุดยอด นอกจากนี้ โมเมนตัมจะต้องอนุรักษ์ ณ จุดยอด
ดังนั้น k1 + k2 + k3 = 0 สำหรับส่วนจุดยอดของฟังก์ชัน 3 จุด และ k1 + k2 + k3 + k4 = 0 สำหรับส่วน
จุดยอดของฟังก์ชัน 4 จุด

จากสมการที่ (13.158) จะได้ว่า

G̃
(4)

เชื่อมต่อ(k1, k2,−p1,−p2)

=

k1 k2

p1 p2

+

k1

p1 p2

k2

+

k1

p2p1

k2

+

k1 k2

p2p1

(14.3)

สังเกตว่า เนื่องจาก p1 และ p2 เป็นโมเมนตัมขาออก ดังนั้น จึงปรากฏในอาร์กิวเมนต์ของ G̃(4)
จุดยอด ว่า −p1,−p2
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จงแสดงว่า
s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m2

1′ +m2
2′ (14.82)

โดยที่ k2
1 = −m2

1, k
2
2 = −m2

2, p
2
1 = −m2

1′ , p
2
2 = −m2

2′ คำใบ้ : ใช้กฎการอนุรักษ์พลังงาน
k1 + k2 = p1 + p2

14.2 พิจารณากล่องหนึ่งมิติที่มีความยาว L และมีเงื่อนไขขอบแบบเป็นคาบ จงแสดงว่า
∫ L/2

−L/2

dx

2π
ei(k−k′)x =

L

2π
δk,k′ (14.83)

14.3 พิจารณากระบวนการกระเจิงแบบยืดหยุ่น (จำนวนอนุภาคและมวลของแต่ละอนุภาคไม่เปลี่ยนแปลง
เนื่องจากการกระเจิง) ของอนุภาคเชิงสัมพัทธภาพสองอนุภาคที่มีมวล m1 ทั้งคู่ โมเมนตัมก่อนชน
ได้แก่ k⃗1 และ k⃗2 หลังจากการชน อนุภาคมีโมเมนตัม ได้แก่ p⃗1 และ p⃗2 จงพิสูจน์ว่าในกรณีที่ k⃗1 �= k⃗2

จะได้ว่า p⃗1 �= p⃗2

14.4 จงแสดงว่าในลิมิตไม่สัมพัทธภาพ ภาคตัดขวางการกระเจิงในสมการที่ (14.78) คือ

σ =
25g41

1152m6
1π

(
1− 79

15

|⃗k1,CM|2

m2
1

+
1643

75

|⃗k1,CM|4

m4
1

+O

(
|⃗k1,CM|6

m6
1

))
+O(g61) (14.84)

14.5 จงเขียนสมการที่ (14.76) ในกรอบอ้างอิงห้องทดลอง
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15
สูตรลดรูปแอลเอสแซดและสมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับพลศาสตร์

ไฟฟ้าเชิงควอนตัม

ในบทนี้ เราจะวิเคราะห์เบื้องต้นเกี่ยวกับพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม ซึ่งเป็นทฤษฎีที่อธิบายพลวัตและ
อันตรกิริยาระหว่างสนามเกจและสปินเนอร์ โดยในบทนี้ เราจะเริ่มจากการเขียนแอคชันในเชิงคลาสสิคก่อน
โดยเริ่มจากการพิจารณาแอคชันสำหรับสปินเนอร์อิสระ แล้วจึงขยายผลทฤษฎีดังกล่าวให้มีสมมาตร U(1)

แบบเฉพาะที่ ซึ่ง เราจะได้พจน์สำหรับพลวัตของสนามเกจ และพจน์สำหรับอันตรกิริยาระหว่างสนามเกจ
และสนามสปินเนอร์เพิ่มเติมเข้ามา หลังจากที่ได้แอคชันสำหรับทฤษฎีสนามคลาสสิคแล้ว เราจะควอนไทซ์โดย
ทำตามขั้นตอนที่คล้ายคลึงกับการวิเคราะห์ทฤษฎีสนามสเกลาร์ โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ในบทนี้ เราจะหาสูตร
ลดรูปแอลเอสแซดและสมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 10, 11, 12 และ 13

15.1 แอคชันสำหรับพลศาสตร์ไฟฟ้าสปินเนอร์คลาสสิค
เราทราบมาแล้วว่า แอคชันสำหรับสปินเนอร์อิสระ :

S0 =

∫
d4x ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (15.1)

นั้นสมมาตรภายใต้การแปลง U(1) แบบทั่วปริภูมิ (global)

ψ(x) �→ ψ′(x) = e−iαψ(x) (15.2)

ในที่นี้ U(1) คือ กรุปของจำนวนเชิงซ้อนภายใต้การคูณ โดยสมาชิกใด ๆ เช่น z ต้องสอดคล้องกับ |z| = 1

และสำหรับสมบัติการแปลง “แบบทั่วปริภูมิ” นั้นสะท้อนว่าสมาชิก e−iα ∈ U(1) ไม่ขึ้นกับตำแหน่งใน
กาลอวกาศ
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15.2. สูตรลดรูปแอลเอสแซดสำหรับสปินเนอร์

แอคชันนี้เป็นผลรวมของแอคชันสำหรับสนามสปินเนอร์อิสระ, แอคชันสำหรับทฤษฎีแมกซ์เวลล์ และ แอคชัน
ที่อธิบายอันตรกิริยาระหว่างสนามสปินเนอร์และสนามเกจ

SI =

∫
d4x eψ̄γµAµψ (15.11)

ก่อนจะควอนไทซ์เราจะเติมพจน์การตรึงเกจ โดยเราจะเลือกเกจไฟยน์แมน ดังนั้น

S =

∫
d4x

(
ψ̄(iγµDµ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − 1

2
∂µA

µ∂νA
ν

)
(15.12)

สมการการเคลื่อนที่สำหรับแอคชันข้างต้น ได้แก่

(iγµDµ −m)ψ = 0, −iD∗
µψ̄γ

µ −mψ̄ = 0, (15.13)

�Aν = −eψ̄γνψ ≡ −ejν (15.14)

โดย D∗
µ ≡ ∂µ + ieAµ ในทฤษฎีสนามสปินเนอร์อิสระ เรารู้จัก jν ในบริบทของทฤษฎีบทของเนอเธอร์

ซึ่ง jν ในบริบทดังกล่าวคือ กระแสอนุรักษ์สำหรับการแปลง U(1) แบบทั่วปริภูมิ แต่สำหรับในบริบทของ
สมการ ที่ (15.12) นั้น ปริมาณ jν ทำหน้าที่ เป็น ความ หนา แน่น กระแส สำหรับ สมการ ของ แมก ซ์เวลล์
เมื่อใช้สมการที่ (15.13)­(15.14) จะได้ว่า ความหนาแน่นกระแสนี้อนุรักษ์ กล่าวคือ

∂µj
µ(x) = 0 (15.15)

ในลำดับต่อมา เราจะควอนไทซ์แอคชันในสมการที่ (15.12) แล้วจึงใช้สูตรลดรูปแอลเอสแซด เราจะเริ่ม
โดยแยกวิเคราะห์สนามสปินเนอร์และสนามเกจ เสร็จแล้วจะกล่าวถึงสูตรสำหรับทฤษฎีที่เต็มรูปแบบ

15.2 สูตรลดรูปแอลเอสแซดสำหรับสปินเนอร์

15.2.1 สปินเนอร์ขาเข้าและขาออก
พิจารณาทฤษฎีสำหรับสปินเนอร์ที่มีอันตรกิริยาในตัว ซึ่งแอคชันเขียนได้ว่า

S =

∫
d4x

(
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − V (ψ, ψ̄)

)
(15.16)

โดยในกรณีที่ V (ψ, ψ̄) = 0 เราจะได้แอคชันสำหรับสนามสปินเนอร์อิสระ ซึ่งเราวิเคราะห์ไปในบทที่ 10
เราจะพิจารณาศักย์ V (ψ, ψ̄) ซึ่งยังคงทำให้แอคชันสมมาตรภายใต้การแปลง ψ �→ e−iαψ ดังนั้น ทฤษฎีนี้
ยังคงมีกระแสอนุรักษ์ jµ = ψ̄γµψ และมีประจุอนุรักษ์ Q

เราจะเริ่มโดยวิเคราะห์ฮามิลโทเนียน ซึ่งขั้นตอนหลักจะคล้ายคลึงกับกรณีของทฤษฎีสนามสปินเนอร์
อิสระ จากการคำนวณหาโมเมนตัมสังยุค จะได้ว่า

∂L
∂ψ̇

= iψ† (15.17)
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การยกระดับให้แอคชันสำหรับสปินเนอร์อิสระมีสมมาตรภายใต้การแปลง U(1) แบบเฉพาะที่ (local)

ψ(x) �→ ψ′(x) = exp(ieα(x))ψ(x) (15.3)

นั้นสามารถทำได้ ในที่นี้ e เป็นประจุอิเล็กตรอน (ซึ่งไม่ควรจะสับสนกับตัวเลขออยเลอร์ e ≈ 2.718 ซึ่งหากดู
จากบริบท เราจะไม่สับสน) สังเกตว่าพจน์ของมวล −mψ̄ψ นั้นสมมาตรภายใต้การแปลง U(1) แบบเฉพาะที่
อยู่แล้ว ในขณะที่พจน์ที่เหลือนั้นไม่สมมาตร พิจารณาการเปลี่ยนแอคชันเป็น

S =

∫
d4x ψ̄(iγµDµ −m)ψ (15.4)

โดยที่
Dµ ≡ ∂µ − ieAµ (15.5)

เรียกว่า อนุพันธ์โคแวเรียนต์ (covariant derivative) และ Aµ คือ สนามที่ต้องแปลงภายใต้การแปลงแบบ
U(1) แบบเฉพาะที่ ในลักษณะที่ทำให้แอคชันไม่ เปลี่ยนแปลง การคำนวณหาการแปลงดังกล่าวของ Aµ

เราจะเริ่มจากการสังเกตว่าหากเราบังคับให้

Dµψ �→ D′
µψ

′ = exp(ieα(x))Dµψ (15.6)

จะได้ว่า แอคชันตามสมการที่ (15.4) สมมาตรภายใต้การแปลงแบบ U(1) แบบเฉพาะที่ ดังนั้นพิจารณา

D′
µψ

′ = ∂µψ
′ − ieA′

µψ
′

= exp(ieα)∂µψ + ie∂µα exp(ieα)ψ − ieA′
µ exp(ieα)ψ

(15.7)

และในขณะเดียวกัน

D′
µψ

′ = exp(ieα(x))Dµψ

= exp(ieα(x))∂µψ − ieAµ exp(ieα(x))ψ.
(15.8)

ดังนั้น Aµ จะต้องแปลงโดย
Aµ(x) �→ Aµ(x) + ∂µα(x) (15.9)

จากกฎการแปลงข้างต้น เราพบว่า Aµ แปลงลักษณะเดียวกับสนามเกจ ดังนั้นจึงกล่าวได้ว่า Aµ ในที่นี้คือ
สนามเกจนั่นเอง นอกจากนี้การแปลงแบบ U(1) แบบเฉพาะที่จึงเป็นการแปลงเกจตามที่ เราเคยอภิปราย
กันมาแล้ว

เราอาจแก้ไขแอคชันดังสมการที่ (15.4) เพิ่มเติม โดยเติมพจน์ซึ่งไม่เปลี่ยนแปลงภายใต้การแปลงเกจ
ซึ่งเราทราบมาแล้วว่า แอคชันสำหรับทฤษฎีแมกซ์เวลล์นั้นมีสมบัติดังที่ต้องการนี้ ดังนั้น เราจะนำแอคชัน
ดังกล่าว มารวมกับแอคชันในสมการที่ (15.4) ซึ่งจะได้ว่า

S =

∫
d4x

(
ψ̄(iγµDµ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν

)
(15.10)
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16
กระบวนการการกระเจิงที่ระดับต้นไม้

ในบทที่แล้ว เราอภิปรายสูตรลดรูปแอลเอสแซดและสมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับทฤษฎีพลศาสตร์ไฟฟ้า
เชิงควอนตัม ในบทนี้เราจะนำผลดังกล่าวมาใช้ในการคำนวณกระบวนการการกระเจิงที่ระดับต้นไม้ โดยจะเน้น
การคำนวณหาแอมพลิจูดการกระเจิงและภาคตัดขวางการกระเจิง

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 15

16.1 แอมพลิจูดการกระเจิงในอันดับของ e0

ในการคำนวณในบทนี้ เราจะใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับปริมาณบรรทัดฐานใหม่ กล่าวคือ แทนที่
สนามบรรทัดฐานใหม่ด้วยสนามเปลือย แทนที่ e1 ด้วย e แทนที่ m1 ด้วย m และแทนที่ Ze, Zψ, ZA, Zm

ด้วย 1 เพื่อ เตรียม พร้อม สำหรับ การ คำนวณ หลัก ใน บท ย่อย นี้ เรา จะ เขียน สูตร สำหรับ ฟังก์ชัน n จุด
ของพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัมโดยกระจายในอันดับของเลขชี้กำลังของ e แล้วพิจารณาเฉพาะอันดับ e0

ในลำดับแรก เราจะเขียนสมการที่ (15.140), (15.141) และ (15.144) โดยใช้ปริมาณเปลือย ซึ่งจะได้
ว่า

(i∂/−m)γ
α〈Ω|Tψα(x)ψα1(x1) · · ·ψαn−1(xn−1)ψ̄

β1(y1) · · · ψ̄βn(yn)A · · · |Ω〉

= −e〈Ω|T (A/(x)ψ(x))γψα1(x1) · · ·ψαn−1(xn−1)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn(yn)A · · · |Ω〉

+ i

n∑
k=1

δβk
γ (−1)k+nδ(4)(x− yk)×

〈Ω|Tψα1(x1) · · ·ψαn−1(xn−1)ψ̄
β1(y1) · · · ¯̂ψβk (yk) · · · ψ̄βn(yn)A · · · |Ω〉,

(16.1)
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16.1. แอมพลิจูดการกระเจิงในอันดับของ e0

โดยที่
∆µν

xy ≡ ∆µν
F (x− y) (16.8)

สังเกตว่าแต่ละพจน์ที่อันดับ e0 ในสมการที่ (16.7) นั้น เกิดจากการจับคู่ของ Aµ1(x1) กับ Aµk (xk) แล้ว
เปลี่ยนเป็น ∆

µ1µk
x1xk โดย k = 2, · · · , n′ ซึ่งจะเห็นได้ว่าผลดังกล่าวคือกฎสำหรับการหดตัวแบบวิค ดังนั้น

หากเรานำสมการที่ (16.7) มาใช้ซ้ำ ๆ จะได้ว่า ผลสุดท้ายคือการใช้การหดตัวแบบวิคทั้งหมด n′/2 ครั้ง
ในกรณีที่ n′ เป็นจำนวนคู่ หรือใช้ทั้งหมด (n′ − 1)/2 ครั้ง ในกรณีที่ n′ − 1 เป็นจำนวนคี่ ดังนั้นจะเหลือ

〈Ω|Ω〉 = 1 หรือ 〈Ω|Aµ(x)|Ω〉 = 0 (16.9)

ซึ่งขึ้นกับว่า n′ ในสมการที่ (16.7) เป็นจำนวนคู่หรือจำนวนคี่
จากผลการวิเคราะห์ทั้งหมดข้างต้น สรุปได้ว่า อันดับของ e0 ของปริมาณ

〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn(yn)A

µ1(z1)A
µ2(z2) · · ·Aµn′ (zn′)|Ω〉 (16.10)

ในกรณีที่ n′ เป็นจำนวนคู่นั้นหาได้จากการรวมการหดตัวแบบวิคที่สมบูรณ์แบบในทุกรูปแบบที่ เป็นไปได้
โดยแต่ละรูปแบบนั้นคือการจับคู่ ระหว่างสปิน เนอร์และสปิน เนอร์สังยุค เป็นจำนวน n คู่ และจับคู่ ของ
สนามเกจเป็นจำนวน n′/2 คู่ แต่หาก n′ เป็นจำนวนคี่ จะได้ว่า จะมีสนามเกจที่ไม่มีคู่ ซึ่งหลังจากการหดตัว
แบบวิคที่สมบูรณ์แบบ จะเหลือปริมาณในรูปแบบ 〈Ω|Aµ(x)|Ω〉 = 0 ดังนั้น ปริมาณในสมการที่ (16.10)

จึงมีค่าเป็นศูนย์

ตัวอย่างที่ 16.1 จงกระจาย

〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2)ψ̄
β1(y1)ψ̄

β2(y2)|Ω〉 (16.11)

ถึงอันดับของ e0

วิธีทำ

〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2)ψ̄
β1(y1)ψ̄

β2(y2)|Ω〉

= 〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2)ψ̄
β1(y1)ψ̄

β2(y2)|Ω〉

+ 〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2)ψ̄
β1(y1)ψ̄

β2(y2)|Ω〉

= (Sx1y2)α1

β2(Sx2y1)α2

β1 − (Sx1y1)α1

β1(Sx2y2)α2

β2 +O(e)

(16.12)
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〈Ω|Tψα1(x1) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn−1(yn−1)ψ̄

β(y)A · · · |Ω〉(i
←−
∂/ +m1)β

γ

= e〈Ω|Tψα1(x1) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn−1(yn−1)(ψ̄(y)A/(y))

γA · · · |Ω〉

+ i

n∑
k=1

δγαk
(−1)kδ(4)(y − xk)×

〈Ω|Tψα1(x1) · · · ̂ψαk (xk) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn−1(yn−1)A · · · |Ω〉,

(16.2)

�x〈Ω|TAµ(x)Aµ1(x1) · · ·Aµn(xn)ψ · · · ψ̄ · · · |Ω〉

= −e〈Ω|Tjµ(x)Aµ1(x1) · · ·Aµn(xn)ψ · · · ψ̄ · · · |Ω〉

+ i

n∑
k=1

δ(4)(x− xk)ηµµk 〈Ω|TAµ1(x1) · · · ̂Aµk (xk) · · ·Aµn(xn)ψ · · · ψ̄ · · · |Ω〉

(16.3)

โดยที่
jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x) (16.4)

จากสมการที่ (16.1) และ (15.148) จะได้ว่า

〈Ω|Tψα1(x1)ψα2(x2) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ψ̄βn(yn)A · · · |Ω〉

=

n∑
k=1

(Sxy)α1

βk (−1)k+n×

〈Ω|Tψα2(x2) · · ·ψαn(xn)ψ̄
β1(y1) · · · ¯̂ψβk (yk) · · · ψ̄βn(yn)A · · · |Ω〉

+O(e)

(16.5)

โดยที่
Sxy ≡ SF (x− y;m) (16.6)

สังเกตว่าแต่ละพจน์ที่อันดับ e0 ในสมการที่ (16.5) นั้น เกิดจากการจับคู่ของ ψα1(x1) กับ ψ̄βk (yk) แล้ว
เปลี่ยนเป็น (Sx1yk )α1

βk โดย k = 1, · · · , n นอกจากนี้ยังต้องคำนึงถึงเครื่องหมายด้วย โดยเลื่อน ψα1(x1)

ไปอยู่ทางด้านขวาของ ψαn(xn) ซึ่งใช้การเลื่อนทั้งหมด n−1 ครั้ง และเลื่อน ψ̄βk (yk) ไปอยู่ทางด้านซ้ายของ
ψ̄β1(y1) ซึ่งใช้การเลื่อนทั้งหมด k − 1 ครั้ง ดังนั้น เครื่องหมายคือ (−1)n+k−2 = (−1)n+k ซึ่งจะได้ว่า
ผลที่กล่าวมาข้างต้นคือกฎสำหรับการหดตัวแบบวิค ดังนั้น หากเรานำสมการที่ (16.5) มาใช้ซ้ำ ๆ ผลสุดท้าย
จะเป็นการใช้การหดตัวแบบวิคทั้งหมด n ครั้ง ซึ่งเป็นการนำสปินเนอร์ทั้งหมดมาจับคู่กับสปินเนอร์สังยุค
ทั้งหมด ซึ่งลดรูปฟังก์ชัน n จุดให้เหลืออยู่ในรูป 〈Ω|TAµ1(x1)A

µ2(x2) · · ·Aµn′ (xn′)|Ω〉

จากสมการที่ (16.3) และ (15.152) จะได้ว่า

〈Ω|TAµ1(x1)A
µ2(x2) · · ·Aµn′ (xn′)|Ω〉

=

n∑
k=2

∆µ1µk
x1xk

〈Ω|TAµ2(x2) · · · ̂Aµk (xk) · · ·Aµn′ (xn′)|Ω〉+O(e)
(16.7)
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ฟังก์ชัน n จุด สำหรับพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม

ในบทนี้ เราจะวิเคราะห์ฟังก์ชัน n จุด สำหรับพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม โดยเน้นกรณีที่ n = 2, 3 ซึ่งเรา
จะใช้ตัวแทนสเปกตรัมของคาลเลนและลีห์มานเพื่อคำนวณหา Zm, Zψ, ZA จนถึงระดับ 1 วง และใช้เงื่อนไข
สำหรับฟังก์ชันจุดยอด 3 ขา เพื่อคำนวณหา Ze จนถึงระดับ 1 วง นอกจากนี้ เราจะอภิปรายการคำนวณค่า
ตัวคูณจีของแลนเดที่ระดับ 1 วง

ก่อนอ่านบทนี้ ผู้อ่านควรมีความรู้มาจากบทที่ 16

17.1 ฟังก์ชัน 2 จุด
เราจะใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์และสมการที่ (15.148), (15.150) และ (15.152) เพื่อคำนวณฟังก์ชัน

n จุด ในอันดับของเลขชี้กำลังของ e1 โดยในบทย่อยนี้เราจะพิจารณาฟังก์ชัน 2 จุด ก่อน จากกฎการอนุรักษ์
ประจุจะได้ว่ามีฟังก์ชัน 2 จุด เพียงสองชนิดเท่านั้น ซึ่งได้แก่

〈Ω|TΨ(x1)Ψ̄(x2)|Ω〉, (17.1)

〈Ω|TAµ(x1)Aν(x2)|Ω〉 (17.2)

17.1.1 ฟังก์ชัน 2 จุด สำหรับสปินเนอร์
เราจะเริ่มจากสมการที่ (17.1) จากสมการที่ (15.148) และ (15.140) จะได้

〈Ω|TΨα(x)Ψ̄
β(y)|Ω〉 = 1

Zψ
(Sxy)α

β

+ i
Ze

Zψ
e1

∫
d4z (Sxz)α

α′
〈Ω|T (A/(z)Ψ(z))α′Ψ̄β(y)|Ω〉

− i

(
Zm

Zψ
− 1

)
m1

∫
d4z (Sxz)α

α′
〈Ω|TΨ(z)α′Ψ̄β(y)|Ω〉

(17.3)
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16.13 จงแสดงว่าหาก
〈p⃗ ′|T |p⃗〉 = (pj − p′j)

∫
d3x⃗e−i(p⃗ ′−p⃗)·x⃗Ai(x⃗) (16.245)

แล้วจะได้ว่า
〈x⃗ |T |ψ〉 = i∂jAi(x⃗)ψ(x⃗) (16.246)

16.14 จงแสดงว่าหาก
〈p⃗ ′|T |p⃗〉 = (pi + p′i)

∫
d3x⃗ei(p⃗−p⃗ ′)·x⃗Ai(x⃗) (16.247)

แล้วจะได้ว่า
〈x⃗ |T |ψ〉 = −iA⃗(x⃗) · ∇⃗ψ(x⃗)− i∇⃗ ·

(
A⃗(x⃗)ψ(x⃗)

)
(16.248)
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17.1. ฟังก์ชัน 2 จุด

จากผลข้างต้น เราเริ่มเขียนกฎของไฟยน์แมนได้ ดังนี้

x;αy;β
=

1

Zψ
(SF (x− y;m1))α

β

x;µ y; ν
=

1

ZA
∆µν

F (x− y)

x

µ
α β

�

�

� = iZee1(γµ)α
β

∫
d4x

x;α

��

= −i(Zm − Zψ)m1

∑
α

∫
d4x

(17.8)

กล่าวคือ เราแทนปริมาณ (SF (x − y;m1))α
β/Zψ ด้วยเส้นตรงซึ่ง เชื่อมต่อกับจุดสองจุด เส้นตรงเส้นนี้

มีลูกศรชี้จากจุดยอด x;α ไปยังจุดยอด y;β และในทำนองเดียวกับบทก่อนหน้านี้ เราจะเรียกเส้นตรงเส้น
นี้ว่า เส้นเฟอร์มิออน สังเกตว่าดัชนีสปินเนอร์ตรงหางลูกศรสอดคล้องกับดัชนีทางด้านล่างซ้ายของ SF และ
ดัชนีสปินเนอร์ตรงหัวลูกศรสอดคล้องกับดัชนีทางด้านบนขวาของ SF และสำหรับ ∆µν

F (x− y)/ZA เราแทน
ปริมาณนี้ด้วยเส้นหยักซึ่งเรียกว่า เส้นโฟตอน ซึ่งเชื่อมต่อจุด x;µ และ y; ν ในกรณีของจุดยอดภายใน มีอยู่
สองประเภทด้วยกัน โดยประเภทแรกคือ จุดที่เชื่อมเส้นเฟอร์มิออนสองเส้นกับเส้นโฟตอนหนึ่งเส้น โดยเส้น
เฟอร์มิออนหนึ่งเส้นจะต้องชี้เข้าจุดยอดและอีกหนึ่งเส้นต้องชี้ออกจากจุดยอด ดัชนีสปินเนอร์ที่มาจากเส้น
เฟอร์มิออนแต่ละเส้นและดัชนีกาลอวกาศ ซึ่งมาจากเส้นโฟตอนแต่ละเส้นนั้น ประกอบกันขึ้นเป็นดัชนีสำหรับ
เมทริกซ์แกมมาตามที่แสดงไว้ในสมการข้างต้น นอกจากนี้ยังมีป้ายชื่อบ่งพิกัดในกาลอวกาศ ซึ่งเราจะต้องหา
ปริพันธ์เทียบพิกัดนี้ด้วย จุดยอดอีกประเภทหนึ่งคือ จุดยอดสำหรับพจน์ต้าน โดยเราแทนจุดยอดประเภทนี้
ด้วยกากบาท จุดยอดนี้ เชื่อมเส้น เฟอร์มิออนสองเส้นโดยเส้นหนึ่งชี้ เข้าและอีก เส้นหนึ่งชี้ ออก นอกจากนี้
เราต้องหาผลรวมเทียบดัชนีสปินเนอร์ และหาปริพันธ์ เทียบพิกัดในกาลอวกาศที่ เป็นป้ายชื่อของจุดยอด
สำหรับพจน์ต้าน

นอกจากนี้ยังมีกฎของไฟยน์แมนเพิ่มเติม ดังนี้

• ไม่มีฟองสุญญากาศ : ซึ่งจะเห็นได้โดยตรงจากการใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์

• แผนภาพใด ๆ ไม่ควรมีลูกอ๊อดไม่ว่าจะเป็นแบบอิสระหรือเชื่อมกับส่วนใด ทั้งนี้ เนื่องมาจากเงื่อนไข
ความสมมาตร ซึ่งกำหนดให้ 〈Ω|Ψ(x)|Ω〉 = 0 = 〈Ω|Aµ(x)|Ω〉 ค่าคาดหมายในสถานะสุญญากาศ
เหล่านี้แทนด้วยลูกอ๊อด เนื่องจากค่าคาดหมายในสถานะสุญญากาศมีค่าเป็นศูนย์ จึงไม่ปรากฏลูกอ๊อด
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โดยในที่นี้เราใช้การย่อ (Sxy)α
β ≡ SF (x− y;m1)α

β ในขั้นต่อมา เราจะต้องคำนวณฟังก์ชัน 3 จุด ที่ปรากฏ
อยู่ทางด้านขวามือของสมการข้างต้น จากสมการที่ (15.152) และ (15.144) จะได้

〈Ω|T (A/(z)Ψ(z))α′Ψ̄β(y)|Ω〉

= i
Ze

ZAZψ
e1(γµ)α′

α′′
∫

d4w ∆µµ′
zw 〈Ω|Tjµ′(w)Ψα′′(z)Ψ̄β(y)|Ω〉

(17.4)

โดยเราใช้การย่อ ∆µµ′
zw ≡ ∆µµ′

F (z − w) เมื่อนำสมการที่ (17.4) แทนกลับเข้าไปในสมการที่ (17.3) จะได้

〈Ω|TΨα(x)Ψ̄
β(y)|Ω〉

=
1

Zψ
(Sxy)α

β

− (Zee1)
2

ZAZ2
ψ

∫
d4z

∫
d4w (Sxzγµ)α

α′
∆µµ′

F (z − w)〈Ω|Tjµ′(w)Ψα′(z)Ψ̄β(y)|Ω〉

− i

(
Zm

Zψ
− 1

)
m1

∫
d4z (Sxz)α

α′
〈Ω|TΨ(z)α′Ψ̄β(y)|Ω〉

(17.5)

เราต้องการกระจายสมการที่ (17.5) ถึงอันดับของ e21 โดยเราจะเริ่มจากการกระจายฟังก์ชัน 4 จุด ในพจน์ที่
สองจนถึงอันดับของ e01 ซึ่งเราอาจใช้แนวคิดที่อธิบายไว้ในบทย่อยที่ 16.1 ได้ ซึ่งจะได้ว่า

〈Ω|Tjµ′(w)Ψα′(z)Ψ̄β(y)|Ω〉 = 1

Zψ
(Szwγµ′Swy)α′

β − 1

Zψ
(Swwγµ′)γ

γ(Szy)α′
β +O(e1) (17.6)

หลังจากแทนค่าลงในสมการที่ (17.5) และดำเนินการเพิ่มเติม ในที่สุดจะได้

〈Ω|TΨα(x)Ψ̄
β(y)|Ω〉

=
1

Zψ
(Sxy)α

β

− (Zee1)
2

Z3
ψZA

∫
d4z

∫
d4w (Sxzγµ)α

α′
∆µµ′

zw (Szwγµ′Swy)α′
β

+
(Zee1)

2

Z3
ψZA

∫
d4z

∫
d4w (Sxzγµ)α

α′
∆µµ′

zw (Swwγµ′)γ
γ(Szy)α′

β

− i

(
Zm

Zψ
− 1

)
m1

1

Zψ

∫
d4z (SxzSzy)α

β +O(e31)

(17.7)

โดยหลักการแล้วเราอาจกระจาย Zψ, ZA, Zm, Ze ในเลขชี้กำลังของ e1 เช่นกัน แต่เพื่อความสะดวกเราจะไม่
กระจายปริมาณเหล่านี้
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บทที่ 17. ฟังก์ชัน n จุด สำหรับพลศาสตร์ไฟฟ้าเชิงควอนตัม

ลิมิตไม่สัมพัทธภาพ จะได้ว่า พลังงานศักย์ไฟฟ้าเป็นดังสมการที่ (17.118) ซึ่งเป็นผลรวมของศักย์คูลอมบ์และ
ผลที่มาจากโพลาไรเซชันสุญญากาศที่ระดับวง

พิจารณาการคำนวณฟังก์ชัน 3 จุด จะได้ Ze ซึ่งสอดคล้องกับสมการที่ (17.157) นอกจากนี้ยังนำไปใช้
คำนวณแอมพลิจูดการกระเจิงที่คล้ายคลึงกับการวิเคราะห์ในบทย่อยที่ 16.6 ซึ่งผลที่ได้คือตัวคูณจีของแลนเด
ที่ปรับปรุงขึ้นมาจากระดับต้นไม้ ค่า g ที่ได้จากการคำนวณถือได้ว่าเป็นค่าที่มาจากการทำนาย ซึ่งแม่นยำที่สุด
ในประวัติศาสตร์ของฟิสิกส์

17.5 โจทย์ปัญหา
17.1 จง ใช้ สมการ ได สัน­ชวิง เกอร์ เพื่อ กระจาย 〈Ω|TΨα(x)Ψ̄

β(y)|Ω〉 ถึง ระดับ 2 วง จากนั้น จง วาด
แผนภาพไฟยน์แมนจากผลที่ ได้ แล้วตรวจสอบว่าแผนภาพเหล่านี้สอดคล้องกับกฎของไฟยน์แมน
หรือไม่

17.2 จงเขียนป้ายชื่อสำหรับจุดยอดภายในของแผนภาพในสมการที่ (17.16) จากนั้นจงใช้กฎของไฟยน์แมน
เพื่อแปลงแผนภาพเป็นสมการ แล้วจงตรวจสอบว่าสมการที่ได้ตรงกับสมการที่ (17.11) หรือไม่

17.3 จงตรวจสอบว่าหากเราเขียน Zm = 1+Z
(1)
m e1+Z

(2)
m e21+· · · และ Zψ = 1+Z

(1)
ψ e1+Z

(2)
ψ e21+· · ·

แล้วเงื่อนไขการทำให้เป็นบรรทัดฐานใหม่จะให้ผลคือ Z
(1)
m = Z

(1)
ψ = 0

17.4 จงแสดงว่า
∫ 1

0

du
m2

1u(1− u2)

m2
1u

2 +m2
γ(1− u)

= −1

2
− log

(
mγ

m1

)
+

π

4

mγ

m1
+O

((
mγ

m1

)2
)

(17.168)

17.5 จากการเทียบสมการที่ (17.80) กับสมการที่ (17.87) จงพิสูจน์ว่าจะได้สมการที่ (17.88) จากนั้น
จงหาว่าจะได้เงื่อนไขอื่นเพิ่มเติมหรือไม่

17.6 จงกระจาย

Ze(Zm − Zψ)m1

ZAZψ
e1

∫
d4w∆µµ′

zw

∫
d4u〈Ω|T Ψ̄(w)γµ′SwuΨ(u)Ψα(x)Ψ̄

β(y)|Ω〉 (17.169)

เพียงอันดับเดียว จากนั้น จงวาดแผนภาพไฟยน์แมนที่สอดคล้องกัน

17.7 จงแสดงว่า
γµp/ = −pµ +

1

2
γµνp

ν , p/′γµ = −p′µ − 1

2
γµνp

′ν (17.170)

จากนั้น จงพิสูจน์ เอกลักษณ์กอร์ ดอนในสมการที่ (17.152) โดยที่ p และ p′ อยู่ บน เปลือกมวล
ซึ่ง p2 = p′2 = −m2

1 และ q = p′ − p คือโมเมนตัมถ่ายโอน

434

ส่วนท่ี 5

ทิศทางการพัฒนา
ทฤษฎีสนามควอนตัม



18
ตัวอย่างทิศทางการพัฒนาทฤษฎีสนามควอนตัม

ทฤษฎี สนามค วอนตัม เป็น ทฤษฎี ที่ พัฒนามาอย่าง ยาวนาน แนวคิด และการ คำนวณ ในหัวข้อ ต่าง ๆ
ที่อภิปรายไปก่อนหน้าในหนังสือเล่มนี้ล้วนมีประโยชน์ในการศึกษาทฤษฎีสนามควอนตัม อย่างไรก็ดี เนื่องจาก
หนังสือเล่มนี้อภิปรายประเด็นต่าง ๆ โดยละเอียด เพื่อหวังให้เป็นประโยชน์ต่อผู้อ่านที่ไม่เคยมีพื้นฐานทางด้าน
ทฤษฎีสนามควอนตัมมาก่อน ดังนั้น จึงยังมีหัวข้ออีกเป็นจำนวนมากที่หนังสือเล่มนี้ไม่ได้กล่าวถึง บทนี้จะเสนอ
ตัวอย่างทิศทางการพัฒนาทฤษฎี สนามควอนตัม ซึ่ง จะ เป็นการกล่าว โดยย่อถึงบางหัวข้อที่ หนังสือ เล่มนี้
ยังไม่ได้อภิปราย ซึ่งหากต้องการอธิบายแต่ละหัวข้อเหล่านี้โดยละเอียด จะต้องอธิบายในหลายบทของหนังสือ
หรือเป็นหัวข้อสำหรับหนังสือทั้งเล่มได้ ในอนาคตผู้เขียนอาจเขียนหนังสือที่อภิปรายหัวข้อเหล่านี้

ผู้อ่านควรมีความรู้พื้นฐานมาจากทุกบทก่อนหน้านี้ ในหนังสือเล่มนี้ อย่างไรก็ดี เนื่องจากบทนี้ เป็นเชิง
บรรยาย จึงมีวิธีการอ่านได้หลากหลาย เช่น ผู้อ่านอาจอ่านบทนี้ทันทีที่ต้องการ แล้วย้อนกลับไปอ่านบทต่าง ๆ
ก่อนหน้านี้เพื่อทำความเข้าใจคำศัพท์บางคำ แล้วจึงย้อนกลับมาอ่านบทนี้ใหม่

18.1 วิธีการอื่นในการคำนวณฟังก์ชัน n จุด
ในหนังสือเล่มนี้เราเสนอวิธีการคำนวณฟังก์ชัน n จุด โดยใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์ ที่จริงแล้วการคำนวณ

ฟังก์ชัน n จุด สามารถทำได้โดยใช้วิธีอื่นเช่นกัน ในที่นี้เราจะเสนอสองวิธีอันได้แก่ รูปนัยนิยมตัวดำเนินการ
(operator formalism) และ รูปนัยนิยมปริพันธ์ตามวิถี (path integral formalism) โดยเราจะกล่าวถึงสอง
วิธีนี้โดยย่อเท่านั้น

ในการศึกษาการวิวัฒน์ของสถานะในกลศาสตร์ควอนตัมมักใช้มุมมองสองมุมมอง มุมมองแรกเรียกว่า ภาพ
ชโรดิงเจอร์ (Schrödinger picture) โดยมองว่าเค็ทเปลี่ยนไปตามเวลาโดยอาศัยฮามิลโทเนียนของระบบ ขณะ
ที่ตัวดำเนินการไม่เปลี่ยนไปตามเวลา อีกมุมมองหนึ่งเรียกว่า ภาพไฮเซนเบิร์ก (Heisenberg picture) โดยมอง
ว่าเค็ทไม่เปลี่ยนไปตามเวลา ขณะที่ตัวดำเนินการเปลี่ยนไปตามเวลาโดยอาศัยฮามิลโทเนียนของระบบ สำหรับ
ในทฤษฎีสนามควอนตัม มีอีกมุมมองหนึ่งที่เรียกว่า ภาพอันตรกิริยา (interaction picture) ในมุมมองนี้แบ่ง
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18.2. ทฤษฎีสนามเกจแบบไม่อาบีเลียน

ในลำดับต่อมา เราจะอภิปรายรูปนัยนิยมปริพันธ์ตามวิถี ในวิธีนี้ฟังก์ชัน n จุด สามารถคำนวณได้จาก

〈Ω|T ϕ̂(x1) · · · ϕ̂(xn)|Ω〉 = lim
τ→∞(1−iϵ)

∫
Dϕ ei

∫ τ
−τ dt L[ϕ]ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)∫
Dϕ ei

∫ τ
−τ dt L[ϕ]

(18.8)

โดยเราใช้สัญลักษณ์ ˆ เพื่อเน้นว่าสนามที่ปรากฏทางด้านซ้ายมือของสมการล้วนเป็นตัวดำเนินการสนาม
ทั้งหมด ขณะที่สนามที่ปรากฏทางด้านขวามือของสมการล้วนเป็นสนามคลาสสิคทั้งหมด สัญลักษณ์ ∫ Dϕ

แสดงถึงการหาปริพันธ์ เทียบทุกเส้นทางที่ เป็นไปได้ของ ϕ (ผู้อ่านอาจย้อนไปพิจารณาบทย่อยที่ 8.2­8.3
เพื่อทำความ เข้าใจว่า เส้นทางของ ϕ หมายถึง อะไร) การคำนวณโดย ใช้ รูปนัยนิยมปริ พันธ์ ตามวิถี มัก ใช้
ฟังก์ชันนัลก่อกำเนิด (generating functional) ซึ่งมีนิยามคือ

Z[j] =

∫
Dϕ eiS[ϕ]+i

∫
d4x j(x)ϕ(x) (18.9)

ซึ่งสามารถคำนวณฟังก์ชัน n จุด ได้จาก

〈Ω|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|Ω〉 =
1

Z[0]

δ

δj(x1)
· · · δ

δj(xn)
Z[j]

∣∣∣∣
j=0

(18.10)

หากแอคชันเขียนได้ในรูป
S[ϕ] = S0[ϕ] +

∫
d4xV (ϕ(x)) (18.11)

โดยที่ S0[ϕ] เป็นส่วนที่ตรงกับแอคชันของระบบอิสระ และในกรณีที่ S0[ϕ] ตรงกับแอคชันของสนามสเกลาร์
อิสระที่มีมวล m จะได้ว่า

Z[j] =

Z[0] exp
(

1
2

∫
d4x

∫
d4y δ

δϕ(x)
DF (x− y;m2) δ

δϕ(y)

)
ei

∫
d4z(V (ϕ(z))+j(z)ϕ(z))

∣∣∣∣
ϕ=0

exp
(

1
2

∫
d4x

∫
d4y δ

δϕ(x)
DF (x− y;m2) δ

δϕ(y)

)
ei

∫
d4zV (ϕ(z))

∣∣∣∣
ϕ=0

(18.12)

การขยายผลไปกรณีอื่นก็ทำได้เช่นกัน

18.2 ทฤษฎีสนามเกจแบบไม่อาบีเลียน
อันตรกิริยาพื้นฐานในธรรมชาติ ไม่ได้มีเฉพาะอันตรกิริยาไฟฟ้าแม่เหล็กกับความโน้มถ่วงเท่านั้น การสลาย

ตัวให้อนุภาคบีตา (β−decay) ซึ่งเป็นการสลายตัวของนิวตรอนไปเป็นโปรตอน อิเล็กตรอน และปฏิยานุภาค
ของอิเล็กตรอนนิวทริ โน เป็นตัวอย่างของปรากฏการณ์ที่ อธิบายด้วยอันตรกิริยาที่ กล่าวมาข้างต้นนี้ ไม่ ได้
แต่ปรากฏการณ์นี้ เนื่องมาจากอันตรกิริยาอย่างอ่อน (weak interaction) อีกตัวอย่างปรากฏการณ์หนึ่งคือ
การที่ โปรตอนและนิวตรอนอยู่ร่วมกันในนิวเคลียสได้ทั้งที่นิวตรอนเป็นกลางทางไฟฟ้า (จึงไม่มีอันตรกิริยา
ไฟฟ้า แม่ เหล็ก กับ โปรตอน) และ มวล ของ โปรตอน และ นิวตรอน เบา มาก (แรงดึงดูด ระหว่าง มวล จึง มี ค่า
น้อย มาก) นอกจาก นี้ โปรตอน ยัง ผลัก กันเอง ด้วย แรง ทาง ไฟฟ้า การ ที่ โปรตอน และ นิวตรอน อยู่ ร่วม กัน
ในนิวเคลียสได้นั้น เนื่องมาจากอันตรกิริยาอย่างแรง (strong interaction)
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ฮามิลโทเนียนออกเป็นสองส่วน
H = H0 +H1 (18.1)

โดยที่ H0 เป็นส่วนที่ตรงกับฮามิลโทเนียนของระบบอิสระ ขณะที่ H1 เป็นส่วนอันตรกิริยา ในมุมมองนี้มองว่า
ทั้งเค็ทและตัวดำเนินการเปลี่ยนไปตามเวลา โดยที่การวิวัฒน์ของตัวดำเนินการเกิดขึ้นจาก H0 เท่านั้น ขณะที่
การวิวัฒน์ของเค็ทต้องใช้ H1 เข้าร่วมด้วย ตัวดำเนินการและเค็ทในภาพอันตรกิริยาสามารถเขียนได้ในรูปของ
ตัวดำเนินการและเค็ทในภาพชโรดิงเจอร์หรือภาพไฮเซนเบิร์กได้เสมอ

สูตรการคำนวณฟังก์ชัน n จุด โดยใช้รูปนัยนิยมตัวดำเนินการคือ

〈Ω|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|Ω〉 = lim
τ→∞(1−iϵ)

〈0|TϕI(x1) · · ·ϕI(xn) exp
(
−i

∫ τ

−τ
dtHI(t)

)
|0〉

〈0|T exp
(
−i

∫ τ

−τ
dtHI(t)

)
|0〉

(18.2)

โดยที่ ϕI(x) คือ สนามในภาพอันตรกิริยา, |0〉 คือ สถานะสุญญากาศสำหรับทฤษฎีที่มีฮามิลโทเนียนคือ H0

และHI(t) คือ ฮามิลโทเนียนส่วนอันตรกิริยาในภาพอันตรกิริยา เราอธิบายแนวคิดของการคำนวณตามวิธีการ
นี้โดยใช้ตัวอย่างของทฤษฎี ϕ3 ซึ่งทฤษฎีที่นอกเหนือจากนี้ก็ใช้การคำนวณโดยอาศัยหลักการที่คล้ายคลึงกัน
สำหรับทฤษฎี ϕ3 จะได้ว่า (เราพิจารณากรณีอย่างง่ายโดยไม่ใช้การทำให้เป็นบรรทัดฐานใหม่)

HI(t) =
1

3!
g

∫
d3x⃗ϕ3

I(t, x⃗) (18.3)

ดังนั้น

〈Ω|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|Ω〉 = lim
τ→∞(1−iϵ)

〈0|TϕI(x1) · · ·ϕI(xn) exp
(
− ig

3!

∫ τ

−τ
dz0d3z⃗ϕ3

I(z)
)
|0〉

〈0|T exp
(
− ig

3!

∫ τ

−τ
dz0d3z⃗ϕ3

I(z)
)
|0〉

(18.4)

การคำนวณด้านขวามือของสมการข้างต้น เราต้องคำนวณ

〈0|TϕI(x1) · · ·ϕI(xn)|0〉 (18.5)

โดยมีหลักการคือ ϕI(x) สามารถเขียนได้ ในรูปของตัวดำเนินการสร้างและตัวดำเนินการทำลายเทียบกับ
สถานะสุญญากาศ |0〉 ได้ ซึ่งในที่สุดแล้วจะได้ว่า

〈0|TϕI(x1) · · ·ϕI(xn)|0〉 =




0 n เป็นจำนวนคี่

การหดตัว n/2 ครั้ง ทั้งหมดที่เป็นไปได้ n เป็นจำนวนคู่
(18.6)

โดยในที่นี้ การหดตัว หมายถึง การหดตัวแบบวิค ยกตัวอย่างเช่น

〈0|TϕI(x1)ϕI(x2)|0〉 = 〈0|TϕI(x1)ϕI(x2)|0〉

= DF (x1 − x2;m
2)

(18.7)

ซึ่งจากการใช้สมการที่ (18.4) และสมการที่ (18.6) แล้วกระจายในเลขชี้กำลังของ g จะได้ฟังก์ชัน n จุด
ที่สอดคล้องกับวิธีที่ใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์
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ก
อนุพันธ์เทียบเวลาของฟังก์ชัน n จุด

ในขั้นตอนหนึ่งของการหาสมการไดสัน­ชวิงเกอร์ เราพบว่า เราต้องคำนวณอนุพันธ์เทียบเวลาของฟังก์ชัน
n จุด ซึ่งอนุพันธ์เทียบเวลานี้จะกระทำกับสนามและฟังก์ชันขั้นบันไดของเฮฟวิไซด์ ซึ่งมาจากนิยามของผลคูณ
จัดลำดับเวลา การหาอนุพันธ์ของสนามเทียบกับเวลานั้นทำได้โดยง่าย แต่การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันขั้นบันได
ของเฮฟวิไซด์เทียบเวลาจะค่อนข้างซับซ้อนโดยเฉพาะกรณี n > 2

ในภาคผนวกนี้ เราจะหาสูตรสำหรับอนุพันธ์เทียบเวลาของฟังก์ชัน n+ 1 จุด

∂0〈Ω|TA(x)A1(x1) · · ·An(xn)|Ω〉 (ก.1)

โดยที่ A(x), A1(x1), · · · , An(xn) คือตัวดำเนินการสนาม ซึ่งแต่ละตัวดำเนินการอาจจะเป็นโบซอนหรือ
เฟอร์มิออนก็ได้ สำหรับในหนังสือเล่มนี้ สนามสเกลาร์และสนามเกจเป็นตัวดำเนินการโบซอน ในขณะที่สนาม
สปินเนอร์เป็นตัวดำเนินการเฟอร์มิออน เราจะเขียน A(x) โดยย่อว่า A และเขียน Ai(xi) โดยย่อว่า Ai

เราจะย่อ Θ(x0
i − x0

j ) เป็น θij ย่อ Θ(x0 − x0
i ) เป็น θ0i และย่อ Θ(x0

i − x0) เป็น θi0 นอกจากนี้เราจะย่อ
δ(x0

i − x0
j ) เป็น ∆ij และย่อ δ(x0 − x0

i ) เป็น ∆0i

เราจะเริ่มพิจารณาจากกรณีที่ตัวดำเนินการสนามทั้งหมดเป็นโบซอน

ก.1 กรณีที่สนามทั้งหมดเป็นโบซอน

พิจารณากรณี ที่ สนามทั้งหมด เป็น โบซอน และ ในกรณี ที่ [A(x0, x⃗), Aj(x
0, x⃗j)] แปรผันตรงกับ ตัว
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ข.1 ทฤษฎี ϕ3 โดยใช้สนามเปลือย

เมื่อใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์ จะได้

G(x, x1, · · · , xn) =

n∑
j=1

DxxjG(x1, · · · , x̂j , · · · , xn)−
ig

2

∫
d4y DxyG(y, y, x1, · · · , xn) (ข.7)

ซึ่งเป็นความสัมพันธ์เวียนเกิดที่สำคัญ ซึ่งเราจะเขียนกฎของไฟยน์แมนเป็นแผนภาพได้ว่า

x y
= Dxy,

x1 xn

· · ·
= G(x1, · · · , xn),

x

�

�

� = −ig

∫
d4x (ข.8)

กล่าวคือ เราเขียนส่วนของเส้นตรงที่มีจุดปลายสองจุดคือ x และ y เพื่อแทน Dxy เขียนวงกลมแรเงาที่มี
n ขา คือ x1, · · · , xn เพื่อแทน G(x1, · · · , xn) และแทนจุดยอดภายในที่ มี ป้ายชื่อ x ด้วย −ig และ
หาปริพันธ์เทียบ x การหาตัวคูณที่ถูกต้องของแต่ละพจน์ เราจะใช้วิธีใดวิธีหนึ่งดังต่อไปนี้

• เขียนแผนภาพแต่ละแผนภาพโดยไม่มีตัวคูณ และในระหว่างขั้นตอนการกระจาย เราจะไม่นำแผนภาพ
มานับซ้ำ และเมื่อถึงขั้นตอนสุดท้าย เราจะพิจารณาตัวประกอบจากความสมมาตรสำหรับแผนภาพ
แต่ละแผนภาพ แล้วนำนิพจน์ที่ เขียนแทนด้วยแผนภาพมาหารด้วยตัวประกอบจากความสมมาตร
ในวิธีการนี้ เราจะเขียนสมการที่ (ข.7) ว่า

x1 xn

· · ·

x
=

n∑
j=1

x1 xn

· · ·
x̂j

x

xj

+

x1 xn

· · ·

x y
(ข.9)

• เก็บตัวคูณสำหรับแต่ละแผนภาพไว้ และพิจารณาทุกแผนภาพ แม้จะเป็นแผนภาพที่ซ้ำ เมื่อถึงขั้นตอน
สุดท้าย ตัวคูณที่ ได้คือตัวคูณสำหรับนิพจน์ที่ ต้องการ โดยไม่ต้องใช้ตัวประกอบจากความสมมาตร
เพื่อใช้วิธีการนี้ เราจะเขียนสมการที่ (ข.7) ว่า

x1 xn

· · ·

x
=

n∑
j=1

x1 xn

· · ·
x̂j

x

xj

+
1

2




x1 xn

· · ·

x y


 (ข.10)

ในส่วนเนื้อหาหลักของหนังสือเล่มนี้ เราใช้เฉพาะวิธีแรกเท่านั้น ดังนั้นเพื่อความสมบูรณ์ เราจะเสนอการใช้วิธี
ที่สองในภาคผนวกนี้

เราจะนำสมการที่ (ข.10) มาใช้ซ้ำ ๆ เพื่อให้ได้อนุกรมสำหรับการกระจายฟังก์ชัน n จุด ซึ่งหาก G เป็น
ฟังก์ชัน n จุด จะได้ว่า

G = G(0) +G(1) +G(2) + · · · (ข.11)

โดยที่ G(n) อยู่ในอันดับของ gn กล่าวคือ

G(k) =
1

k!

dkG

dgk

∣∣∣∣
g=0

gk (ข.12)

471

ข
การใช้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์สำหรับสร้างแผนภาพไฟยน์แมน

ข.1 ทฤษฎี ϕ3 โดยใช้สนามเปลือย
พิจารณาทฤษฎี ϕ3 ที่มีลากรางเจียน

L = −1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − 1

3!
gϕ3 (ข.1)

สมการการเคลื่อนที่สำหรับลากรางเจียนนี้คือ

(�x −m2)ϕ(x) =
1

2
gϕ2(x) (ข.2)

ฟังก์ชันของกรีน Dxy สอดคล้องกับ

(�x −m2)Dxy = iδ(4)(x− y) (ข.3)

นอกจากนี้ฟังก์ชันของกรีนยังมีสมบัติคือ Dxy = Dyx

เราจะเขียนฟังก์ชัน n จุดว่า

G(x1, · · · , xn) ≡ 〈Ω|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|Ω〉 (ข.4)

เมื่อนำ (�x −m2) มากระทำกับ G(x1, · · · , xn) จะได้สมการไดสัน­ชวิงเกอร์ คือ

(�x −m2)G(x, x1, · · · , xn)=
1

2
gG(x, x, x1, · · · , xn) + i

n∑
j=1

δ(4)(x− xj)G(x1, · · · , x̂j , · · · , xn)

(ข.5)
พิจารณา

G(x, x1, · · · , xn) =

∫
d4y δ(4)(x− y)G(y, x1, · · · , xn)

=

∫
d4y (−i)(�y −m2)DxyG(y, x1, · · · , xn)

=

∫
d4y (−i)Dxy(�y −m2)G(y, x1, · · · , xn)

(ข.6)
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ค
เฉลยโจทย์ปัญหา

ค.1 เฉลยบทที่ 2
2.2 Θ(2x) = Θ(x)

2.4 f(x) = g(x)Θ(x− 3) + h(x)Θ(3− x)

2.6 สำหรับฟังก์ชันประพฤติตัวดีใด ๆ เช่น f(x) พิจารณา
∫ ∞

−∞
dxxnδ′(x)f(x) =

��������0
xnδ(x)f(x)

∣∣∣∣
∞

−∞
−

∫ ∞

−∞
dx(nxn−1f(x) + xnf ′(x))δ(x)

= −(nxn−1f(x) + xnf ′(x))

∣∣∣∣
x=0

= 0

(ค.1)

โดยในขั้นสุดท้ายเราใช้ผลที่ว่า xn−1|x=0 = 0 เมื่อ n > 1

2.8 ∫ ∞

−∞
dx δϵ(x)e

2ax = ea
2ϵ2 (ค.2)

lim
ϵ→0+

∫ ∞

−∞
dx δϵ(x)e

2ax = 1 (ค.3)

2.10 จากสมการที่ (2.38) โดยที่ f(x) = x2 − a2 จะได้

δ(x2 − a2) =
δ(x− a)

|f ′(a)| +
δ(x+ a)

|f ′(−a)|

=
δ(x− a) + δ(x+ a)

2a

(ค.4)

ตามที่ต้องการ
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	 ตำำ�ราเล่่มน้ี้�อธิิบายกฎและทฤษฎีีต่าง ๆ ที่่ �ใช้้

วิิเคราะห์์วงจรไฟฟ้า้โดยเรีียบเรีียงเน้ื้�อหาอย่า่งเป็็นลำำ�ดัับ

และเป็็นเหตุเป็็นผล ในแต่่ละบทมีีตัวอย่่างโจทย์์ที่่�แสดง

วิิธีีทำำ�เป็็นข้ั้�นตอนซ่ึ่�งอธิิบายอย่่างละเอีียดเพ่ื่�อให้้ผู้้�อ่าน

สามารถทำำ�ความเข้้าใจได้้ง่่าย รวมทั้้�งมีีแบบฝึึกหััดท้้าย

บทพร้อมคำำ�ตอบให้้ผู้้�อ่านได้้ฝึึกฝนเพ่ื่�อเพิ่่�มทัักษะใน 

การวิิเคราะห์์วงจรไฟฟ้้าตำำ�ราเล่่มน้ี้�มีีเน้ื้�อหาครบถ้้วนตาม

ที่่�ระบุุโดยสภาวิิศวกรสำำ�หรับวิิชา  Electric Circuits  

ซ่ึ่�งเป็็นหนึ่�งในกลุ่่�มวิิชาพื้�นฐานทางวิิศวกรรมในหลักสููตร

วิิศวกรรมศาสตรบััณฑิิต  สาขาวิิชาวิิศวกรรมไฟฟ้้าของ

คณะวิิศวกรรมศาสตร์ทุุกสถาบันการศึึกษา เพ่ื่�อให้้นิิสิิต 

นัักศึึกษามีีคุุณสมบััติิครบถ้้วนในการขอรัับใบประกอบ

วิิชาชีีพวิิศวกรรมควบคุุมในแขนงวิิศวกรรมไฟฟ้้ากำำ�ลััง 

และในแขนงวิิศวกรรมไฟฟ้้าสื่่�อสาร น อกจากน้ี้�ยััง

สามารถใช้้กัับรายวิิชาในหลักสููตรอื่่�นที่่�เรีียนพื้�นฐานทาง

วิิศวกรรมไฟฟ้้าเช่่น  วิิศวกรรมอุุตสาหการ วิิศวกรรม

เครื่่�องกล  วิิศวกรรมเคมีี  และยัังเหมาะกัับผู้้�ที่่�ต้้องการ

ศึึกษาด้วยตนเอง	

	 หนังสืือ “ระบบควบคุมุ” เหมาะสำำ�หรับันิิสิิต

นัักศึึกษาหรืือบุุคคลทั่่�วไปที่่�สนใจเกี่่�ยวกับระบบ

ควบคุุมเบ้ื้�องต้้น  ภายในเล่่มประกอบไปด้วยเน้ื้�อหา

สำำ�คััญที่่�ใช้้สำำ�หรัับการเรีียน  การสอนในหลัักสููตร

วิิศวกรรมศาสตรบััณฑิิต  สาขาวิิศวกรรมไฟฟ้้า  อาทิ 

การหาฟังก์์ชัันถ่ายโอนของระบบ แผนผังบล็็อก  

กราฟการไหลของสัญัญาณการควบคุมุแบบป้อ้นกลับั 

ผลตอบสนองของระบบอัันดับหนึ่�งและอัันดับสอง  

วิิธีีทดสอบความมีีเสถีียรภาพของระบบ ทางเดิินราก

แผนภาพโบเด แต่่ละบทมีีตัวอย่่างการวิิเคราะห์์โจทย์์

และแบบฝึึกหััดท้้ายบทมากกว่่าร้อยข้้อ รวมทั้้�งการใช้้

คำำ�สั่่�งโปรแกรม MATLAB ในการวิิเคราะห์์ระบบ

ควบคุุมในทุกบทอีีกด้้วย	

	 เปิิดประตููสู่่�กระบวนทัศน์์ยุุคใหม่ ทางอุุณหพลศาสตร์ แผนที่่�ช่่วยเราไม่่ให้้

หลงทางและช่่วยให้้เห็็นภาพรวมของภููมิิประเทศ ภููมิ ิประเทศแห่่งวิิทยาศาสตร์์นั้้�น

กำำ�หนดโดยธรรมชาติมัันจึึงมีีความงามแฝงเร้้นในทุกซอกส่่วนหนังสืือเล่่มน้ี้�	

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.นิพัทธ์ จันทรมินทร์

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.มุฑิตา สงฆ์จันทร์

ผู้แต่ง: รศ. ดร.บุรินทร์ กำ�จัดภัย

การวิเคราะห์วงจรไฟฟ้า 1

ระบบควบคุม

อุณหพลศาสตร์ ว่าด้วยหลักการโครงสร้างและกระบวนทัศน์ยุคใหม่
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หนังสือแนะนำ�

	 คณิิตศาสตร์และสถิิ ติิ เ ป็็นหัวใจหลักของ

อุุตสาหกรรมประกัันภัย การทำำ�ประกัันเป็็นข้อตกลง

ระหว่าง “ผู้้�เอาประกััน” กั บ “ผู้้�ให้้ประกััน” โดยมีี 

“กรมธรรม์์” เป็็นพันธสัญญาที่่�ระบุุว่่าผู้�เอาประกัันต้อง 

จ่่ายเบ้ี้�ยประกัันเท่่าใด และจะได้้รัับผลประโยชน์ใดบ้้าง  

ซ่ึ่�งรายละเอีียดต่่าง ๆ  ที่่�ระบุุจะไม่่สามารถแก้้ไขได้้หลังจาก

เซ็็นสัญญาร่วมกัันแล้้ว สิ่่ �งสำำ�คััญที่่�สุุดในกรมธรรม์์ คืื อ  

เบ้ี้�ยประกัันเรีียกเก็็บและเงิินผลประโยชน์ ซ่ึ่�งจะต้้องมีีการ

คำำ�นวณ อย่่างรอบคอบโดยใช้้หลักสถิิติิและคณิิตศาสตร์ 

ที่่�สำำ� คััญ หนั งสืือเล่่มน้ี้�  รวบรวมหลักคณิิตศาสตร์ 

และสถิิติิพ้ื้�นฐานที่่�เกี่่�ยวข้องเพ่ื่�อเป็็นประโยชน์ต่่อการ 

ต่่อยอด องค์์ความรู้้�ให้้กัับผู้้�อ่าน  โดยหลักประกัันภัยใน 

การประกัันชีีวิิตเพีียงอย่่างเดีียว	

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.ชัยรัตน์ มดนาค

คณิตศาสตร์ประกันชีวิต

เบื้องต้น
380
บาท

	 ทฤษฎีี มีี ความสััมพัันธ์โดยตรงกัับการปฏิิบััติิ 

การศึึกษาทฤษฎีีการคำำ�นวณจึึงมีีส่วนสำำ�คััญในการเข้้าใจ

การทำำ�งานของคอมพิิวเตอร์์โดยทั่่�วไป  เราจะคิิดว่่า

คอมพิิวเตอร์์เป็็นเครื่่�องจัักรที่่�มีีความซัับซ้้อนและมีีการ

ทำำ�งานยุ่่�งยาก ดังนั้้�นเมื่่�อต้้องการแก้ปั้ัญหาที่่�ซัับซ้้อนด้วย

เครื่่�องมืือที่่�ซัับซ้้อนจึึงเป็็นเรื่่�องไม่่ง่่ายหนังสืือเล่่มน้ี้�นำำ�

เสนอรููปแบบที่่�เข้้าใจง่่าย ไม่่ซัับซ้้อนสำำ�หรับการอธิิบาย

การทำำ�งานของคอมพิิวเตอร์์เพ่ื่�อใช้้ในการกำำ�หนดวิิธีีการ

ในการแก้้ปััญหาที่่�ซัับซ้้อนรวบรวมเน้ื้�อหาเรื่่�องรููปแบบ

การคำำ�นวณและทฤษฎีีที่่�เกี่่�ยวข้อง ป ระกอบด้้วยเครื่่�อง

สถานะจำำ�กััด นิ พจน์์พ้ื้�นฐาน  ไวยากรณ์์ที่่�ไม่่มีีบริิบท 

เครื่่�องสถานะจำำ�กััดแบบดัันลง และเครื่่�องจัักรทััวร์ริ่่�ง 

แต่่ละเนื้้�อหาจะอธิิบายทฤษฎีีที่่� เกี่่�ยวข้องพร้อมทั้้�ง 

การพิิสููจน์์ทฤษฎีี ตัวอย่า่งของปััญหา และแนวคิดวิิธีีการ

แก้้ปััญหาอย่่างเป็็นระบบ

	 “ทฤษฎีีตัวแทน มีีป ระโยชน์ในวงกว้้างทั้้�งทาง 

ด้้านคณิิตศาสตร์และทางด้้านวิิทยาศาสตร์แขนงต่่าง ๆ ตำำ�รา

เล่่มน้ี้�มุ่่�งหวังอธิิบายทฤษฎีีตัวแทนของกรุุปจำำ�กััดโดยใช้้ความรู้้�

พ้ื้�นฐานทางพีีชคณิิตเชิิงเส้้นและทฤษฎีีกรุุปเบ้ื้�องต้้นอีีกทั้้�ง 

มุ่่�งเน้้นให้้เห็็นถึึงแรงจููงใจในการนิิยามสิ่่�งต่่าง ๆ อย่่างเป็็น

ธรรมชาติ และบทประยุุกต์์ทางทฤษฎีีกรุุปที่่�โดดเด่่น”

ผู้แต่ง: รศ. ดร.กิจติ รอดเทศ

ทฤษฎีตัวแทนของกรุปจำ�กัด

250
บาท

ผู้แต่ง: รศ. ดร.พงศ์พันธ์ กิจสนาโยธิน

ทฤษฎีการคำ�นวณ

230
บาท

รูปแบบการคำ�นวณและทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง
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