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คณิตศาสตรอุตสาหกรรม
หนังสือเร�ยนอาช�วศึกษา

หลักสูตรประกาศนียบัตรว�ชาช�พ (ปวช.) พุทธศักราช 2562
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ณัฐยา สลับสม
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20000-1402

หนังสือเลมนี้เรียบเรียงตามจุดประสงครายวิชา สมรรถนะรายวิชา และคําอธิบายรายวิชา

หลักสูตรประกาศนียบัตรวิชาชีพ พุทธศักราช 2562 

ของสํานักงานคณะกรรมการการอาชีวศึกษา กระทรวงศึกษาธิการ 

ไดผานการตรวจประเมินคุณภาพหนังสือเรียนอาชีวศึกษา หลักสูตรประกาศนียบัตรวิชาชีพ 

พุทธศักราช 2562 ประจําปงบประมาณ พ.ศ. 2564 ครั้งที่ 1 ประกาศลําดับที่ 808

  (Mathematics for Industry)

เนื้อหาดี มีคุณภาพ ตรงตามจุดประสงครายวิชา สมรรถนะรายวิชา และคําอธิบายรายวิชาของหลักสูตร 

มุงเนนกิจกรรมตามสมรรถนะรายวิชาใหแกผูเรียน และใบชวยสอนโดยเนนกระบวนการเรียนรูที่สําคัญ :-

Project-based Learning

Creative Economic

Thinking Skills

MAC iLink

Green Technology

หลักปรัชญาของเศรษฐกิจพอเพียง

มีแผนการจัดการเร�ยนรูที่ทันสมัย สะดวก และปรับได 

สําหรับผูสอนใชเปนแนวทางในการจัดการเร�ยนรู

สื่อ การ เร�ยน รู แบบ บูรณ า การ ความ รู สมรรถนะ  

และ กิจ นิสัยในการทํางาน
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 ● หนังสือ    1 สี  จํานวน   255  หนา
                    2 สี  จํานวน  ........  หนา
    4 สี  จํานวน  ........  หนา

 ● กระดาษ   ปอนด

 ● ความหนา   กระดาษปก    210      แกรม
    กระดาษเนื้อใน  70   แกรม
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ดร.ณัฐยา สลับสม
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20000-1402

หมวดวิชาสมรรถนะแกนกลาง
กลุ่มวิชาคณิตศาสตร์

หลักสูตรประกาศนียบัตรวิชาชีพ  พุทธศักราช 2562



×้ĂöĎúìาÜïøøèานčÖøö×ĂÜÿĞานĆÖหĂÿöčéĒหŠÜßาêĉ

พิชาติ แก้วพวง.

 หน้าที่พลเมืองและศีลธรรม.-- กรุงเทพฯ : แม็คเอ็ดดูเคชั่น, 2561.

 248 หน้า.

 1. หน้าที่พลเมือง.  2. ศีลธรรมจรรยา.  I. ชื่อเรื่อง.

172.1

ISBN 978-616-274-857-8

จัดพิมพ์และจำ�หน่�ยโดย

ñĎ้đ×Ċ÷น  :  ดร.ณัฐยา สลับสม

ñĎ้ìøÜÙčèüčçĉ : รศ. ดร.อุษาพร เสวกวิิ

ÖาøÿĆęÜàČĚĂ : ส่งธนาณัติสั่งจ่าย ĕðøþèĊ÷Ťúาéóø้าü ในนาม ïøĉþĆì�ĒöĘÙđĂĘééĎđÙßĆęน�ÝĞาÖĆé

  เลขที่ 9/99 อาคารแม็ค ซอยลาดพร้าว 38 ถนนลาดพร้าว แขวงจันทรเกษม

  เขตจตุจักร กรุงเทพฯ 10900

  % : 0-2938-2022-7  FAX : 0-2938-2028

  www.MACeducation.com

óĉöóŤÙøĆĚÜìĊę : 1

ÝĞานüนìĊęóĉöóŤ : 5,000 เล่ม

øาÙาÝĞาหนŠา÷ : 73 บาท

ðŘìĊęóĉöóŤ : 2565

óĉöóŤìĊę : หจก. ซีแอนด์เอ็น บุ๊ค

(สงวนลิขสิทธิ์ตามกฎหมาย ห้ามลอกเลียน ไม่ว่าจะเป็นส่วนหนึ่งส่วนใดของหนังสือเล่มนี้นอกจากจะได้รับอนุญาตเป็นลายลักษณ์อักษร)

×้ĂöĎúìาÜïøøèานčÖøö×ĂÜÿĞานĆÖหĂÿöčéĒหŠÜßาêĉ

ณัฐยา สลับสม.

 คณิตศาสตร์อุตสากรรม (20000-1402).-- กรุงเทพฯ : แม็คเอ็ดดูเคชั่น, 2565.

 264 หน้า.

 1. คณิตศาสตร์ -- การศึกษาและการสอน.  I. ชื่อเรื่อง.

516.24

ISBN 978-616-345-248-1



คำานำา

 ตามที่กระทรวงศึกษาธิการได้ประกาศใช้หลักสูตรประกาศนียบัตรวิชาชีพ พุทธศักราช 2562       

เพ่ือมุ่งผลิตและพัฒนากำาลังคนระดับฝีมือให้มีสมรรถนะ มีคุณธรรมจริยธรรม และจรรยาบรรณวิชาชีพ 

สามารถประกอบอาชีพอิสระเป็นผู้ประกอบการที่มีคุณภาพ หรือประกอบอาชีพอื่น ๆ  ได้ตรงตาม               

ความต้องการของสถานประกอบการทั้งในประเทศและภูมิภาคอาเซียน 

 บริษัท แม็คเอ็ดดูเคช่ัน จำากัด ผู้ผลิตและจำาหน่ายหนังสือเรียน ส่ือการเรียนรู้ และวารสารทางการศึกษา

ทัง้ในระดบัการศกึษาขัน้พืน้ฐาน ระดับอาชวีศกึษา ตระหนกัถงึภารกจิสำาคญัในการมสีว่นรว่มในการสนบัสนนุ

ส่งเสริมการศึกษาระดับอาชีวศึกษาให้บรรลุผลสมดังเจตนารมณ์ที่ต้ังไว้ จึงได้แต่งต้ังคณะทำางาน                      

ซึ่งประกอบด้วยนักวิชาการและผู้สอนทั้งในระดับอาชีวศึกษาและระดับอุดมศึกษาที่มีความเชี่ยวชาญ        

ดา้นหลกัสตูรและการจัดการเรยีนรู้ ดำาเนินการวเิคราะหห์ลักสตูรประกาศนียบตัรวชิาชีพ พุทธศกัราช 2562 

ในแต่ละสาขาวิชาเพื่อจัดทำาสื่อการเรียนรู้ อันประกอบด้วย

 1. หนังสือเรียนที่จัดทำาให้ตรงกับจุดประสงค์รายวิชา สมรรถนะรายวิชา และคำาอธิบายรายวิชา 

ทั้งนี้โดยคำานึงถึงความสอดคล้องกับมาตรฐานการศึกษาวิชาชีพทั้ง 3 ด้าน คือ ด้านคุณธรรม จริยธรรมและ

คุณลักษณะที่พึงประสงค์ ด้านสมรรถนะแกนกลาง และด้านสมรรถนะวิชาชีพ

 2. แผนการจัดการเรียนรู้ที่มุ่งเน้นการพัฒนาสมรรถนะของผู้เรียนผ่านกิจกรรมการเรียนรู้               

หลากหลายรูปแบบเพ่ือเป็นแนวทางให้ผู้สอนนำาไปปรับให้เหมาะสมกับธรรมชาติของผู้เรียนและจุดเน้น   

ของสถานศึกษา

 ÝčéđéŠน×ĂÜหนĆÜÿČĂđøĊ÷นßčéĔหöŠ�มีดังนี้

 1. นำาเสนอในรูปแบบหน่วยการเรียนรู้ ที่เนื้อหาเหมาะสมต่อการเรียนรู้ แต่ยังคงไว้ซึ่งความเข้มข้น

และทันสมัย ทั้งนี้เนื้อหาในหนังสือเรียนมุ่งเน้นให้สัมพันธ์กับจุดประสงค์การเรียนรู้ หลักการเรียนรู้              

ตามสภาพจริง (Authentic Learning) และการประเมินผลตามสภาพจริง (Authentic Assessment)

 2. แทรกกิจกรรมตรวจสอบความเข้าใจ กิจกรรมการฝึกกระบวนการคิด (Thinking Skills) และ 

กิจกรรมบูรณาการให้แก่ผู้เรียน

 3. พัฒนาสมรรถนะแกนกลางและสมรรถนะวิชาชีพผ่านกระบวนการปฏิบัติงานโดยใช้ใบช่วยสอน

เปน็สือ่สำาหรบัการฝกึกระบวนการเรยีนรูท้ีส่ำาคญั เชน่ การเรียนรู้จากโครงงาน (Project–based Learning) 



 4. มีแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน โดยจัดทำาแบบทดสอบให้สอดคล้องกับจุดประสงค์ 
การเรียนรู้ประจำาหน่วยการเรียนนั้นๆ ท้ายหน่วยการเรียนรู้ทุกหน่วย
 บริษัท แม็คเอ็ดดูเคชั่น จำากัด ขอขอบคุณสถานศึกษา ครู คณาจารย์ ผู้สอน ผู้เรียน และผู้ที่สนใจ
ทุกท่านที่ให้ความไว้วางใจในส่ือการเรียนรู้ของบริษัท บริษัทหวังเป็นอย่างย่ิงว่าสื่อการเรียนรู้ชุดนี้จะมี      
ส่วนช่วยให้การจัดการเรียนรู้มีประสิทธิภาพและประสิทธิผล เพื่อพัฒนาผู้เรียนให้มีคุณภาพทัดเทียม        
ระดับสากลต่อไป

ïøĉþĆì�ĒöĘÙđĂĘééĎđÙßĆęน�ÝĞาÖĆé



ÝčéðøąÿÜÙŤøา÷üĉßา เพื่อให้

 1. รู้และเข้าใจเกี่ยวกับมุมและการวัดมุม อัตราส่วนตรีโกณมิติ ตรีโกณมิติของวงกลมหนึ่งหน่วย 

กฎของไซน์ กฎของโคไซน์ เมทริกซ์ ดีเทอร์มิแนนต์ไม่เกินอันดับสาม 

 2. มีทักษะกระบวนการคิดและแก้ปัญหาเกี่ยวกับมุมและการวัดมุม อัตราส่วนตรีโกณมิติ

ตรีโกณมิติของวงกลมหนึ่งหน่วย กฎของไซน์ กฎของโคไซน์ เมทริกซ์ ดีเทอร์มิแนนต์ไม่เกิน

อันดับสาม และนำาไปประยุกต์ใช้ในงานอาชีพ 

 3. มีเจตคติและกิจนิสัยที่ดีในการคิด วิเคราะห์ แก้ปัญหาในสถานการณ์ต่าง ๆ อย่างเป็นระบบ 

และมีความละเอียดรอบคอบในการปฏิบัติงาน

ÿöøøëนąøา÷üĉßา

 1. คาดคะเนระยะทางและความสูงโดยใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมที่กำาหนด 

 2. แก้ปัญหาการวัดโดยใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วนตรีโกณมิติ 

 3. ประยกุตค์วามรูเ้กีย่วกบัดเีทอรม์แินนต์หาคำาตอบของระบบสมการเชงิเส้นไมเ่กินสามตัวแปร

 4. ประยุกต์ความรู้เก่ียวกับมุมและการวัดมุม อัตราส่วนตรีโกณมิติ ตรีโกณมิติของวงกลมหน่ึงหน่วย 

กฎของไซน์ กฎของโคไซน์ เมทริกซ์ ดีเทอร์มิแนนต์ไม่เกินอันดับสามไปใช้ในงานอาชีพ

ÙĞาĂíĉïา÷øา÷üĉßา

 ศึกษาและฝกึทักษะกระบวนการทางคณติศาสตรเ์ก่ียวกับมุมและการวดัมุม อัตราส่วนตรีโกณมิติ

 ตรีโกณมติิของวงกลมหน่ึงหนว่ย กฎของไซน ์กฎของโคไซน ์เมทรกิซ ์ดีเทอรมิ์แนนตไ์มเ่กนิอนัดบัสาม

 และประยุกต์ใช้ดีเทอร์มิแนนต์หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นไม่เกินสามตัวแปร และ

การประยุกต์ใช้ในงานอาชีพด้านอุตสาหกรรม

รหĀส�����������
วิÙาคâิต÷าสตร์üćตสาหÐรรม

æóøÝĄ���ÙĀēวčมง��ปÞิéĀติ���ÙĀēวčมง���หน่วยÐิต



ตารางวิเคราะห์สมรรถนะประจำาหน่วย

หนŠü÷

ÖาøđøĊ÷นøĎ้ìĊę ßČęĂหนŠü÷ÖาøđøĊ÷นøĎ้ ÿöøøëนąðøąÝĞาหนŠü÷

1 อัตราส่วนตรีโกณมิติ แสดงความรู้เก่ียวกับการใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติ 
แก้ปัญหาโจทย์

2 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของ
วงกลมหน่ึงหน่วย

แสดงความรู้เก่ียวกับการหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติของมุม

โดยใช้วงกลมหน่ึงหน่วย

3 การประยุกต์ของอัตราส่วน
ตรีโกณมิติ

แสดงความรู้เก่ียวกับการคาดคะเนระยะทางและความสูงโดย
ใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติ กฎของไซน์และกฎของโคไซน์

4 เมทริกซ์  แสดงความรู้เก่ียวกับเมทริกซ์ในการแก้ปัญหา

5 ดีเทอร์มิแนนต์ แสดงความรู้เก่ียวกับดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์จัตุรัสท่ีมีขนาด
ไม่เกินอันดับสาม

6 การประยุกต์เมทริกซ์และ 
ดีเทอร์มิแนนต์แก้ระบบ
สมการเชิงเส้น

แสดงความรู้เก่ียวกับการประยุกต์เมทริกซ์และดีเทอร์มิแนนต์
หาคำาตอบของระบบสมการเชิงเส้น
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หน้า
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1. การวัดมุมและหน่วยของมุม 2

2. สมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและทฤษฎีบทพีทาโกรัส 11

3. อัตราส่วนตรีโกณมิติ 18

4. อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30°, 45° และ 60°  27
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หน่วยการเรียนรู้ที่    

1

อัตราส่วนตรีโกณมิติ

อัตราส่วน
ตรีโกณมิติ

สมรรถนะประจำาหน่วย
	 แสดงความรู้เก่ียวกับการใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติ					

แก้ปัญหาโจทย์

สาระการเรียนรู้
1. การวัดมุมและหน่วยของมุม

2. สมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและทฤษฎีบทพีทาโกรัส

3. อัตราส่วนตรีโกณมิติ

4. อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม	30°, 45°	และ	60° 

จุดประสงค์การเรียนรู้
 1. หาคา่มมุในตาํแหนง่มาตรฐานและเปล่ียนหนว่ยของการ

วัดมุมได้

 2. หาความยาวด้านของรปูสามเหลีย่มมมุฉากทีก่าํหนดให้

โดยใช้สมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและทฤษฎีบท			

พีทาโกรัสได้

 3. หาค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมจากรูปสามเหล่ียม

มุมฉากท่ีกําหนดให้โดยใช้สมบัติของรูปสามเหล่ียม

มุมฉากและทฤษฎีบทพีทาโกรัสได้

 4. แก้ปัญหาโจทย์อัตราส่วนตรโีกณมิตโิดยใชส้มบัติของรปู

สามเหลี่ยมมุมฉากและทฤษฎีบทพีทาโกรัสได้

 5. แก้ปัญหาโจทย์อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม	 30°, 45° 

และ	60°	โดยใช้สมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากได้
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อัตราส่วนตรีโกณมิติ

 ตรีโกณมิติเป็นวิชาที่ก่อกําเนิดในยุคต้นศตวรรษที่สองก่อนคริสต์ศักราช	 ซึ่งยูโดซัส	 (Eudoxus)	 ได้ใช้

อัตราส่วนและการวัดมุมในการหาขนาดของโลกและระยะทางสัมพัทธ์ระหว่างดวงอาทิตย์และดวงจันทร์	และเมื่อ	

546-640	ปีก่อนคริสต์ศักราช	ทาเลส	(Thales)	คํานวณหาความสูงของพีร	ะมิดในประเทศอียิปต์โดยอาศัยเงา	ซึ่งเขา

ได้คํานวณความสูงของพีระมิดจากความยาวของเงาของพีระมิด	 โดยวิเคราะห์จากเงาของเขาท่ีมีความยาวเท่ากับ

ความสูงของเขาเอง	 และอีกวิธีหนึ่งที่ทาเลสใช้ในการคํานวณความสูงของพีระมิด	 คือ	 การเปรียบเทียบความยาว

ของเงาของพีระมิดกับความยาวของเงาของไม้	 (ไม้ท่ีทราบความยาว	 ถ้าสมัยน้ีก็คือไม้เมตรนั่นเอง)	 โดยอาศัยรูป

สามเหลี่ยมคล้าย	ซึ่งก็คือ	อัตราส่วนตรีโกณมิติที่เรียกว่า	แทนเจนต์	(Tangent)	นั่นเอง	

 ตรีโกณมิติ (Trigonometry)	 คือ	 คณิตศาสตร์แขนงหนึ่งท่ีว่าด้วยการวัดรูปสามเหลี่ยมต่าง	 ๆ	 โดยหา						

ความสัมพันธ์ระหว่างด้าน	มุม	และพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม	ซึ่งมีความสําคัญต่อวิชาดาราศาสตร์	การเดินเรือ	ใช้ใน

ดาวเทียมนําทางไม่ว่าจะเป็นการนําทางในมหาสมุทร	บนเครื่องบิน	ในอวกาศ	งานสํารวจใช้ในการคํานวณส่วนสูง

ของภูเขา	และหาความกว้างของแม่นํ้า	เป็นต้น	

1. การวัดมุมและหน่วยของมุม

 1.1 การวัดมุม 

  1.1.1	 มุม	(Angle) 

 

	 	 กําหนดส่วนของเส้นตรง	OP	ดังรูป	ถ้าหมุนส่วนของเส้นตรง	OP	โดยให้จุด	O	เป็นจุดหมุน	และหมุน

ไปอยู่ในแนวส่วนของเส้นตรง	OQ	จะเกิดมุมขึ้นที่จุด	O	และจะเรียกจุด	O	ว่า	จุดยอดมุม	(Vertex)	เรียกส่วนของ

เส้นตรง	OP	ว่า	ด้านเริ่มต้น	(Initial Side)	ของมุม	และส่วนของเส้นตรง	OQ	ว่า	ด้านสิ้นสุด	(Terminal Side)	ของมุม	

ดังนั้น	มุมจึงเกิดจากส่วนของเส้นตรงสองเส้นพบกันที่จุดจุดหนึ่ง

Q

PO

ดา้นส้ินสุดของมมุ

ดา้นเริม่ตน้ของมมุ
�

Q

PO

ดา้นสิน้สดุของมมุ

ดา้นเริม่ตน้ของมมุ

�



หน่วยการเรียนรู้ที่ � 3

  1.1.2	 มุมในตำ�แหน่งม�ตรฐ�น	

  

	 			 จากรูป	 ถ้าวางมุมลงบนระบบพิกัดฉาก	 XY	 ได้พอดี	 โดยให้จุดกําเนิดเป็นจุดยอดมุม	 และด้าน													

เริ่มต้นของมุมซ้อนทับบนแกน	X	ทางด้านบวก	จะเรียกมุมในระนาบ	XY	ว่า	มุมในตําแหน่งมาตรฐาน	 (Standard    

Position) 

  มมุในตำาแหนง่มาตรฐาน (Standard Position)	คอื	มมุทีส่ว่นของเสน้ตรงเสน้หนึง่วางทาบไปตามแกน

 X	ทางด้านบวก	โดยจุดยอดมุมอยู่ที่จุดกําเนิด	และจากรูป	จะพบว่า	การวัดมุมในตําแหน่งมาตรฐานซึ่งเป็นการวัด

มุมจากด้านเริ่มต้นไปยังด้านสิ้นสุดของมุมเกิดขึ้นได้	2	ลักษณะ	คือ	การวัดมุมที่เป็นบวกและการวัดมุมที่เป็นลบ	

  1)	การวัดมุมในทิศทวนเข็มนาฬิกา	คือ	การวัดมุมจากด้านเริ่มต้นของมุมไปในทิศทวนเข็มนาฬิกา

จนถึงด้านสิ้นสุดของมุม	ซึ่งการวัดมุมแบบนี้	ค่าของมุมจะมีค่าเป็นบวก	(Positive Angles)	ดังรูป

 

   2)	การวัดมุมในทิศตามเข็มนาฬิกา	คือ	การวัดมุมจากด้านเริ่มต้นของมุมไปในทิศตามเข็มนาฬิกา

จนถึงด้านสิ้นสุดของมุม	ซึ่งการวัดมุมแบบนี้	ค่าของมุมจะมีค่าเป็นลบ	(Negative Angles)	ดังรูป

 

ดา้นสิน้สดุของมมุ

ดา้นส้ินสุดของมมุ

ดา้นเริม่ตน้ของมมุ

ดา้นเริม่ตน้ของมมุ
�

��

Y Y

X X
0 0

(a) (b)

� � 135�

� � 405�

Y Y

X X

� � �600�

Y Y

X X
� � �45�
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 1.2 หน่วยในการวัดมุม หน่วยที่นิยมใช้ในการวัดมุมมี	2	หน่วย	คือ	หน่วยองศาและหน่วยเรเดียน

  1.2.1	 ก�รวัดมุมในหน่วยองศ�	องศา	(Degree)	หรือเรียกอีกชื่อหนึ่งว่า	รัศมีของส่วนโค้ง	(Degree of 

Arc)	คือ	หน่วยในการวัดมุมชนิดหนึ่งบนระนาบสองมิติ	ถ้าหมุนส่วนของเส้นตรงจากด้านเริ่มต้นของมุมไปจนครบ

หนึ่งรอบ	มุมที่ได้จะมีขนาด	360	องศา	(360°) 

	 	 	 	 	 ถ้าแบ่งมุม	1	รอบ	ออกเป็น	360	ส่วนย่อยเท่า	ๆ 	กัน	จะได้มุมย่อย

	 	 	 	 	 ที่มีขนาด	1�

	 	 	 	 	 	 ดังนั้น	มุม	1�	มีค่าเท่ากับ	 1
360

	เท่าของมุม	1	รอบ

			 	 	 	 	 	 	 มุม	��	มีค่าเท่ากับ	 �

360
	เท่าของมุม	1	รอบ

	 ให้เติมคําตอบลงในช่องว่างต่อไปนี้ให้สมบูรณ์และถูกต้อง	

				 	 ถ้ากําหนดให้มุม	��  มีค่าเท่ากับ	 �

360
	เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	30� เท่ากับ		 	 30
360

 � 1
12

	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	45� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	60� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	90� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	120� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	180� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	270� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 ถ้ามุม	360� เท่ากับ	................... � ...................	 เท่าของมุม	1	รอบ

	 	 จะเห็นว่า	มุม	30� มีค่าเท่ากับ	 1
12

	เท่าของมุม	1	รอบ	นั่นหมายความว่า	เมื่อนําวงกลมมาแบ่งออกเป็น

 12	ส่วนเท่า	ๆ	กัน	จะได้วงกลม	1	ส่วน	มีค่าเท่ากับ	30� 

  และจากมุม	�� มีค่าเท่ากับ	 �

360
	เท่าของมุม	1	รอบ	

	 	 ในทางกลับกัน	ถ้าหมุน	1	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ	360�

	 	 ดังนั้น	ถ้ามีการหมุน	1
n
	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ		360�

n
  

	 	 ตัวอย่างของมุมท่ีได้จากการหมุนรอบจุดศูนย์กลาง	เช่น	1
2
,  1

3
,  1

4
	และ	1

6
	รอบ	จะได้มุมในหน่วยองศาดังน้ี

	 	 	 ถ้าหมุน	1
2
	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ		360�

2
 � 180�

	 	 	 ถ้าหมุน	1
3
	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ		360�

3
 � 120�

	 	 	 ถ้าหมุน	1
4
	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ		360�

4
 � 90�

	 	 	 ถ้าหมุน	1
6
	รอบ	จะได้มุมเท่ากับ		360�

6
 � 60�

ดา้นสิน้สุดของมมุ

ดา้นเริม่ตน้ของมมุ

360�
X

B
C

Y

A



หน่วยการเรียนรู้ที่ � 5

	 	 สําหรับในวิชาดาราศาสตร์หรือการระบุพิกัดเป็นละติจูดและลองจิิจูดบนพื้นโลก	 ก็สามารถเขียน				

หน่วยองศาใหเ้ป็นเลขทศนยิมได	้และการวดัมุมในหนว่ยองศาทีเ่ปน็เลขทศนยิมกส็ามารถแบง่เปน็หนว่ยทีย่อ่ยเลก็

ลงไปได้อีก	เช่น	หน่วยลิปดา	ใช้สัญลักษณ์เป็น	“�”	และหน่วยพิลิปดา	ใช้สัญลักษณ์เป็น	“�”	ดังนี้

	 	 นั่นคือ	ถ้าแบ่งมุม	1	องศา	ออกเป็นส่วนย่อยเท่า	ๆ	กัน	60	ส่วน	จะเรียก	1	ส่วนว่า	1	ลิปดา

	 	 และถ้าแบ่งมุม	1	ลิปดา	ออกเป็นส่วนย่อยเท่า	ๆ	กัน	60	ส่วน	จะเรียก	1	ส่วนว่า	1	พิลิปดา

   1	องศา		 มีขนาดเท่ากับ	60	ลิปดา	หรือ	1�	มีขนาดเท่ากับ	 1
60

�
 

   1	ลิปดา		 มีขนาดเท่ากับ	60	พิลิปดา	หรือ	1�		มีขนาดเท่ากับ		 1
60

�
    

   1	พิลิปดา		มีขนาดเท่ากับ	 1
3600

	องศา	หรือ	1°	มีขนาดเท่ากับ	3600�

ตัวอย่างที่ 1	จงเปลี่ยน		50.2475°	ให้มีหน่วยเป็นองศา	ลิปดา	และพิลิปดา

วิธีทำา	 เนื่องจาก		 50.2475° � 50° � 0.2475° 

	 ถ้า		 	 	 1° � 60�    

	 แล้ว	 		 	 0.2475° � 0.2475 � 60 � 14.85�  

	 และ	 	 			 14.85� � 14� � 0.85�

	 ซึ่ง		 			 	 1� � 60�  

	 แล้ว				 	 0.85� � 0.85 � 60 � 51�  

	 ดังนั้น	50.2475°	มีขนาดเท่ากับ		50° 14� 51�

ตัวอย่างที่ 2 จงเปลี่ยน	30° 24� 72�	ให้มีหน่วยเป็นทศนิยมขององศา	

วิธีทำา	 เนื่องจาก		 30° 24� 72� � 30° � 24� � 72� 

	 ถ้า		 		 	 1� � 
1
60

�
    

	 แล้ว	 					 24� � 24 � 
1
60

  � 0.4°

	 และเนื่องจาก	 3600� � 1°

	 แล้ว					 	 72� � 72 � 1
3600

 � 0.02°

	 นั่นคือ		 	 30° 24� 72� � 30 � 0.4 � 0.02    องศา			

      � 30.42                 องศา	 	

	 ดังนั้น	30° 24� 72�		มีขนาดเท่ากับ		30.42		องศา
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  1.2.2	 ก�รวัดมุมในหน่วยเรเดียน	 เรเดียน (Radian)	คือ	หน่วยในการวัดมุมชนิดหนึ่งบนระนาบสอง

มิติ	 ซึ่งขนาดของมุมในหน่วยเรเดียนมีค่าเท่ากับอัตราส่วนความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุมนั้นกับความยาวของ

รัศมีวงกลม	ดังรูป

	 	 	 	 	 จากรูปถ้ากําหนดให้	 ^AOB เป็นมุมที่จุดศูนย์กลางของวงกลม

       r	แทนความยาวของรัศมขีองวงกลม	และ	S	แทนความยาวของ

	 	 	 	 	 ส่วนโค้งที่รองรับ	 ^AOB แล้ว	ขนาดของ		

     
^AOB หรือ	� �  

ความยาวของส่วนโค้ง

ความยาวของรัศมี
	เรเดียน

	 	 	 	 	 ดังนั้น	� � S
r
	เรเดียน

	 	 จากรูป	ถ้าหมุนรัศมีของวงกลมให้ครบหนึ่งรอบ	มุมรอบจุดศูนย์กลางของวงกลมในหน่วยเรเดียน	จะ

เท่ากับ	
2πr

r  � 2π เรเดียน		เนื่องจาก	r	มีค่าเท่ากับ	1	หน่วย

	 	 จะเหน็ไดว้า่	การวดัมมุทีม่หีนว่ยเปน็องศาและหนว่ยเป็นเรเดยีนมคีวามสมัพนัธกั์น	นัน่คอื	ถา้กาํหนด	

�	เป็นมุมที่จุดศูนย์กลางที่เกิดจากการหมุนรัศมีให้ครบหนึ่งรอบ	ก็จะกล่าวได้ว่า	

  � � 360	องศา	หรือ	� � 2π	เรเดียน	 π � 
22
7

 � 3.14285

	 	 แต่ถ้ามุมที่เกิดจากการหมุนเกินหนึ่งรอบ	ก็สามารถวัดมุมในหน่วยเรเดียนได้ดังนี้

ตัวอย่างที่ 3	มุมที่เกิดจากการหมุน	7
6
	รอบในทิศทวนเข็มนาฬิกา	มีค่ากี่เรเดียน

วิธีทำา	 มุมที่เกิดจากการหมุน	7
6
	รอบ	จะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุนจํานวน	1	รอบกับ	1

6
	รอบ

	 แสดงว่า	มุมที่เกิดจากการหมุน	7
6
	รอบ	จะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุน	1

6
	รอบ

	 ดังนั้น	มุมดังกล่าวมีค่าเท่ากับ		1 
6
 � 2π � π

3
	เรเดียน

 

ตัวอย่างที่ 4 มุมที่เกิดจากการหมุน	11
4
	รอบในทิศทวนเข็มนาฬิกา	มีค่ากี่เรเดียน

วิธีทำา	 มุมที่เกิดจากการหมุน	11
4
	รอบ	จะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุนจํานวน	2	รอบกับ	3

4
	รอบ

	 แสดงว่า	มุมที่เกิดจากการหมุน	11
4
	รอบ	จะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุน	3

4
	รอบ

	 ดังนั้น	มุมดังกล่าวมีค่าเท่ากับ	3
4
 � 2π � 

3π

2
	เรเดียน

ตัวอย่างที่ 5	มุมที่เกิดจากการหมุน	7
3
	รอบในทิศตามเข็มนาฬิกา	มีค่ากี่เรเดียน

วิธีทำา	 มุมที่เกิดจากการหมุน	7
3
	รอบจะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุนจํานวน	2	รอบกับ	1

3
	รอบ

	 แสดงว่า	มุมที่เกิดจากการหมุน	7
3
	รอบ	จะเท่ากับมุมที่เกิดจากการหมุน	1

3
	รอบ

	 ดังนั้น	มุมดังกล่าวมีค่าเท่ากับ	�1
3
 � 2π � � 2π

3
	เรเดียน

�

O A

S

B

r
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	 เนื่องจากมุมหนึ่งรอบมีขนาดเท่ากับ	 360	 องศา	 หรือ	 2π เรเดียน	 หน่วยองศาและเรเดียนจึงมี																		

ความสัมพันธ์กัน	ดังนี้

      360	องศา	 � 2π เรเดียน

	 	 	 	 หรือ		 180		องศา	 � π  เรเดียน

หม�ยเหตุ	:  1. ถ้าไม่ได้ใส่หน่วยของมุมจะถือว่าหน่วยของมุมเป็นเรเดียน	

  2.	 การเปลี่ยนหน่วยทั้งสองนี้จะใช้ความสัมพันธ์	180	องศา	� π เรเดียน

ตัวอย่างที่ 6		จงเปลี่ยนมุม	150	องศา	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นเรเดียน	

วิธีทำา	 เนื่องจาก			 	180	องศา	�  π	 เรเดียน

      150	องศา	� 150 � 
π

180
	 เรเดียน

      � 5π

6
		 เรเดียน

	 ดังนั้น		150	องศา	มีขนาดเท่ากับ	 5π

6
	เรเดียน

ตัวอย่างที่ 7	จงเปลี่ยนมุม	300	องศา	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นเรเดียน	

วิธีทำา	 เนื่องจาก			 	180	องศา	�  π	 เรเดียน

      300	องศา	� 300 � 
π

180
	 เรเดียน

       � 5π

3
		 เรเดียน

	 ดังนั้น		300	องศา	มีขนาดเท่ากับ	 5π

3
	เรเดียน

ตัวอย่างที่ 8	จงเปลี่ยนมุม	540	องศา	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นเรเดียน	

วิธีทำา	 เนื่องจาก			 	180	องศา	�  π	 เรเดียน

      540	องศา	 � 540 � 
π

180
			 เรเดียน

       � 3π	 เรเดียน

	 ดังนั้น		540	องศา	มีขนาดเท่ากับ	3π เรเดียน

ตัวอย่างที่ 9	จงเปลี่ยนมุม	�630	องศา	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นเรเดียน	

วิธีทำา	 เนื่องจาก			 	180	องศา	�  π เรเดียน

       �630	องศา	� �630 � 
π

180
			เรเดียน

        � � 7π

2
 	 เรเดียน

	 ดังนั้น		�630	องศา	มีขนาดเท่ากับ	� 7π

2
	เรเดียน
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ตัวอย่างที่ 10	จงเปลี่ยนมุม	π
4
	เรเดียน	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นองศา	

วิธีทํา	 เนื่องจาก		 	π	เรเดียน	�  180		 องศา

        π
4
	เรเดียน	� π

4
 � 

180
π

				 องศา

        � 45		 องศา	 	

	 ดังนั้น	π
4
	เรเดียน	มีขนาดเท่ากับ	45	องศา

ตัวอย่างที่ 11	จงเปลี่ยนมุม		 7π

6
	เรเดียน	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นองศา	

วิธีทำา	 เนื่องจาก		 π			เรเดียน	�  180		 องศา

       7π

6
	เรเดียน	� 7π

6
 � 

180
π

			 องศา

        � 210	 องศา	 	

	 ดังนั้น	 7π

6
	เรเดียน	มีขนาดเท่ากับ	210	องศา

ตัวอย่างที่ 12	จงเปลี่ยนมุม	�11π

4
 	เรเดียน	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นองศา	

วิธีทำา	 เนื่องจาก		 		π	เรเดียน	�  180		 องศา

       �
11π

4
 เรเดียน	� �

11π

4
 � 

180
π

	 องศา

        � �495	 องศา	 	

  

	 ดังนั้น	�11π

4
	เรเดียน	มีขนาดเท่ากับ	�495	องศา

ตัวอย่างที่ 13	กําหนดให้	�	มีค่าเท่ากับ	4	เรเดียน	จงเปลี่ยน	�	ให้เป็นมุมที่มีหน่วยเป็นองศา	ลิปดา	และพิิลิปดา	

วิธีทำา	 เนื่องจาก		 			π เรเดียน	�  180		 องศา

	 แล้ว    4 เรเดียน	� 4 � 
180
π

 	 องศา

       � 4 � 
180
22
7

			 องศา	 	

  

       � 4 � 180 � 
7
22

			องศา

         � 229.09	 องศา	 	

	 ดังนั้น	4		เรเดียน	มีขนาดเท่ากับ	229.09	องศา

	 เนื่องจาก		 1	องศา	�  60	 ลิปดา
     0.09	องศา	� 0.09 � 60	 ลิปดา
      � 5.4	 	 ลิปดา
	 และเนื่องจาก	 	1	ลิปดา	�  60	 พิิลิปดา
     0.4	ลิปดา	� 0.4 � 60	 พิิลิปดา
      � 24	 	 พิิลิปดา
	 ดังนั้น	�	จะมีขนาดเท่ากับ	229° 5� 24�
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กิจกรรมตรวจสอบความเข้าใจทีี่� 1.1

 1.	จงเปล่ียนหน่วยของมุมตามท่ีกําหนดลงในช่องว่างให้ถูกต้อง	พร้อมแสดงวิธีการคํานวณ

   

องศา  เรเดียน วิธีการคำำานวณ

120�
2π

3
ตัวอย่าง	120 � 

π

180
  �  

2π

3

300�

324�

450�

750�

7π

9

11π

15
 

13π

6
 

 2. จงเปลี่ยนมุม	�	ที่กําหนดให้ต่อไปนี้	ให้มีหน่วยเป็นองศา

  1) � �  
5π

4
 

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

  2) � � 
3π

5
 

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

  3) � � �
8π

3
 

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................
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 3. จงเปลี่ยนมุม	�	ที่กําหนดให้ต่อไปนี้	ให้มีหน่วยเป็นเรเดียน
  1) � � 315°

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

  2) � � �210°

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

  3) � � �840°

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

 4. กําหนดให้	� � 7	เรเดียน	จงเปลี่ยน	�	ให้มีหน่วยเป็นองศา	ลิปดา	และพิิลิปดา
   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

 5. จงเปลี่ยนมุม	227° 53� 18�	ให้มีหน่วยเป็นทศนิยมขององศา	
   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................
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 6. จงเปลี่ยนมุม	45.4693°	ให้มีหน่วยเป็นองศา	ลิปดา	และพิิลิปดา

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

   .....................................................................................................................................................................................

  

2. สมบัติของรูปสามเหลี�ยมมุมฉากและที่ฤษฎีีบที่พีีที่าโกรัส

 2.1 สมบัติของรูปสามเหลี�ยมมุมฉาก

 

 

 จากรูป	 เมื่อกําหนดให้	ABC	 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีมุม	C	 เป็นมุมฉาก	ถ้า	 c	แทนความยาวของ		

ดา้นตรงขา้มมมุฉาก	a	และ	b	แทนความยาวของดา้นประกอบมมุฉากแลว้	ความสมัพนัธร์ะหว่างความยาวของดา้น

ทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	เป็นดังนี้

              c2 � a2 
� b2

	 เมื่อ	a	แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุม	A

  b	แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุม	B

  c	แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก

	 และถ้าพิจารณามุมภายในของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มี	Ĉ เป็นมุมฉาก	จะพบว่า

  Â � B̂  � Ĉ  � 180° และ Ĉ � 90°

	 ดังนั้น		Â � B̂  � 90° โดยมี		Â � 90° และ	B̂ � 90°

	 แสดงว่าทั้ง Â และ B̂  จะเป็นมุมแหลมเสมอ

 ความสัมพันธ์ระหว่างความยาวของด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC	ที่มุม	C	เป็นมุมฉาก	เป็นไปตาม

สมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่กล่าวว่า	

	 “สําหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด	ๆ	กําลังสองของความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก	เท่ากับผลบวกของ

กําลังสองของความยาวของด้านประกอบมุมฉาก”

B

CA

c

b

a



��@!4า6!รý9D!6าหกรร- ������������12

	 จากความสัมพันธ์ระหว่างความยาวด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด	ๆ 	สามารถหาความยาวด้านใดด้าน

หน่ึงของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่ต้องการทราบได้เสมอ	 เมื่อทราบความยาวของด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยม

มุมฉากนั้น	ดังตัวอย่างต่อไปนี้

ตัวอย่างที่ 14	จงหาความยาวของ	x	จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี้	

วิธีทำา จากความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก

	 จะหาความยาวของ	x	ได้ดังนี้

	 	 จาก	 c2 � a2 
� b2 

	 	 จะได้	 b2 � c2 
� a2 

    x2 � (39)2 
� (15)2   

     � 1,521 � 225 

     � 1,296 

	 	 แสดงว่า	 x � 1,296 

     � 36

	 	 ดังนั้น	x	มีความยาวเท่ากับ	36	หน่วย

ตัวอย่างที่ 15	จงหาความยาวของ	x	จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี้	

B

C
A

15
39

x

B

C
A

a � 15

c � 39

b � x

A5

x

12

C

B



หน่วยการเรียนรู้ที่ � 13

วิธีทำา		 จากความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	A	เป็นมุมฉาก	

	 จะหาความยาวของ	x	ได้ดังนี้

    	 จาก	 a2 � b2 
� c2 

	 	 	 	 จะได้	 x2 � (12)2 
� (5)2 

      � 144 � 25   

       � 169 

	 	 	 	 แสดงว่า		 x � 169  

      � 13

	 ดังนั้น	x	มีความยาวเท่ากับ	13	หน่วย

ตัวอย่างที่ 16	จงหาความยาวของ	a	จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี้	

วิธีทำา 	 จากความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	

	 จะหาความยาวของ	a	ได้ดังนี้

	 	 	 	 จาก	 c2 � a2 
� b2 

	 	 	 	 จะได้	 a2 � c2 
� b2 

      � (25)2 
� (24)2 

      � 625 � 576   

       � 49 

	 	 	 	 แสดงว่า		 a � 49  

      � 7

	 ดังนั้น	a	มีความยาวเท่ากับ	7	หน่วย

c � 5

b � 12
a � x

A

C

B

Ca

25
24

A

B

C

A

B
a � ?

b � 24

c � 25
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 2.2 ที่ฤษฎีีบที่พีีที่าโกรัส

 ทฤษฎีบทพีทาโกรัส (Pythagorean Theorem)	เป็นการกล่าวถึงผลรวมของพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบน

ด้านประกอบมุมฉากทั้งสองจะเท่ากับพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบนด้านตรงข้ามมุมฉาก

	 นั่นคือ	ถ้า	a	และ	b	เป็นความยาวของด้านประกอบมุมฉาก

	 และ	c	เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก	ดังรูป	

	 จะได้ว่า		 c2
� a2 

� b2

	 หรือ	 	 (AB)2
� (BC)2 

� (AC)2

	 ถ้ากําหนดความยาวด้าน	2	ด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	C	 เป็นมุมฉาก	แล้วจะสามารถ

หาความยาวของด้านที่เหลือได้เสมอ	โดยใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัส	ดังนี้

ทราบคำวามยาว หาคำวามยาว ใชี้้ทฤษฎีบทพีทาโกรัส

ด้านประกอบมุมฉาก	a	และ	b ด้านตรงข้ามมุมฉาก	c c2
� a2 

� b2

ด้านประกอบมุมฉาก	a	และด้านตรงข้ามมุมฉาก	c ด้านประกอบมุมฉาก	b b2
� c2 

� a2

ด้านประกอบมุมฉาก	b	และด้านตรงข้ามมุมฉาก	c ด้านประกอบมุมฉาก	a a2
� c2 

� b2

ตัวอย่างที่ 17	กําหนดด้านประกอบมุมฉากของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหนึ่งเท่ากับ	12	และ	9	หน่วย	จงหาความยาว

ของด้านตรงข้ามมุมฉาก

วิธีทำา	 จากโจทย์กําหนดให้	ABC	เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	ดังรูป

	 และจากรูปหาความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก	c	โดยใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัส	ได้ดังนี้

	 	 	 	 จาก	 c2
� a2 

� b2

	 	 	 	 จะได้	 a2
� (9)2 

� (12)2 

      � 81 � 144

     � 225   

	 	 	 	 แสดงว่า		 c � 225

      � 15

	 ดังนั้น	ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก	c	เท่ากับ	15	หน่วย

B

CA

c

b

a

B

CA
b � 12

a � 9c � ?



หน่วยการเรียนรู้ที่ � 15

ตัวอย่างที่ 18	กําหนดให้	ABC	เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	เมื่อ	a, b	และ	c	เป็นความยาวด้าน

ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ถ้า	a � 16	และ	c � 34	จงหาค่า	b

วิธีทำา	 จากโจทย์เขียนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	ได้ดังรูป

	 และจากรูปหาความยาวของ	b	โดยใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัส	ได้ดังนี้

	 	 	 	 จาก	 b2 � c2 
� a2 

	 	 	 	 จะได้	 b2 � (34)2 
� (16)2 

      � 1,156 � 256 

      � 900  

	 	 	 	 แสดงว่า		 b � 900 

      � 30

	 ดังนั้น	b มีความยาวเท่ากับ	30	หน่วย

ตวัอยา่งที ่19 กําหนดให้	ABC	เป็นรูปสามเหล่ียมหน้าจ่ัว	และมีมุมหน่ึงเป็นมุมฉาก	จงหาความยาวด้านประกอบมุมฉาก

	เมื่อกําหนดให้ด้านตรงข้ามมุมฉากยาว	30	หน่วย

วิธีทำา	 กําหนดให้	ABC	เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	

	 จากสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	จะพบว่า	ความยาวด้านประกอบมุมฉากมีความยาวเท่ากันเสมอ

	 นั่นแสดงว่า	a � b	ดังรูป

	 และจากรูปหาความยาวด้านประกอบมุมฉาก	a	โดยใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัส	ได้ดังนี้

	 	 	 	 จาก	 c2 � a2 
� b2 

    นั่นคือ	 c2 � a2 
� a2 � 2a2

  

    จะได ้ 2a2 � c2 

     a2 
� 

c2

2

      � (30)2

2

      � 
900
2

      � 450

	 	 	 	 แสดงว่า		 a � 450 

      � 15 � 15 � 2 

      � 15 2  

	 	 ดังนั้น	รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	ABC	มีความยาวด้านประกอบมุมฉากเท่ากับ	15 2  หน่วย

B

CA
b � ? 

a � 16 

c � 34

A

CB
a � ? 

b � a c � 30
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ตัวอย่างที่ 20	จงหาความยาว	AB	จากรูปสามเหลี่ยม	ABC	และรูปสามเหลี่ยม	BDC	ที่กําหนดให้ดังรูป	

วิธีทำา	 จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	BCD	มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	จะหาความยาวด้าน	DC	ได้ดังนี้

    จาก	 (DC)2 � (DB)2 
� (BC)2

	 	 	 	 จะได้	 (DC)2 � � 29 �2 
� (5)2

      � 29 � 25 

      � 4  

	 	 	 	 แสดงว่า		DC � 4  � 2

 

	 และจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก	ABC	ที่มีมุม	C	เป็นมุมฉาก	จะหาความยาวด้าน	AB	ได้ดังนี้

	 จะต้องหาความยาวของด้าน	AC	ก่อน	ซึ่งหาได้จาก	

     AC � AD � DC 

	 ดังนั้น			 AC � 10 � 2 � 12  

	 และเนื่องจาก	 	(AB)2  � (AC)2 
� (BC)2 

	 จะได้			 (AB)2  � (12)2 
� (5)2   

     � 144 � 25

       � 169   

	 แสดงว่า			 	AB �  169   

     � 13   

	 ดังนั้น	ความยาวของด้าน	AB	เท่ากับ	13	หน่วย
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