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บทที่่� 1 กล่่าวถึึงฟัังก์์ชัันก่่อกำำ�เนิิดโมเมนต์ ซึ่่�งเป็็นค่่าคาดหมายชนิดหนึ่่�งของตััวแปรสุ่่�มท่ี่�มีีความ

สำำ�คััญในการศึึกษาทฤษฎีีทางสถิิติิศาสตร์รวมถึึงการประยุุกต์์ใช้้ในทฤษฎีีความเสี่่�ยง ตััวแบบความสููญเสีียในงาน

ด้้านวิิทยาการประกัันภััย บทที่่� 2 และ 3 กล่า่วถึึงฟัังก์์ชัันของตััวแปรสุ่่�มในลัักษณะที่่�แตกต่่างกััน กล่า่วคืือ

ในบทที่่� 2 เป็็นฟัังก์์ชัันของตััวแปรสุ่่�มที่่�อยู่่�ในรููปของการดำำ�เนิินการทางคณิติศาสตร์ แต่่บทที่่� 3 เป็็นฟัังก์์ชััน

ของตััวแปรสุ่่�มท่ี่�อยู่่�ในรูปของการจััดอันดัับขนาดตัวแปรสุ่่�มในตััวอย่่างสุ่่�มซึ่่�งทั้้�งสองบทมีีประโยชน์ในการการ

อนุุมานเชิิงสถิิติิทั้้�งแบบท่ี่�ใช้้และเสมืือนไม่่ใช้้พารามิเตอร์์ นอกจากนี้้�ในบทท่ี่� 3 ยัังกล่่าวถึึงการแจกแจงของ

ค่่าท่ี่�ได้้จากตััวอย่่าง เช่่น ค่่าเฉลี่่�ย ผลบวกกำำ�ลัังสอง การแจกแจงทีี การแจกแจงเอฟ ซึ่่�งเช่ื่�อมโยงให้้เห็็น

แนวคิิดเชิิงทฤษฎีีและการนำำ�ตััวสถิติิิไปใช้ท้ดสอบสมมุุติิฐาน บทที่่� 4 กล่่าวถึึงทฤษฎีีบทขีีดจำำ�กััดและการลู่่�เข้้า

ของตััวแปรสุ่่�มซึ่่�งเป็็นผลลััพธ์์เชิิงทฤษฎีีที่่�สำำ�คััญท่ี่�นำำ�ไปสู่่� “กฎจำำ�นวนมาก (Laws of Large Numbers)” 

และ “ทฤษฎีีบทขีีดจำำ�กััดส่วนกลาง (Central Limit Theorems)” บทท่ี่� 5 และบทที่่� 6 เป็็นส่่วนหนึ่่�งที่่�

สำำ�คััญของทฤษฎีีอนุุมานเชิิงสถิิติิ โดยบทที่่� 5 กล่่าวถึึงสมบััติิท่ี่�ควรมีีของตััวประมาณแบบจุุด ส่่วนบทที่่� 6 

กล่า่วถึึงวิิธีีการหาตัวประมาณแบบจุุดทั้้�งในแนวทางเชิิงแบบฉบัับ (classical approach) และแนวทางเชิิงเบส์์ 

(Bayesian approach) บทท่ี่� 7 เป็็นการบููรณาการองค์์ความรู้้�ในบทที่่� 1-6 เพื่่�อใช้้ในงานวิิจััยเชิิงทฤษฎีีโดย

จะเน้้นในเรื่่�องของการประมาณค่่าแบบจุุด และสมบััติิของตััวประมาณ พร้อมเพิ่่�มเติิมองค์์ความรู้้�ใหม่่ๆ ที่่�ใช้้

ในงานวิิจััยแต่่ละเรื่่�องรวมทั้้�งยกตััวอย่่างประกอบ แต่่ละบทของบทที่่� 1-6 มีีแบบฝึึกหััดให้้ฝึึกฝนจำำ�นวนมาก

พอโดยผู้้�อ่านสามารถดูเฉลยแบบฝึึกหััดของแต่่ละข้้ออย่่างละเอีียดในส่วนท้ายของหนัังสืือซ่ึ่�งใช้้เป็็นตัวอย่่าง 

เพิ่่�มเติิมให้้ผู้้�เรีียนมีีทัักษะเชิิงคำำ�นวณและเชิิงการให้้เหตุุผลได้้เป็็นอย่่างดีี

คำ�ำนำ�ำคำ�ำนำ�ำ
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(10)

ผัังความสััมพัันธ์ระหว่่างบทต่่างๆ แสดงดัังนี้้�

บทที่ 1 ฟ�งก�ชันก�อกำเนิดโมเมนต�

บทที่ 2 ฟ�งก�ชันของตัวแปรสุ�ม

บทที่ 3 ตัวสถิติอันดับและ
การแจกแจงค�าตัวอย�าง

บทที่ 4 ทฤษฎีบทขีดจำกัดและการลู�เข�า
ของลำดับของตัวแปรสุ�ม

บทที่ 5 สมบัติของตัวประมาณแบบจุด

บทที่ 6 การหาตัวประมาณ

บทที่ 7 การบูรณาการในงานวิจัย

ขอขอบคุุณผู้้�ช่่วยศาสตราจารย์์เบญจมาศ ตุุลยนิิติิกุุล ที่่�ได้้ให้้ความอนุุเคราะห์์จััดทำำ�ตารางความ 

น่่าจะเป็็นสะสมของการแจกแจงปรกติิมาตรฐานประกอบตำำ�รานี้้� รวมทั้้�ง ผู้้�ช่่วยศาสตราจารย์์ ดร.ธีีระวััฒน์์  

สิิมมาจันทร์ ผู้้�ช่่วยศาสตราจารย์์ ดร.วิิกานดา ผาพันธ์์ อาจารย์์ ดร.กิิตติิศัักดิ์์� จัังพานิช และนัักศึึกษาอีีก

หลายๆ คนที่่�มีีส่่วนช่่วยทำำ�ให้้ตำำ�ราเล่่มนี้้�มีีความสมบููรณ์์ยิ่่�งขึ้้�น

กมล บุุษบา

กรกฎาคม 2566
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ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ 1

1.1 กล่่าวนำำ�
ตามท่ีทราบมาแล้วว่าพารามิเตอร์ μ และ σ ใช้สำ�หรับวัดตำ�แหน่งท่ีแสดงศูนย์กลางและการกระจาย

ของการแจกแจงของตัวแปรสุ่มตามลำ�ดับ อย่างไรก็ตามพารามิเตอร์ทั้งสองไม่สามารถระบุได้อย่างชัดเจนว่าการ

แจกแจงของตัวแปรสุ่มนี้มีลักษณะเฉพาะอย่างไร กล่าวคือยังคงมีการแจกแจงต่างๆ ท่ีมีรูปร่างแตกต่างกันแต่

มีท้ังค่าเฉลี่ยและส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากัน ในบทนี้จึงจะกล่าวถึงเซตของค่าวัดเชิงตัวเลขท่ีสามารถบอก

ลกัษณะการแจกแจงของตวัแปรสุม่ไดอ้ยา่งแนน่อนและระบไุดช้ดัเจน คา่วัดดงักลา่วนยิามในรปูของคา่คาดหมาย 

(expectation) ของตัวแปรสุ่มเรียกว่า “ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ (moment generating function)”

ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์นี้สามารถนิยามได้กับทุกตัวแปรสุ่มทุกประเภท และยังมีสมบัติที่มีประโยชน์

ในหัวข้อต่อๆ ไป เราจะกล่าวถึงนิยามและตัวอย่างของฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ พร้อมท้ังศึกษาสมบัติต่างๆ 

ของฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์

1.2 นิิยามของฟังัก์์ชัันก่่อกำำ�เนิิดโมเมนต์์
นิยาม 1.2.1 ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ MX (t) ของตัวแปรสุ่ม X กำ�หนดโดย

ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ตามนิยามข้างต้นสามารถหาค่าได้หรือมีจริง (exist) ถ้าค่าคาดหมาย  มีค่า

จำ�กัด กล่าวคือ  สำ�หรับจำ�นวนจริง t ใดๆ ที่  โดยที่ b เป็นค่าคงตัวที่มากกว่าศูนย์ 

ถ้า  ไม่มีค่าจำ�กัด จะกล่าวว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มนั้นไม่มีจริง (does not exist)

ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องท่ีมีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น  สามารถหา

ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ได้ดังนี้

บทที่ 1
ฟงัก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ฟงัก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์
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คณิตสถิติศาสตร์ 12

2                                                                                                                            บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์       
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

   ถ้า  X    เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีมีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น ( )Xf x  สามารถหา
ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตไ์ดด้งัน้ี 

     ( ) ( )tx
X XM t e f x dx





     

  ให้สังเกตว่าส าหรับตวัแปรสุ่ม X    ทุกตวัท่ีหาค่าคาดหวงัได้ เช่นกรณ๊ของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง 
(0)(0) ( ) (1) ( ) 1x

X X XM e f x dx f x dx
 

 

      นอกจากน้ีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ )(tM X   ถา้มีจริง

ยอ่มมีค่ามากกวา่ศูนยเ์สมอเพราะเป็นค่าคาดหมายของตวัแปรสุ่ม tXeY   ท่ีมีค่ามากกวา่ศูนย ์
  เหตุท่ีเรียก ][)( tX

X eEtM   ว่าฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์เพราะสามารถใช้ฟังก์ชันน้ีในการหา
โมเมนตร์อบจุดก าเนิดทุกโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  ได ้หรือหา [ ]k

k E X   โดยท่ี ,...3,2,1k  ซ่ึงจะ
กล่าวถึงในรายละเอียดต่อไป 
 
ตัวอย่ำง 1.2.1  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีมีพารามิเตอร์ p  สามารถหาฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง 
X  ไดด้งัน้ี 

  ( ) [ ]tX
XM t E e     

                
1

0
( )tx

X
x

e p x


  

                (0) (1)( 0) ( 1)t te P X e P X     
         (1)(1 ) tp e p    
    (1 ) tp pe    ,     t     

ตัวอย่ำง 1.2.2  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n   และ p  สามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิด
โมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
   ][)( tX

X eEtM    
                                                          

0
( )

n
tx

X
x

e p x


  

     
0

(1 )
n

tx x n x

x

n
e p p

x




 
  

 
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0

( ) (1 )
n

t x n x

x

n
pe p

x




 
  

 
  

      จากทฤษฎีบททวนิาม    
0

( )
n

k n k n

k

n
u v u v

k




 
  

 
  

 ดงันั้น   ( ) [ (1 )]t n
XM t pe p   ,      t     

 

ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่องที่มีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น fX(x) สามารถหาฟังก์ชันก่อ

กำ�เนิดโมเมนต์ได้ดังนี้

ให้สังเกตว่าสำ�หรับตัวแปรสุ่ม X ทุกตัวท่ีหาค่าคาดหวังได้ เช่นกรณีของตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

 นอกจากนี้ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ MX(t) ถ้ามีจริง

ย่อมมีค่ามากกว่าศูนย์เสมอเพราะเป็นค่าคาดหมายของตัวแปรสุ่ม  ที่มีค่ามากกว่าศูนย์

เหตทุีเ่รยีก  วา่ฟงัก์ชนัก่อกำ�เนดิโมเมนตเ์พราะสามารถใชฟ้งัก์ชนันี้ในการหาโมเมนต์

รอบจุดกำ�เนิดทุกโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม X ได้ หรือหา  โดยที่ k = 1,2,3,... ซึ่งจะกล่าวถึง

ในรายละเอียดต่อไป

ตัวอย่าง 1.2.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มแบร์นูลลีที่มีพารามิเตอร์ p สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ 

X ได้ดังนี้

วิธีทำ�

ตัวอย่าง 1.2.2 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มทวินามที่มีพารามิเตอร์ n และ p สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์

ของ X ได้ดังนี้

วิธีทำ�

2                                                                                                                            บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์       
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

   ถ้า  X    เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีมีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น ( )Xf x  สามารถหา
ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตไ์ดด้งัน้ี 

     ( ) ( )tx
X XM t e f x dx





     

  ให้สังเกตว่าส าหรับตวัแปรสุ่ม X    ทุกตวัท่ีหาค่าคาดหวงัได้ เช่นกรณ๊ของตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง 
(0)(0) ( ) (1) ( ) 1x

X X XM e f x dx f x dx
 

 

      นอกจากน้ีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ )(tM X   ถา้มีจริง

ยอ่มมีค่ามากกวา่ศูนยเ์สมอเพราะเป็นค่าคาดหมายของตวัแปรสุ่ม tXeY   ท่ีมีค่ามากกวา่ศูนย ์
  เหตุท่ีเรียก ][)( tX

X eEtM   ว่าฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์เพราะสามารถใช้ฟังก์ชันน้ีในการหา
โมเมนตร์อบจุดก าเนิดทุกโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  ได ้หรือหา [ ]k

k E X   โดยท่ี ,...3,2,1k  ซ่ึงจะ
กล่าวถึงในรายละเอียดต่อไป 
 
ตัวอย่ำง 1.2.1  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีมีพารามิเตอร์ p  สามารถหาฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง 
X  ไดด้งัน้ี 
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ตัวอย่ำง 1.2.2  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n   และ p  สามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิด
โมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
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ตัวอย่ำง 1.2.3   ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มปัวซงท่ีมีพารามิเตอร์   สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  
ไดด้งัน้ี 

][)( tX
X eEtM     

   
0

( )tx
X

x
e p x





  

    
0 !

x
tx

x

ee
x





   

    
0

( )
!

t x

x

ee
x

 




   

    
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )

0! 1! 2! 3!

t t t te e e ee       
     

 
 

    
2 3( ) ( )1

2! 3!

t t
t e ee e    

     
 
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               ( 1)tee  ,     t          

 
ตัวอย่ำง 1.2.4   ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์    สามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิด
โมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
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* เน่ืองจาก ( ) u
Uf u e คือการแจกแจงแบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์ 1   

ตัวอยา่ง 1.2.3 ให้ X เปน็ตวัแปรสุม่ปวัซงท่ีมพีารามิเตอร์ λ สามารถหาฟงัก์ชันกอ่กำ�เนิดโมเมนตข์อง X ไดด้งันี้

วิธีทำ�

ตัวอย่าง 1.2.4 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มแบบเลขชี้กำ�ลังที่มีพารามิเตอร์ β สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์

ของ X ได้ดังนี้

วิธีทำ�
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ตัวอย่ำง 1.2.3   ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มปัวซงท่ีมีพารามิเตอร์   สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  
ไดด้งัน้ี 
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ตัวอย่ำง 1.2.4   ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์    สามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิด
โมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
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* เน่ืองจาก ( ) u
Uf u e คือการแจกแจงแบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์ 1   
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ตัวอย่ำง 1.2.5  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแกมมาท่ีมีพารามิเตอร์     และ   ( , 0   )  สามารถหาฟังก์ชนั
ก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
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ตัวอย่ำง 1.2.6   ให ้ Z  เป็นตวัแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน  สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง Z  ไดด้งัน้ี 
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   

ตัวอย่าง 1.2.5 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มแกมมาที่มีพารามิเตอร์ α และ β(α, β > 0) สามารถหาฟังก์ชันก่อ

กำ�เนิดโมเมนต์ของ X ได้ดังนี้

วิธีทำ�

ตัวอย่าง 1.2.6 ให้ Z เป็นตัวแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ Z ได้ดังนี้

วิธีทำ�
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ตัวอย่ำง 1.2.5  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มแกมมาท่ีมีพารามิเตอร์     และ   ( , 0   )  สามารถหาฟังก์ชนั
ก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี 
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ตัวอย่ำง 1.2.6   ให ้ Z  เป็นตวัแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน  สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง Z  ไดด้งัน้ี 
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เน่ืองจาก
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  คือฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจงปรกติท่ีมี

ค่าเฉล่ียเท่ากบั  t  และความแปรปรวนเท่ากบั 1  ท าใหไ้ดว้า่   
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  ให้สังเกตวา่ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มแบบเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต์
ของตวัแปรสุ่มแกมมามีความสัมพนัธ์กนั และนอกจากน้ีเม่ือเราทราบฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องการแจก
แจงแกมมาแล้วก็จะท าให้เราสามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ของการแจกแจงไคก าลงัสองได้ด้วย 
เน่ืองจากการแจกแจงไคก าลงัสองเป็นกรณีเฉพาะของการแจกแจงแกมมา 
 
ตัวอย่ำง 1.2.7  (ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.3-8.4)   ให้ X   เป็นตวัแปรสุ่มโคชีมาตรฐาน 
สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี    
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เนื่องจาก  คือฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจงปรกติที่มีค่าเฉลี่ย

เท่ากับ t และความแปรปรวนเท่ากับ 1 ทำ�ให้ได้ว่า

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มแบบเลขช้ีกำ�ลังและฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ

ตัวแปรสุ่มแกมมามีความสัมพันธ์กัน และนอกจากนี้เม่ือเราทราบฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของการแจกแจง

แกมมาแล้วก็จะทำ�ให้เราสามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของการแจกแจงไคกำ�ลังสองได้ด้วย เนื่องจากการ

แจกแจงไคกำ�ลังสองเป็นกรณีเฉพาะของการแจกแจงแกมมา

ตัวอย่าง 1.2.7 (ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.3-8.4) ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มโคชีมาตรฐาน 

สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ X ได้ดังนี้

วิธีทำ�
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
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 



   
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21
2
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e dz


    
 



   

     
2 2 22

2 21
2

z tz t t

e dz


      
 



   

    
2 2( )

2 21
2

z t t

e dz


 
 



   

    
2

212 ( )
2

2

t

z te e dz



 



   

             
2

21 ( )
2 21

2

t z t
e e dz




 



   

เน่ืองจาก
21( )

21
2

z t
e


  คือฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจงปรกติท่ีมี

ค่าเฉล่ียเท่ากบั  t  และความแปรปรวนเท่ากบั 1  ท าใหไ้ดว้า่   

     
2

2( ) (1)
t

ZM t e       

                
2

2
t

e ,      t       
 
  ให้สังเกตวา่ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มแบบเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต์
ของตวัแปรสุ่มแกมมามีความสัมพนัธ์กนั และนอกจากน้ีเม่ือเราทราบฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องการแจก
แจงแกมมาแล้วก็จะท าให้เราสามารถหาฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ของการแจกแจงไคก าลงัสองได้ด้วย 
เน่ืองจากการแจกแจงไคก าลงัสองเป็นกรณีเฉพาะของการแจกแจงแกมมา 
 
ตัวอย่ำง 1.2.7  (ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.3-8.4)   ให้ X   เป็นตวัแปรสุ่มโคชีมาตรฐาน 
สามารถหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  ไดด้งัน้ี    

      ( ) ( )tx
X XM t e f x dx





   

     2(1 )

txe dx
x






  
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              ในกรณีท่ี  0t    นั้น  จะไดว้า่  (0) 1XM   
  ในกรณีท่ี  0t    ใหพ้ิจารณา 

           2(1 )

txe dx
x



   2
0 (1 )

txe dx
x




  

       เน่ืองจาก  
2 3( ) ( )1 ( )

2! 3!
tx tx txe tx       นั่นคือ  txe tx  เสมอ ซ่ึงอาจพิจารณากราฟของ

ฟังกช์นั txy e   และ y tx  ในภาพท่ี 1.2.1  ประกอบ ท าใหไ้ดว้า่ 

                     2(1 )

txe dx
x



          2
0 (1 )

tx dx
x




  

                                  2
0 (1 )

xt dx
x




  

   เพราะว่า   2 2
2 2

00 0

1 1 1(1 ) ln(1 )
(1 ) 2 (1 ) 2

x dx d x x
x x  

 

             ดงันั้นจะได้ว่า               

2(1 )

txe dx
x





 
   กรณีท่ี 0t     หรือ  2(1 )

txe dx
x





 
   กรณีท่ี 0t    นัน่คือฟังกช์นัก่อก าเนิด

โมเมนตข์องตวัแปรสุ่มโคชีมาตรฐานไม่มีจริง            
 
                                            
 
 
 

                    
                                           
 
 
  ภำพที ่1.2.1 กราฟของ txy e   และ y tx  เม่ือ 0t   (ซา้ย) และ 0t  (ขวา) 
 
 
 
 
 

y tx  

txy e  

y tx  

txy e  

ภาพที่ 1.2.1 กราฟของ y = ext และ y = tx เมื่อ t > 0 (ซ้าย) และ t < 0 (ขวา)
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              ในกรณีท่ี  0t    นั้น  จะไดว้า่  (0) 1XM   
  ในกรณีท่ี  0t    ใหพ้ิจารณา 

           2(1 )

txe dx
x



   2
0 (1 )

txe dx
x




  

       เน่ืองจาก  
2 3( ) ( )1 ( )

2! 3!
tx tx txe tx       นั่นคือ  txe tx  เสมอ ซ่ึงอาจพิจารณากราฟของ

ฟังกช์นั txy e   และ y tx  ในภาพท่ี 1.2.1  ประกอบ ท าใหไ้ดว้า่ 

                     2(1 )

txe dx
x



          2
0 (1 )

tx dx
x




  

                                  2
0 (1 )

xt dx
x




  

   เพราะว่า   2 2
2 2

00 0

1 1 1(1 ) ln(1 )
(1 ) 2 (1 ) 2

x dx d x x
x x  

 

             ดงันั้นจะได้ว่า               

2(1 )

txe dx
x





 
   กรณีท่ี 0t     หรือ  2(1 )

txe dx
x





 
   กรณีท่ี 0t    นัน่คือฟังกช์นัก่อก าเนิด

โมเมนตข์องตวัแปรสุ่มโคชีมาตรฐานไม่มีจริง            
 
                                            
 
 
 

                    
                                           
 
 
  ภำพที ่1.2.1 กราฟของ txy e   และ y tx  เม่ือ 0t   (ซา้ย) และ 0t  (ขวา) 
 
 
 
 
 

y tx  

txy e  

y tx  

txy e  
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1.3  สมบัติของฟังก์ชันก่อก ำเนิดโมเมนต์ 
พิจารณาการกระจายอนุกรมแมคลอรินของ  txe   ดงัน้ี 

2 3( ) ( )1
2! 3!

tx tx txe tx                   

ถา้ให ้X  เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองท่ีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตมี์จริง และโมเมนตร์อบจุดก าเนิดทุกโมเมนต์
มีจริง 
    ( ) ( )tx

X X
x

M t e p x  

    
2 3( ) ( )1 ( )

2! 3! X
x

tx txtx p x
 

     
 

  
2 3

2 31 ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!X X X X

x x x x

t tp x t xp x x p x x p x         

    
2 3

2 31 [ ] [ ] [ ]
2! 3!
t ttE X E X E X      

     
2 3

1 2 31
2! 3!
t tt          

    
0 !

k
k

k

t
k





  

  จะเห็นไดว้า่ ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองใด ๆ สามารถเขียนไดใ้นรูปของ
ฟังก์ชนัของโมเมนตร์อบจุดก าเนิด ][ k

k XE  โดยท่ี ,...3,2,1k  ซ่ึงยงัคงเป็นจริงส าหรับกรณีของตวั
แปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตมี์จริง หรืออาจกล่าวไดว้า่ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปร

สุ่มใด ๆ สามารถกระจายในรูปของอนุกรมท่ีมีสัมประสิทธ์ิของ 
!k

t k

 คือ ][ k
k XE  

สมบติัหน่ึงท่ีส าคญัของฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตก์็คือ ถา้ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม
มีจริง เราก็จะสามารถหาโมเมนตใ์ด ๆ ของตวัแปรสุ่มนั้นได ้ สมบติัท่ีจะกล่าวถึงต่อไปน้ีคือสมบติัของการ
สลบัท่ีระหวา่งการหาผลบวกของอนุกรมกบัการหาอนุพนัธ์และการสลบัท่ีระหวา่งการหาปริพนัธ์และการ
หาอนุพนัธ์ซ่ึงจะน าไปใชใ้นการพิสูจน์ทฤษฏีบทท่ีใช้ส าหรับการหาโมเมนต์รอบจุดก าเนิดของตวัแปรสุ่ม
โดยการหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์  

ให ้ X   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตมี์จริง จะไดว้า่ 
(1)  ถา้  X   เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองแลว้ 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
k k

k tx tx
X X Xk k

x x

d dM t e p x e p x
dt dt

       

 

1.3 สมบัติของฟงัก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์
พิจารณาการกระจายอนุกรมแมคลอรินของ etx ดังนี้

ถ้าให้ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องที่ฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์มีจริง และโมเมนต์รอบจุดกำ�ำเนิดทุก

โมเมนต์มีจริง

จะเห็นไดว้า่ ฟงัก์ชนัก่อกำ�เนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือ่งใดๆ สามารถเขียนได้ในรปูของฟงัก์ชัน

ของโมเมนต์รอบจุดกำ�เนิด  โดยที่ k = 1,2,3,... ซึ่งยังคงเป็นจริงสำ�หรับกรณีของตัวแปรสุ่มต่อ

เนื่องที่ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์มีจริง หรืออาจกล่าวได้ว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มใดๆ สามารถ

กระจายในรูปของอนุกรมที่มีสัมประสิทธิ์ของ  คือ 

สมบัติหนึ่งที่สำ�คัญของฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ก็คือ ถ้าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มมี

จริง เราก็จะสามารถหาโมเมนต์ใดๆ ของตัวแปรสุ่มนั้นได้ สมบัติที่จะกล่าวถึงต่อไปนี้คือสมบัติของการสลับท่ี

ระหว่างการหาผลบวกของอนุกรมกับการหาอนุพันธ์และการสลับท่ีระหว่างการหาปริพันธ์และการหาอนุพันธ์ซึ่ง

จะนำ�ไปใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีใช้สำ�หรับการหาโมเมนต์รอบจุดกำ�เนิดของตัวแปรสุ่มโดยการหาอนุพันธ์ของ

ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์

ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มที่ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์มีจริง จะได้ว่า

(1) ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องแล้ว
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(2)  ถา้  X   เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองแลว้ 
 

  ( ) ( ) ( ) [ ( )]
k k

k tx tx
X X Xk k

d dM t e f x dx e f x dx
dt dt

 

 

     

       
ทฤษฎบีท 1.3.1   ถา้  X   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  มีจริง  ส าหรับจ านวนเต็มบวก  
k  ใด ๆ  สามารถหาโมเมนตร์อบจุดก าเนิดอนัดบั  k  ของ  X   ไดด้งัน้ี 

   [( 0) ]k
k E X   [ ]kE X ( ) (0)k

XM
0

( )
k

Xk
t

d M t
dt



  

 
พสูิจน์ 1.  กรณีท่ี  X   เป็นตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
  เพราะวา่      ( ) ( )tx

X X
x

M t e p x   

                ( ) ( ) ( )
k

k tx
X Xk

x

dM t e p x
dt

   

                 ( )
k

tx
Xk

x

d e p x
dt

      

                 ( )k tx
X

x
x e p x   

  นัน่คือ            ( ) (0) ( )k k
X X

x
M x p x   

                [ ]kE X   
 2.  กรณีท่ี  X   เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ือง   

  เพราะวา่      ( ) ( )tx
X XM t e f x dx





    

                ( ) ( ) ( )
k

k tx
X Xk

dM t e f x dx
dt





   

                 [ ( )]
k

tx
Xk

d e f x dx
dt





       

     ( )k tx
Xx e f x dx





    

  นัน่คือ             ( ) (0) ( )k k
X XM x f x dx





    

                 [ ]kE X  
 
 

(2) ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่องแล้ว

ทฤษฎีบท 1.3.1 ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มที่ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ X มีจริง สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก k 

ใดๆ สามารถหาโมเมนต์รอบจุดกำ�เนิดอันดับ k ของ X ได้ดังนี้

พิสูจน	์ 1.	 กรณีที่ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง
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รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

ตัวอย่ำง 1.3.1   ให้หาค่าคาดหมายและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม X  โดยการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั
ก่อก าเนิดโมเมนตใ์นกรณีท่ี 

(1) X  เป็นตวัแปรสุ่มทวนิามท่ีมีพารามิเตอร์ n   และ p  
(2) X  เป็นตวัแปรสุ่มปัวซงท่ีมีพารามิเตอร์       
(3) X  เป็นตวัแปรสุ่มแบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์   

กรณี (1)  ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  คือ  
    ( ) [ (1 )]t n

XM t pe p   ,     t     
     (1) 1( ) [ (1 )]   t n t

XM t n pe p pe    
   ดงันั้น    (1)[ ] (0) XE X M  
                 1[ (1 )]nn p p p np     
   เน่ืองจาก  (2) 2 2 1( ) ( 1)[ (1 )] ( ) [ (1 )]       t n t t n t

XM t n n pe p pe n pe p pe  
    ดงันั้น         2 (2)[ ] (0) XE X M  
                                                                   2 2 1( 1)[ (1 )] ( ) [ (1 )]n nn n p p p n p p p         
                  2( 1)n n p np    
   ท าใหไ้ดว้า่   2 2( ) [ ] [ ]V X E X E X   
                  2 2( 1) ( )n n p np np     
                  2 2 2 2( )n p np np np     
                 2 (1 )np np np p     
กรณี (2)  ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  คือ  
       ( 1)( )

te
XM t e  ,      t     

      (1) ( 1)( )  
te t

XM t e e  
  ดงันั้น    (1)[ ] (0) XE X M  
                       (1 1)e     
  เน่ืองจาก           (2) ( 1) 2 ( 1)( ) ( )    

t te t t e
XM t e e e e  

ดงันั้น             2 (2)[ ] (0) XE X M  
                                  (1 1) 2 (1 1) 2e e          

   ท าใหไ้ดว้า่        2 2( ) [ ] [ ]V X E X E X   
             2 2( )        
กรณี (3)  ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง X  คือ  
     1( )

1XM t
t




,      1t


     

     (1)
2( )

(1 )




XM t

t
 

ตัวอย่าง 1.3.1 ให้หาค่าคาดหมายและความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X โดยการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันก่อ

กำ�เนิดโมเมนต์ในกรณีที่

วิธีทำ�	 กรณี (1) ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของ X คือ
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ดงันั้น    (1)[ ] (0) XE X M  
                   
  เน่ืองจาก           

2
(2)

3

2( )
(1 )





XM t

t
 

ดงันั้น              2 (2)[ ] (0) XE X M  
                                     22  

  ท าใหไ้ดว้า่          2 2( ) [ ] [ ]V X E X E X   
            2 2 22 ( )          
 

ตัวอย่ำง 1.3.2   ให้หาฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ตัวแปรสุ่ม X   ซ่ึงมีการแจกแจงแบบเรขาคณิตท่ีมี
พารามิเตอร์คือ p   จากนั้นหาความแปรปรวนของ X  โดยใชฟั้งกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์
  ให ้ 1q p    เม่ือ p   คือความน่าจะเป็นท่ีจะประสบความส าเร็จโดยท่ี  1p q   

   เน่ืองจาก          
1

( ) ( )tx
X

x
M t e p x





     

                1

1

tx x

x
e q p






  

    
1
( )t x

x

p qe
q





   

     2 3( ) ( ) ...t t tp qe qe qe
q
       

    21 ( ) ...t t tp qe qe qe
q
         

    1
1

t
t

p qe
q qe
  

     
 

    
1

t

t
pe

qe



,     0 1tqe       หรือ   1ln( ) ln(1 )t p

q
     

 ดงันั้น       (1)
2

(1 ) ( )( )
(1 )

  




t t t t

X t
qe pe pe qeM t

qe
      

     2(1 )




t

t
pe
qe

 

 และ               
2

(2)
4

(1 ) 2(1 )( )( )
(1 )

   




t t t t t

X t
qe pe pe qe qeM t

qe
      

                
2 2

4

(1 ) 2 (1 )
(1 )

t t t t

t
qe pe pqe qe

qe
  




 

                
2

4

(1 )[(1 ) 2 ]
(1 )

t t t t

t
qe qe pe pqe

qe
  



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รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

ดงันั้น    (1)[ ] (0) XE X M  
                   
  เน่ืองจาก           

2
(2)

3

2( )
(1 )





XM t

t
 

ดงันั้น              2 (2)[ ] (0) XE X M  
                                     22  

  ท าใหไ้ดว้า่          2 2( ) [ ] [ ]V X E X E X   
            2 2 22 ( )          
 

ตัวอย่ำง 1.3.2   ให้หาฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ตัวแปรสุ่ม X   ซ่ึงมีการแจกแจงแบบเรขาคณิตท่ีมี
พารามิเตอร์คือ p   จากนั้นหาความแปรปรวนของ X  โดยใชฟั้งกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์
  ให ้ 1q p    เม่ือ p   คือความน่าจะเป็นท่ีจะประสบความส าเร็จโดยท่ี  1p q   

   เน่ืองจาก          
1

( ) ( )tx
X

x
M t e p x





     

                1

1

tx x

x
e q p






  

    
1
( )t x

x

p qe
q





   

     2 3( ) ( ) ...t t tp qe qe qe
q
       

    21 ( ) ...t t tp qe qe qe
q
         

    1
1

t
t

p qe
q qe
  

     
 

    
1

t

t
pe

qe



,     0 1tqe       หรือ   1ln( ) ln(1 )t p

q
     

 ดงันั้น       (1)
2

(1 ) ( )( )
(1 )

  




t t t t

X t
qe pe pe qeM t

qe
      

     2(1 )




t

t
pe
qe

 

 และ               
2

(2)
4

(1 ) 2(1 )( )( )
(1 )

   




t t t t t

X t
qe pe pe qe qeM t

qe
      

                
2 2

4

(1 ) 2 (1 )
(1 )

t t t t

t
qe pe pqe qe

qe
  




 

                
2

4

(1 )[(1 ) 2 ]
(1 )

t t t t

t
qe qe pe pqe

qe
  




 

ตัวอย่าง 1.3.2 ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ตัวแปรสุ่ม X ซึ่งมีการแจกแจงแบบเรขาคณิตที่มีพารามิเตอร์คือ 

p จากนั้นหาความแปรปรวนของ X โดยใช้ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ 

ให้  เมื่อ p คือความน่าจะเป็นที่จะประสบความสำ�เร็จโดยที่ 

วิิธีีทำำ�
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                3

(1 2 )
(1 )

t t t

t
pe qe qe

qe
 




 

                3

(1 )
(1 )

t t

t
pe qe

qe





 

 ดงันั้น     (1)[ ] (0) XE X M    
                                                                              2

1
(1 )

p
q p

 


 

  และ                2 (2)[ ] (0) XE X M  
                 3 2

(1 ) 1
(1 )
p q q

q p
 

 


 

  ท าใหไ้ดว้า่   2 2( ) [ ] [ ]V X E X E X   

              
2

2 2

1 1q q
p p p

 
   

 
     

 
ตัวอย่ำง 1.3.3  ให้หาโมเมนต์รอบจุดก าเนิดอนัดบั k  เม่ือ k  เป็นจ านวนเต็มบวกของตวัแปรสุ่มปรกติ
มาตรฐาน (ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.6-8.7)   
  ให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มปรกติมาตรฐานจะไดว้า่ 

    
21

2( )
t

XM t e    , t        

 ดงันั้น    
21

( ) 2( ) 
k tk

X k
dM t e
dt

 

              2

0

1 1
! 2

nk

k
n

t
n

d
dt





        
  

   2

0

1
!

1
2

k
n

n k
n n

d t
dt





  

ถา้ 1k  
(1) 2(0) 2(1) 2(2) 2(3) 2(4) 2(5)

0 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1
0! 1! 2! 3! 4! 5!

1 1 1 1 1 1( )
2 2 2 2 2 2

      X
d d d d d dM t t t t t t t
dt dt dt dt dt dt

 

             3 5 7 9
1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! 5!

1 1 1 1 10 2 4 6 8 10
2 2 2 2 2

t t t t t        
(1) (0) 0XM  

 
ถา้ 2k  

(2) 2 4 6 8
1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! 5!

1 1 1 1 1( ) 2 4(3) 6(5) 8(7) 10(9)
2 2 2 2 2

     XM t t t t t  

ตัวอย่าง 1.3.3 ให้หาโมเมนต์รอบจุดกำ�เนิดอันดับ k เมื่อ k เป็นจำ�นวนเต็มบวกของตัวแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน 

(ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.6-8.7) 

วิธีทำ�	 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มปรกติมาตรฐานจะได้ว่า
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ตัวอย่ำง 1.3.3  ให้หาโมเมนต์รอบจุดก าเนิดอนัดบั k  เม่ือ k  เป็นจ านวนเต็มบวกของตวัแปรสุ่มปรกติ
มาตรฐาน (ปรับปรุงจาก กฤษณะ เนียมมณี, 2542, น. 8.6-8.7)   
  ให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มปรกติมาตรฐานจะไดว้า่ 
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วิธีทำ�	 จากความสัมพันธ	์ 		

จะได้ว่า		

จากทฤษฎีบท 1.3.2 สามารถหาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม X ได้ดังนี้

และเนื่องจาก

ทำ�ให้ได้ว่า

เนื่องจาก

ดังนั้น
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ทฤษฎีบท 1.3.3 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกันและฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของแต่ละ

ตัวแปรสุ่มมีจริง ฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y สามารถหาได้จาก

	

พิสูจน์	 เพราะว่า	

เนื่่�องจากตััวแปรสุ่่�ม X และ Y เป็็นอิิสระต่่อกััน ดัังนั้้�นฟัังก์์ชัันของตััวแปรสุ่่�มทั้้�งสองก็็จะเป็็นตััวแปรสุ่่�มที่่�เป็็น

อิสระต่อกันด้วย (ดูการพิสูจน์ในภาคผนวกของบทที่ 2) ทำ�ำให้ได้ว่า

	

เพิ่มเติมจากทฤษฎีบท 1.3.3 ในกรณีท่ี  จะได้ 

จากทฤษฎีบท 1.3.3 ที่กล่าวว่าฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของผลบวกของตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระกันสอง

ตัวมีค่าเท่ากับผลคูณของฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มท้ังสอง สามารถขยายไปสู่การหาฟังก์ชันก่อ

กำ�ำเนิดโมเมนต์ของผลบวกของตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระกัน n ตัวตามบทแทรกต่อไปนี้

บทแทรก 1.3.1 ให้  เป็นตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระต่อกันและฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของแต่ละ

ตัวแปรสุ่มมีจริง ฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม  สามารถหาได้จาก

บทแทรก 1.3.2 ให้  เป็นตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระต่อกัน แต่ละตัวแปรสุ่มมีการแจกแจงเหมือน

กันและฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของแต่ละตัวแปรสุ ่มมีจริง ฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ ่ม 

 สามารถหาได้จาก

ตัวอย่าง 1.3.5 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มทวินามที่เป็นอิสระกันโดยมีพารามิเตอร์คือ (n, p) และ (m, p) 
ตามลำ�ำดับ ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y
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วิธีทำ�ำ	 ฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z สามารถหาได้โดย

	

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y มีลักษณะเช่นเดียวกับฟังก์ชันก่อกำ�ำเนิด

โมเมนต์ของตัวแปรสุ่มทวินามที่มีพารามิเตอร์คือ n + m และ p	

ตัวอย่าง 1.3.6 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มปัวซงที่เป็นอิสระกันโดยมีพารามิเตอร์คือ λ1 และ λ2 ตาม

ลำ�ดับ ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y

วิธีทำ�	 ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z สามารถหาได้โดย

	

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y มีลักษณะเช่นเดียวกับฟังก์ชันก่อกำ�เนิด

โมเมนต์ของตัวแปรสุ่มปัวซงที่มีพารามิเตอร์คือ λ1 + λ2	

ตัวอย่าง 1.3.7 ให้ Y เป็นตัวแปรสุ่มทวินาม ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มนี้โดยใช้ฟังก์ชัน 

ก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี 

วิธีทำ�	 เนื่องจากตัวแปรสุ่มทวินามคือผลบวกของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีเป็นอิสระกันและมีการแจกแจงเหมือน

กันจำ�นวน n ตัว นั่นคือ  โดยที่ Xi มีการแจกแจงแบร์นูลลีที่มีพารามิเตอร์คือ p 

และ i = 1, 2, … , n โดยบทแทรก 1.3.2 จะได้ว่า

	

ตัวอยา่ง 1.3.8 ให้ X และ Y เปน็ตวัแปรสุม่ปรกตท่ีิเปน็อสิระกันโดยมีพารามิเตอร์คอื  และ  

ตามลำ�ดับ ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y

วิธีทำ�	 ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z สามารถหาได้โดย
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ตัวอย่ำง 1 .3.9  ให้ 1 2 3, , ,..., nX X X X   เป็นตัวแปรสุ่มไคก าลังสองท่ี เป็นอิสระกันและแต่ละตัวมี
พารามิเตอร์หรือองศาเสรีคือ 1 ใหห้าฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม 1 2 ...    nY X X X  

โดยบทแทรก 1.3.2 จะไดว้า่ 
  ( ) [ ( )] n

Y XM t M t       

                                                                             
1
21

1 2

 
      
 

n

t
    

                 21
1 2
    

n

t
,      1

2
t    

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม 1 2 ...    nY X X X  มีลักษณะเช่นเดียวกับ
ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มไคก าลงัสองท่ีมีพารามิเตอร์หรือองศาเสรีคือ n     
 
ตัวอย่ำง 1.3.10  ให้ 1 2 3, , ,..., nX X X X   เป็นตวัแปรสุ่มปรกติท่ีเป็นอิสระกนัและแต่ละตวัมีพารามิเตอร์

เหมือนกนัคือ 2( , )    ใหห้าฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม 
1

1


 
n

i
i

Y X
n

 

เพราะวา่  ( ) [ ] tY
YM t E e       

                                                                             
1 2 3

1 ( )
[ ]

      
nt X X X X

nE e    
                  1 2 3[ ]

   
 n

t t t tX X X X
n n n nE e   

            1 2 3[ ] n
t t t tX X X X
n n n nE e e e e  

             1 2 3[ ] [ ] [ ] [ ]n
t t t tX X X X
n n n nE e E e E e E e  

                 
1 2 3
( ) ( ) ( ) ( )

nX X X X
t t t tM M M M
n n n n

   

                    
1
( )    

n

X
tM
n

 

                       
2

21
2

     
 

 
 
  

n
t t
n ne  

                     
2

21
2
 


t t

ne ,      t      
   

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม 
1

1


 
n

i
i

Y X
n

 หรือค่าเฉล่ียตัวอย่างมีลักษณะ

เช่นเดียวกบัฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มปรกติท่ีมีพารามิเตอร์คือ   และ 
2

n
   

 

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y มีลักษณะเช่นเดียวกับฟังก์ชันก่อกำ�เนิด

โมเมนต์ของตัวแปรสุ่มปรกติที่มีพารามิเตอร์คือ  และ 	

ตัวอย่าง 1.3.9 ให้  เป็นตัวแปรสุ่มไคกำ�ลังสองที่เป็นอิสระกันและแต่ละตัวมีพารามิเตอร์

หรือองศาเสรีคือ 1 ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม 

วิธีทำ�	 โดยบทแทรก 1.3.2 จะได้ว่า

	

ใหส้งัเกตวา่ฟงักช์นัก่อกำ�เนดิโมเมนตข์องตวัแปรสุม่  มีลกัษณะเช่นเดยีวกับฟงักชั์นก่อ

กำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มไคกำ�ลังสองที่มีพารามิเตอร์หรือองศาเสรีคือ n	

ตัวอย่าง 1.3.10	 ให้  เป็นตัวแปรสุ่มปรกติที่เป็นอิสระกันและแต่ละตัวมีพารามิเตอร์ 

เหมือนกันคือ  ให้หาฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม 

วิธีทำ�	 เพราะว่า

ให้สังเกตว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม  หรือค่าเฉลี่ยตัวอย่างมีลักษณะเช่นเดียวกับ

ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มปรกติที่มีพารามิเตอร์คือ μ และ 	
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จากตัวอย่าง 1.3.5 ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มทวินามที่เป็นอิสระกันโดยมีพารามิเตอร์

คือ (n, p) และ (m, p) ตามลำ�ดับ และเราได้ข้อสรุปว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Z = X + Y  

มีลักษณะเช่นเดียวกับฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มทวินามท่ีมีพารามิเตอร์คือ n + m และ p  

ผลลัพธ์เช่นนี้เกิดข้ึนโดยบังเอิญหรือไม่ เราสามารถจะสรุปได้ไหมว่า ตัวแปรสุ่ม Z = X + Y เป็นตัวแปร 

สุ่มทวินามที่มีพารามิเตอร์เป็น n + m และ p เราสามารถสรุปได้ในทำ�นองเดียวกันกับตัวอย่างอื่นๆ (ตัวอย่าง 

1.3.6-1.3.10) หรือไม่ ทฤษฎีต่อไปนี้จะแสดงให้เห็นว่าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์มีสมบัติท่ีเรียกว่า “ความ 

เป็นได้อย่างเดียว (uniqueness)” กล่าวคือฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์รูปแบบหนึ่งๆ นั้นจะเป็นส่ิงท่ีกำ�หนด

ลักษณะการแจกแจงของตัวแปรสุ่มได้เพียงลักษณะเดียวเท่านั้น 

ทฤษฎีบท 1.3.4 ทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียว (Uniqueness Theorem) (Khazanie, 1976, p.445) 

ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์มีจริง ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มสอง

ตัวเท่ากันก็ต่อเมื่อตัวแปรสุ่มทั้งสองมีการแจกแจงแบบเดียวกัน

กล่าวอีกนัยหนึ่งก็คือ ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มสองตัว ถ้า MX(t) = MY(t) สำ�หรับทุกค่าของ 

t ที่อยู่ในช่วง (–h, h) ก็ต่อเมื่อ FX(u) = FY(u) เมื่อ u เป็นจำ�นวนจริงใดๆ

ทฤษฎีบทความเปน็ไดอ้ยา่งเดยีวใช้ในการพสูิจนว์า่ ถ้าฟงักช์นัก่อกำ�เนดิโมเมนตมี์จรงิสำ�หรับการแจกแจง

ความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มหนึ่งๆ แล้ว แบบรูปของฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์สามารถกำ�หนดได้เพียงแบบ

เดียว และถ้าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มสองตัวเหมือนกันแล้ว ตัวแปรสุ่มสองตัวนั้นจะต้องมีการ

แจกแจงความน่าจะเป็นแบบเดียวกัน 

ตัวอย่าง 1.3.11 ให้ใช้ทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียวในการหาการแจกแจงของตัวแปรสุ่มที่เป็นฟังก์ชันของ

ตัวแปรสุ่มอื่นๆ ในตัวอย่าง 1.3.5-1.3.10

วิธีทำ�	 โดยการใช้ทฤษฎีบท 1.3.4 สามารถสรุปได้ว่า

(1)	 ตัวแปรสุ่ม Z = X + Y ในตัวอย่าง 1.3.5 คือตัวแปรสุ่มทวินามที่มีพารามิเตอร์คือ n + m และ p 

(2)	 ตัวแปรสุ่ม Z = X + Y ในตัวอย่าง 1.3.6 คือตัวแปรสุ่มปัวซงที่มีพารามิเตอร์คือ λ1 + λ2

(3)	 ตัวแปรสุ่ม Y = X1 + X2 +...+ Xn ในตัวอย่าง 1.3.7 คือตัวแปรสุ่มทวินามท่ีมีพารามิเตอร์คือ n และ p

(4)	 ตัวแปรสุ่ม Z = X + Y ในตัวอย่าง 1.3.8 คือตัวแปรสุ่มปรกติที่มีพารามิเตอร์คือ μ1 + μ2 และ  

(5)	 ตัวแปรสุ่ม  ในตัวอย่าง 1.3.9 คือตัวแปรสุ่มไคกำ�ลังสองที่มีองศาเสรีคือ n

(6)	 ตัวแปรสุ่ม  หรือค่าเฉลี่ยตัวอย่าง ในตัวอย่าง 1.3.10 คือตัวแปรสุ่มปรกติที่มีพารามิเตอร์คือ 

μ และ 
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(6) ตวัแปรสุ่ม 
1

1


 
n

i
i

Y X
n

หรือค่าเฉล่ียตวัอยา่ง ในตวัอยา่ง 1.3.10 คือตวัแปรสุ่มปรกติท่ีมีพารามิเตอร์คือ 

  และ 
2

n
 

 
ตัวอย่ำง 1.3.12  ถา้ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม  X   คือ  2.5( 1)( ) 

te
XM t e   จงหา ( 0)P X   

เน่ืองจากแบบรูปของฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มปัวซงทีมีพารามิเตอร์   คือ ( 1) tee   
จากทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียว ท าให้สามารถสรุปได้ว่าตัวแปรสุ่ม  X  มีการแจกแจงปัวซงท่ีมี
พารามิเตอร์เท่ากบั 2.5  ดงันั้น 

  2.5( 0)  P X e   
           0.0821         
 
ตัวอย่ำง 1.3.13  (ดดัแปลงจาก Khazanie, 1976, p. 445) ให้ X  และ Y  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระกนั แต่ละ
ตวัมีการแจกแจงความน่าจะเป็นดงัน้ี 
     ( ) , 1, 2,3

6
  

xP X x x      

     2( ) , 1,2,3
10


   
yP Y y y  

ใหใ้ชฟั้งกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตใ์นการหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของ 1  Z X Y  และ 2  Z X Y  
  เน่ืองจาก   1 2 31 2 3( )

6 6 6
  t t t

XM t e e e  

     1 2 31 4 5( )
10 10 10

  t t t
YM t e e e  

 เพราะวา่ X  และ Y  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระกนั  ดงันั้น 
     

1
( ) ( ) ( )Z X YM t M t M t  

              และ    
2
( ) ( ) ( ) Z X YM t M t M t  

 
1

1 2 3 1 2 31 2 3 1 4 5( )
6 6 6 10 10 10

        
  

t t t t t t
ZM t e e e e e e     

               0 1 2 3 4 5 61 2 3 4 13 22 15
60 60 60 60 60 60 60

      t t t t t t te e e e e e e  

  
2

1 2 3 1 2 31 2 3 1 4 5( )
6 6 6 10 10 10

         
  

t t t t t t
ZM t e e e e e e  

      2 1 0 1 2 3 45 14 23 12 1 2 3
60 60 60 60 60 60 60

       t t t t t t te e e e e e e  

 นัน่คือการแจกแจงความน่าจะเป็นของ 1  Z X Y  และ  2  Z X Y  แสดงไดด้งัน้ี 
  

ตัวอย่าง 1.3.12 ถ้าฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม X คือ  จงหา P(X = 0)

วิธีทำ�	 เนื่องจากแบบรูปของฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มปัวซงที่มีพารามิเตอร์ λ คือ  

จากทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียว ทำ�ให้สามารถสรุปได้ว่าตัวแปรสุ่ม X มีการแจกแจงปัวซงที่มีพารามิเตอร์

เท่ากับ 2.5 ดังนั้น

	

ตัวอย่าง 1.3.13 (ดัดแปลงจาก Khazanie, 1976, p.445) ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระกัน 

แต่ละตัวมีการแจกแจงความน่าจะเป็นดังนี้

วิธีทำ�
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1z  0  1  2  3  4  5  6  
1 1( )P Z z  1
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2z  2  1  0  1  2  3  4  

2 2( )P Z z  5
60

 14
60

 23
60

 12
60
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60

 2
60
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60

 

      
            
 
ตัวอย่ำง 1.3.14  ให้ X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงปรกติมาตรฐาน ให้ใชฟั้งก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ใน
การหาการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม 2Y X  
  เน่ืองจาก   ( ) [ ] tY

YM t E e  

                                                                               2

[ ] tXE e  

                              
2

2
1
21

2






 
xtxe e dx  

                  
21(1 2 )

21
2


 



 
t x

e dx  

             
2

1
1 ( 0)
21 (1 2 )

1

1(1 2 )
2 (1 2 )


 

 




 



x

tt e dx
t

                                                                       

             เพราะวา่  
2

1
1 ( 0)
2 (1 2 )

1

1
2 (1 2 )









x
te

t
คือฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจง

ปรกติท่ีมีค่าเฉล่ียคือ 0  และความแปรปรวนเท่ากบั 1)21(  t  ดงันั้น 

       
1
2( ) (1 2 ) (1)


 YM t t  

                       
1
2(1 2 )


  t ,      

1
2

t                     

 ข้อสังเกต  เน่ืองจากความแปรปรวนของการแจกแจงปรกติคือ 1(1 2 ) t   แสดงว่า 1 2 0 t   หรืออาจ
พิจารณาวา่ ( )YM t  จะตอ้งมีค่ามากกวา่ศูนยเ์สมอ นัน่หมายความวา่ 1 2 0 t  หรือ 1

2
t  นัน่เอง 

  ดงันั้นจากทฤษฎีบทความเป็นไดอ้ยา่งเดียว สามารถสรุปไดว้า่ ตวัแปรสุ่ม 2Y X   มีการแจกแจง
ไคก าลงัสองท่ีมีองศาเสรีเท่ากบั 1   หรือคือการแจกแจงแกมมาท่ีมีพารามิเตอร์ 1/ 2    และ 2    
          
             
 

วิธีทำ�

ตัวอย่าง 1.3.14
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20                                                                                                                            บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์       
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

ตัวอย่ำง 1.3.15  (ปรับปรุงจาก Khazanie, 1976, p. 447) ให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองใด ๆ ท่ีมีฟังกช์นัการ
แจกแจงคือ ( )XF x  และมีฟังก์ชนัความหนาแน่นความน่าจะเป็น ( )Xf x  ให้ใช้ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์
การแสดงวา่ตวัแปรสุ่ม ( ) XY F X  มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง [0,1]  
  เน่ืองจากฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม ( ) XY F X  คือ 
     ( ) [ ] tY

YM t E e  
                 ( )[ ] XtF XE e  

                 ( ) ( )




  XtF x
Xe f x dx  

 เพราะวา่  ( ) ( )X XdF x f x dx   และถา้  0t   จะไดว้า่ 

     ( )1( ) ( )




  XtF x
Y XM t e dtF x

t
 

                 ( )1 


 XtF xe

t
 

                      
( ) ( ) 


X XtF tFe e

t
 

  เน่ืองจาก lim ( ) 1Xx
F x


  และ lim ( ) 0Xx

F x


    ท าใหไ้ดว้า่ 

                   1( ) 


t

Y
eM t

t
,      0t   

  พึงระลึกวา่ ในกรณีท่ี 0t  จะได ้ (0) 1YM  และโดยทฤษฎีบทความเป็นไดอ้ยา่งเดียว ฟังก์ชนั
ก่อก าเนิดโมเมนต์ของ ( ) XY F X มีแบบรูปเหมือนกบัฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ของตวัแปรสุ่มท่ีมีการ
แจกแจงเอกรูปในช่วง [0,1]  ดงันั้นจึงสรุปไดว้า่ตวัแปรสุ่ม ( ) XY F X  มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง [0,1]  
สมบติัน้ีมีประโยชน์อยา่งยิ่งในการสร้างตวัเลขสุ่มท่ีมีการแจกแจงตามแบบต่าง ๆ ตามท่ีตอ้งการโดยอาศยั
เลขสุ่มจากจากการแจกแจงเอกรูปในช่วง [0,1]  
          
 

1.4  สรุป 
 
 ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มมีขอ้ดีคือ เราสามารถนิยามฟังก์ชนัน้ีให้กบัตวัแปรสุ่มได้
ทุกประเภท  นอกจากนั้นฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตย์งัมีประโยชน์อยา่งยิง่ในการหาโมเนตร์อบจุดก าเนิด ค่า
คาดหมาย  ความแปรปรวน  หรือแมก้ระทัง่ใชห้าการแจกแจงของตวัแปรสุ่มหรือฟังก์ชนัของตวัแปรสุ่มได ้  
อยา่งไรก็ตาม ทฤษฏีบทเก่ียวกบัฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์นั้นส่วนใหญ่จะใชไ้ดก้็ต่อเม่ือฟังก์ชนัก่อก าเนิด
โมเมนต์ท่ีพิจารณานั้นนิยามบนช่วง ( , )b b   ส าหรับบาง b  ท่ีมากกว่าศูนย  ์ ซ่ึงเป็นขอ้จ ากดัอย่างหน่ึง  
เพราะวา่ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มบางตวัอาจไม่มีจริงก็ได ้  เช่น  ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์

ตัวอย่าง 1.3.15 (ปรับปรุงจาก Khazanie, 1976, p. 447) ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่องใดๆ ที่มีฟังก์ชัน

การแจกแจงคือ FX(x) และมีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น fX(x) ให้ใช้ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์การ

แสดงว่าตัวแปรสุ่ม Y = FX(X) มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง [0, 1]

วิธีทำ�	 เนื่องจากฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม Y = FX(X) คือ

พึงระลึกว่า ในกรณีที่ t = 0 จะได้ MY(0) = 1 และโดยทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียว ฟังก์ชัน

ก่อกำ�เนดิโมเมนตข์อง Y = FX(X) มแีบบรปูเหมอืนกบัฟงักช์นักอ่กำ�เนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มที่มกีารแจกแจง

เอกรูปในช่วง [0, 1] ดังนั้นจึงสรุปได้ว่าตัวแปรสุ่ม Y = FX(X) มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง [0, 1] สมบัติ

นี้มีประโยชน์อย่างยิ่งในการสร้างตัวเลขสุ่มที่มีการแจกแจงตามแบบต่างๆ ตามท่ีต้องการโดยอาศัยเลขสุ่มจาก 

การแจกแจงเอกรูปในช่วง [0, 1]
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1.4 สรุุป
ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มมีข้อดีคือ เราสามารถนิยามฟังก์ชันนี้ให้กับตัวแปรสุ่มได้ 

ทุกประเภท นอกจากนั้นฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ยังมีประโยชน์อย่างย่ิงในการหาโมเมนต์รอบจุดกำ�เนิด  

ค่าคาดหมาย ความแปรปรวน หรือแม้กระท่ังใช้หาการแจกแจงของตัวแปรสุ่มหรือฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มได้ 

อยา่งไรกต็าม ทฤษฎีบทเก่ียวกับฟงัก์ชนัก่อกำ�เนดิโมเมนตน์ัน้สว่นใหญ่จะใช้ไดก็้ตอ่เม่ือฟงัก์ชันก่อกำ�เนดิโมเมนต์

ที่พิจารณานั้นนิยามบนช่วง (–b, b) สำ�หรับบาง b ที่มากกว่าศูนย์ ซึ่งเป็นข้อจำ�กัดอย่างหนึ่ง เพราะว่าฟังก์ชัน

ก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มบางตัวอาจไม่มีจริงก็ได้ เช่น ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มโคชี  

ดงันัน้จงึมวีธีิแก้ไขปญัหาดงักลา่วโดยการนิยามฟงัก์ชนัอกีลักษณะหนึง่ทีเ่รยีกวา่ฟงัก์ชันลกัษณะ (characteristic 

function) ซึ่งอยู่นอกขอบเขตของเนื้อหาในระดับนี้
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22                                                                                                                            บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์       
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

แบบฝึกหัดบทที่ 1 
 
1.  ให ้ X   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็น  1, 2, 3,  และ  4  ดว้ยความน่าจะเป็น  0.1, 0.2, 0.3,  และ  0.4  ตามล าดบั

จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง  X  

2.  สมมุติให ้ 3( ) nP X n q p    ส าหรับ  3n  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง  X  

3.  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นคือ  

( ) 2
0


 



X

x
f x x  

,0 1 x  
,1 2 x  
, ท่ีอ่ืน ๆ 

  
4.  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นคือ 

21
( ) 2

0


 


x

X
x e

f x  , 0x  
, ท่ีอ่ืน ๆ 

         
5.  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงเอกรูปในช่วง 1 2( , )   

6.  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีการแจกแจงลาปลาซ (Laplace)  ดงัน้ี 

           ( ) , 0,
2

a x
X

af x e a x       

7.  ใหแ้สดงวา่ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตต์วัแปรสุ่มไคก าลงัสองท่ีมีพารามิเตอร์คือ   คือ 

21 1( ) ,
1 2 2XM t t

t



    
    

8. ให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงบีตาโดยมีพารามิเตอร์คือ   และ   

    8.1  ใหห้าค่า  [ (1 ) ]a bE X X   ส าหรับจ านวนจริง a   และ b    

     8.2  จงหาฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์อง ln( )Y X   

แบบฝึึกหััดบทที่่� 1
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บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์                                                                                                                                       23 
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

9. ก าหนดให้ตวัแปรสุ่ม X  มีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตคื์อ tttt
X eeeetM 22

4
1

4
1

3
1

6
1)(     ให้หา  

     (| | 1)P X   

10.  ถ้าทราบว่าตวัแปรสุ่ม  X   มีฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์คือ  ( ) , ln(2)
2

t

X t
eM t t

e
 


   ให้หา  

      ( 2)P X   และ ( 2)P X   

11.  สมมุติให้ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ของตวัแปรสุ่ม  X   คือ  1 2 1 3( )
3 4

   
   
  

t t

X
e eM t  ให้หา   

       ( 1)P X  , ( 2)P X  , และ ( 3)P X    

12. จงหาฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต ์ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีฟังก์ชนัมวลความ 
น่าจะเป็นหรือฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็น ( )Xf x   ดงัต่อไปน้ี 

   12.1  2
( )

0


 


X

x
f x  , 0 1x   

,  ท่ีอ่ืน ๆ 
 
     12.2   | |1( )

2
 x

Xf x e          ,   x    

  

     12.3  
12 1

( ) 3 3
0

  
     



x

Xf x   , 1,2,3,...x   

 , ท่ีอ่ืน ๆ 
  

     12.4   
2 2

( ) !
0


 


x

X

e
f x x  , 0,1,2,...x   

, ท่ีอ่ืน ๆ 
  

     12.5    ( )
0


 


x

X
e

f x  , 0x   
, 0x   

  

      12.6.  
1

( )
0


 


Xf x n  . 1,2,3,...,x n  
,  ท่ีอ่ืน ๆ 
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24                                                                                                                            บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์       
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

13. สมมุติวา่ในการดึงไพ ่ 3  ใบโดยสุ่มจากส ารับชุดหน่ึง ผูเ้ล่นจะไดเ้งินเท่ากบัจ านวนไพสี่แดงท่ีสุ่มไดจ้าก 
ไพ ่3 ใบนั้น  ถา้มีผูเ้ล่นจ านวน  10  คน  แต่ละคนสุ่มไพ ่3 ใบ ท าเช่นน้ีทีละคน คนละ 1 รอบ   อยา่งเป็น
อิสระกนั  ให้ X เป็นตวัแปรสุ่มแทนจ านวนเงินรวมทั้งหมดของคน 10 คนน้ี  จงหาฟังก์ชนัก่อก าเนิด
โมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม X  

14.  ใหต้วัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง   0.5,0.5   จงหา  ( )XM t   และ  [ ]E X  

15. สมมุติใหฟั้งกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม  X   คือ  t

t

X e
etM
23

)(


   จงหาค่าเฉล่ียและความ 

  แปรปรวนของตวัแปรสุ่ม X  

16.   จงหาความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตคื์อ  3( 1)( )
te

XM t e     
17.  ก าหนดให้ตัวแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงปัวซงท่ีมีค่าเฉล่ียคือ    จงหา  2[ ]E X  โดยใช้ฟังก์ชัน 

   ก่อก าเนิดโมเมนต ์

18.   จงหาค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม X   ถา้ทราบวา่  
10

4
31)( 







 


t

X
etM    

19.  ใหใ้ชฟั้งกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตใ์นการหาโมเมนตท่ี์ 1 และ 2 รอบจุดก าเนิดของตวัแปรสุ่มเอกรูปในช่วง      
  1 2( , )   

20.  ใหต้วัแปรสุ่ม X   มีฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นดงัน้ี       

2

( )
0


 


x

X
cxe

f x  
, 0x  
, ท่ีอ่ืน ๆ 

 จงหาค่าของ c  จากนั้นหาฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต ์ค่าคาดหมายและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่มน้ี 

21.  ก าหนดใหต้วัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงปรกติมาตรฐาน จงหา  4[ ]E X   และ  6[ ]E X  

22.  ถา้ให ้ 5 71 1 1( )
6 3 2

t t t
XM t e e e     จงหาสูตรทัว่ไปส าหรับ  [ ]nE X  

23.  สมมุติให ้ 2)3(
9)(

t
tM X 
   จงหาสูตรทัว่ไปส าหรับ  [ ]nE X  

24.  ถ้า ฟังก์ชันก่อก า เ นิดคิวมูแลนต์  (cumulant generating function)  ของตัวแปรสุ่ม  X  นิยามโดย  
       ( ) ln ( )X Xt M t    ใหแ้สดงวา่   ( ) ''(0)V X  

3

3 3 110

10

1 2

22.

23.

24.
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25.  ใหใ้หต้วัแปรสุ่ม X และ Y  เป็นอิสระต่อกนัและต่างก็มีการแจกแจงเอกรูปในช่วง (0,1)  จงหาฟังกช์นั
ก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม  X Y  

26.  ให้ตวัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์คือ n  และ p     ถา้ตวัแปรสุ่ม  2 5 Y X    
       ใหห้าฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม Y  
27.  ก าหนดให้  1 2, ,..., nX X X   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนั  โดยท่ี iX  แต่ละตวัต่างก็มีการแจกแจง 
     แบบเลขช้ีก าลงัท่ีมีพารามิเตอร์คือ    จงหาการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม  1 2    nY X X X  

28.  ถ้าตวัแปรสุ่ม X และ Y  มีฟังก์ชันก่อก าเนิดโมเมนต์คือ )(tM X  และ )(tMY ตามล าดบั  สมมุติว่า     

  )()12(
3
1)( 3 tMetM Y

t
X    ถา้ [ ] 10E Y ละ ( ) 12V Y   จงหา [ ]E X  และ ( )V X  

29.  ถา้บริษทัประกนัภยัแห่งหน่ึงรับประกนัภยับา้นในจงัหวดั 3 จงัหวดั  ถา้ความเสียหายท่ีเกิดข้ึนแก่บา้นใน   
  แต่ละจงัหวดัในปีหน่ึง ๆ คือ 1 2 3, ,X X X   ซ่ึงเป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระต่อกนัโดยมีฟังกช์นัก่อก าเนิด 
โมเมนตส์ าหรับการแจกแจงความเสียหายในแต่ละจงัหวดัคือ   

1

3( ) (1 2 ) XM t t   5.2)21()(
2

 ttM X   5.4)21()(
3

 ttM X   

ให้ตวัแปรสุ่ม Y  แทนความเสียหายรวมท่ีเกิดข้ึนในปีหน่ึง กล่าวคือ 1 2 3  Y X X X   ให้หา
ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของความเสียหายรวมต่อปี 

30.  ถา้ความเสียหายท่ีเกิดข้ึนกบับริษทัแห่งหน่ึงมีฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตคื์อ 

           0.16( ) , 0.16
0.16XM t t

t
 


  

       สมมุติว่ากรมธรรม์ประกนัภยัจ่ายค่าสินไหมทดแทนเพียงแค่ 70%  ของความเสียหายท่ีเกิดข้ึน ให้หา 
       ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของค่าสินไหมทดแทน 

31.  สมมุติให ้ ( )XM t  เป็นฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มตวัหน่ึง  จงพิจารณาวา่ขอ้ใดต่อไปน้ีมี 
       สมบติัเป็นฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม  จงอธิบาย 

  (i)  ( ) (5 )X YM t M t  

    (ii)  2 ( )XM t  

  (iii)   ( )t
Xe M t  
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32.   ให้ตวัแปรสุ่ม  U   มีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนตคื์อ  1( )
(1 )


UM t

t
  และตวัแปรสุ่ม  V   มีฟังก์ชนั 

         ก่อก าเนิดโมเมนต์คือ  
4

1( )
(1 )


VM t

t
  โดยท่ี  U   และ  V   เป็นอิสระกัน   ถ้าตัวแปรสุ่ม 

          W U V   ใหห้าค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม W  

33.   ใหต้วัแปรสุ่ม iX  แทนจ านวนรถโดยสารขาเขา้  ณ  สถานีรถโดยสารแห่งหน่ึงในช่วงเวลา  1i   นาที  
         ถึง i  นาที มีการแจกแจงปัวซงท่ีมีค่าเฉล่ียเท่ากบั 2    ถ้าตวัแปรสุ่ม 1 2   n nY X X X  แทน 
         จ านวนรถโดยสารท่ีมาถึงสถานีใน   n   นาทีแรก   ถา้ 1 2, ,..., nX X X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระและ 
         มีการแจกแจงเหมือนกนั ใหห้าค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม nY  

34.  ให้  X   และ  Y   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีเป็นอิสระกนั ถา้ ba,   และ c  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ให้หาฟังก์ชนั
ก่อก าเนิดโมเมนต์ของตวัแปรสุ่ม cbYaXZ    ถา้ X   และ  Y   มีฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์
เป็น  ( )XM t และ ( )YM t  ตามล าดบั 

35.   ถา้  iX   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์  in  และ ip    โดยท่ี iX  แต่ละตวัเป็น
อิสระกนั  

        (i)  ถ้า ip p  ให้แสดงว่าตวัแปรสุ่ม 
1


n

i
i

Y X   มีการแจกแจงทวินามพร้อมระบุพารามิเตอร์ 

(ii)  ถา้ ip  มีค่าไม่เท่ากนั ตวัแปรสุ่ม 
1


n

i
i

Y X   ยงัคงมีการแจกแจงทวนิามหรือไม่  

36.  ให้  1 2,X X  และ 3X  เป็นตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีมีพารามิเตอร์ 0.6p  ให้หาฟังก์ชันก่อก าเนิด
โมเมนตข์องตวัแปรสุ่ม 1 2 3Y X X X  จากนั้นหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่มน้ี 

37.  ให้ใช้ฟังก์ชนัก่อก าเนิดโมเมนต์ในการแสดงว่า ถา้ตวัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงแบบเลขช้ีก าลงัแล้ว     
ตวัแปรสุ่ม Y cX  ( 0c  )  จะมีการแจกแจงแบบเลขช้ีก าลงัดว้ย  

38.  ให้ Z  เป็นตวัแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน ถา้ให้ตวัแปรสุ่มคะแนนที (T score) นิยามโดย 50 10 T Z

ใหห้าการแจกแจงของคะแนนทีพร้อมระบุพารามิเตอร์ของการแจกแจง 

 

2
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บทท่ี 1 ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนต ์                                                                                                                                       27 
 

รองศาสตราจารย ์ดร.กมล  บุษบา 
 

39.  จากฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตต่์อไปน้ี ให้ระบุการแจกแจงของตวัแปรสุ่มแต่ละตวั 
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40.  ใหต้วัแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงปรกติท่ีมีค่าเฉล่ียคือ 10 และความแปรปรวนเท่ากบั 4  ถา้ท าการบนัทึก 

1 2 8, ,...,X X X  อย่างเป็นอิสระกัน ให้หาค่าความน่าจะเป็นท่ีผลบวกก าลังสองของความแตกต่าง

ระหวา่งค่าสังเกตแต่ละค่ากบั 10 จะอยูร่ะหวา่ง 4  และ 28 หรือ หา 8
2

1
(4 ( 10) 28)i

i
P X



    โดย

หาค าตอบในรูปของปริพนัธ์และไม่ตอ้งค านวณค่าความน่าจะเป็น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10

10 4 28 หรือหา

4
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ฟังก์ชันของตัวแปรสุ่ม 29

2.1 กล่่าวนำำ�
การประยุกต์ ใช้เกี่ยวกับฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มนั้นอาจพิจารณาได้ว่าเป็นเร่ืองเก่ียวกับการศึกษา 

ความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรสุ่มสองตัว เช่น ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราเร็วกับระยะทาง หรือความสัมพันธ ์

ระหว่างคะแนนดิบ (X) กับคะแนนมาตรฐาน (Z) กล่าวคือ Z = (X – μ)/σ หรือการแปลงคะแนนมาตรฐาน

ให้อยู่ในรูปของคะแนนที (t-score) โดยใช้ความสัมพันธ์ T = 50 + 10Z ซึ่งในที่นี้เราต้องการทราบการ

แจกแจงตัวแปรสุ่มตัวหนึ่ง (Z) ถ้ากำ�หนดหรือทราบการแจกแจงของตัวแปรสุ่มอีกตัวหนึ่ง (X) ในสมการ

ความสัมพันธ์  Z = (X – μ)/σ หรือต้องการทราบการแจกแจงของตัวแปรสุ่ม T เมื่อกำ�หนดหรือทราบการ

แจกแจงของตัวแปรสุ่ม Z ในสมการความสัมพันธ์ T = 50 + 10Z

นอกจากนั้นตามท่ีทราบมาแล้วว่าวัตถุประสงค์ของสถิติศาสตร์ก็คือการใช้สารสนเทศจากตัวอย่างเพื่อ

อา้งองิเก่ียวกับประชากรท่ีตวัอยา่งน้ันถกูสุม่มาศกึษา เชน่ ใช้คา่เฉลีย่ตวัอยา่ง  เพือ่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร 

μ การประมาณค่าจะมีความน่าเชื่อถือเพียงใดนั้นขึ้นกับตัวอย่างสุ่มขนาด n (ตัวแปรสุ่ม ) 

หรือการแจกแจงของ  นั่นเอง โดยเราจะใช้การแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่างนี้ในการวัดความคลาดเคลื่อน

ของการประมาณค่า

จะเห็นได้ว่า ค่าเฉลี่ยตัวอย่างนั้นเป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มจำ�นวน n ตัว กล่าวคือ  

การหาฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มจึงเป็นเรื่องท่ีน่าสนใจศึกษา อย่างไรก็ตามฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มจำ�นวนหลายตัว

นัน้คอ่นข้างหาการแจกแจงไดย้ากหากไมอ่าศยัสมบตัอิืน่ๆ เพิม่ข้ึนเช่นให้ตวัแปรสุม่เหลา่นัน้เปน็อสิระตอ่กันและ 

ต่างก็มีการแจกแจงเดียวกัน นอกจากนี้สถิติทดสอบที่คุ้นเคยเช่น สถิติไคกำ�ลังสอง สถิติที หรือเอฟต่างก็เป็น

ฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มท้ังสิ้น การศึกษาฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มในบทนี้จึงมีความสำ�คัญ โดยจะเริ่มจากฟังก์ชัน

ของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องจำ�นวนตัวเดียว และหลายตัว จากนั้นจึงกล่าวถึงฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มต่อเนื่องตัว

เดียวและหลายตัวตามลำ�ดับ ส่วนฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มผสมที่มีทั้งตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องและตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง

จะยังไม่กล่าวถึงในระดับนี้

บทที่ 2
ฟงัก์ชันของตัวแปรสุ่มฟงัก์ชันของตัวแปรสุ่ม
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2.2 ฟังัก์์ชัันของตััวแปรสุ่่�มไม่่ต่่อเนื่่�อง
เมือ่กำ�หนดตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือ่งตวัหนึง่หรอืหลายตวัและสนใจศกึษาฟงักชั์นของตวัแปรสุม่เหลา่นี ้เช่น 

ถ้า X1 และ X2 เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องที่ทราบฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็นของ X1 และทราบฟังก์ชันมวล

ความน่าจะเป็นร่วมของ X1 และ X2 โดยต้องการศึกษา  หรือ  

การหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม Y1 หรือ Y2 ในที่นี้จะกล่าวถึงสองวิธีด้วยกัน ดังนี้

1.	 วิธกีารแปลง (method of transformations) หรอืเทคนคิการเปลีย่นตวัแปร (change of variable 

technique) อาจเรียกว่าเป็นวิธีที่ใช้หลักการหาความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มโดยตรงเนื่องจากฟังก์ชันมวลความ

น่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องก็คือฟังก์ชันที่ใช้คำ�นวณความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มนั่นเอง

2.	 วิธีการใช้ฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์โดยอาศัยทฤษฎีบทความเป็นได้อย่างเดียว (uniqueness 

theorem) ท่ีกล่าวว่าถ้าตัวแปรสุ่มสองตัวมีฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์เหมือนกัน ตัวแปรสุ่มท้ังสองตัวนั้นย่อมมี

การแจกแจงความน่าจะเป็นแบบเดียวกัน วิธีนี้ใช้เมื่อฟังก์ชันก่อกำ�เนิดโมเมนต์ของตัวแปรสุ่มนั้นๆ มีจริง

2.2.1 วิธีการแปลง

วิธีการแปลงสำ�หรับฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องเป็นวิธีการท่ีอาศัยหลักการคำ�นวณความน่าจะเป็น

โดยตรง โดยถ้าทราบการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X ในรูปของตารางแสดงค่าท่ีเป็นไปได้ต่างๆ 

พร้อมค่าความน่าจะเป็นที่สอดคล้องกับค่าต่างๆ ของ X ก็ให้พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรสุ่ม Y กับ  

X กล่าวคือพิจารณาว่าตัวแปรสุ่ม Y มีค่าท่ีเป็นไปได้อะไรบ้าง  แต่ละค่านั้นเกิดข้ึนเม่ือตัวแปรสุ่ม X มีค่า

เป็นเท่าไร แต่ถ้าทราบการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X ในรูปของฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น ให้หาฟังก์ชัน

ผกผัน เช่น  และแทนค่า  ในฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็นของ X ถ้าฟังก์ชัน g(∙) 

เป็นการแปลงชนิดหนึ่งต่อหนึ่ง แต่ถ้าฟังก์ชัน g(∙) ไม่ใช่การแปลงชนิดหนึ่งต่อหนึ่ง ให้แบ่งโดเมนของฟังก์ชัน

ออกเป็นช่วงๆ ที่ไม่เกิดร่วมกันที่ทำ�ให้ฟังก์ชันในแต่ละช่วงเป็นการแปลงหนึ่งต่อหนึ่ง จากนั้นหาฟังก์ชันผกผัน 

 ช่วง และแทนลงในฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็นของ X ทุกช่วงที่แบ่งจากนั้นจึง

นำ�มารวมกัน 

การหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องเป็นวิธีท่ีไม่ยากนัก โดยจะ

แสดงตัวอย่างกรณีของฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งในตัวอย่าง 2.2.1 และแสดงตัวอย่างกรณีของฟังก์ชันไม่ใช่หนึ่งต่อ

หนึ่งในตัวอย่าง 2.2.2
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