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หนวยก�รเร�ยนรู้ที่ 1
จำ�นวนเชิงซ้อน

ส�ระและผลก�รเร�ยนรู้

สาระจำานวนและพีชคณิต

1. เข้าใจความหลากหลายของการแสดงจำานวน	 ระบบจำานวน	

การดำาเนินการของจำานวน	 ผลที่เกิดขึ้นจากการดำาเนินการ	

สมบัติของการดำาเนินการ	และนำาไปใช้

2. ใช้นิพจน์	สมการ	อสมการและเมทริกซ์	อธิบายความสัมพันธ์

หรือช่วยแก้ปัญหาที่กำาหนด

ผลการเรียนรู้  

1. เข้าใจจำานวนเชิงซ้อนและสมบัติของจำานวนเชิงซ้อนในการ

แก้ปัญหา

2. หารากที่	 n	 ของจำานวนเชิงซ้อน	 เมื่อ	 n	 เป็นจำานวนนับที่

มากกว่า	1

3. แกส้มการพหุนามตวัแปรเดยีวดกีรไีมเ่กินสีท่ีม่สีมัประสทิธิเ์ปน็

จำานวนเต็มและนำาไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 ในระบบจำานวนจริงมีสมการบางสมการ	เช่น	x2
12 5 0 

ท่ีไมม่จีำานวนจรงิใดเปน็คำาตอบของสมการ	เนือ่งจากกำาลงัสอง

ของจำานวนจรงิใดๆ	จะมากกวา่หรอืเทา่กบัศนูยเ์สมอ	ดว้ยเหตนุี้

จงึต้องสรา้งระบบจำานวนชนดิใหม่เพือ่ใหส้ามารถหาคำาตอบของ

สมการประเภทนี้ได้	 และเรียกจำานวนในระบบที่สร้างขึ้นใหม่

นี้ว่า	จำานวนเชิงซ้อน

	 จำานวนเชิงซ้อน	คือ	จำานวนที่เขียนในรูป	a1bi	หรือ	(a, b)

โดยเรียก	a	ว่าส่วนจริง	และเรียก	b	ว่าส่วนจินตภาพ
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 1. จำ�นวนเชิงซ้อน

จุดประสงค์

 1.	 นักเรียนสามารถบอกความหมายของจำานวนเชิงซ้อนได้

	 2.	 นักเรียนสามารถใช้สมบัติการบวกและการคูณจำานวนเชิงซ้อนได้

ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

	 2.	 การเชื่อมโยง

 บทนิยาม 

	 จำานวนเชิงซ้อน (Complex Numbers) คือ	คู่อันดับ	(a,	b)	เมื่อ	a	และ	b	เป็นจำานวนจริง	

	 การเท่ากัน	การบวก	และการคูณของจำานวนเชิงซ้อนเป็นดังนี้

	 สำาหรับจำานวนเชิงซ้อน	(a,	b)	และ	(c,	d)

	 1.	การเท่ากัน

	 	 (a,	b)		5		(c,	d)		ก็ต่อเมื่อ		a		5		c		และ		b		5		d

	 2.	การบวก

	 	 (a,	b)1(c,	d)		5		(a1c,	b1d)

	 3.	การคูณ

	 	 (a,	b)	?	(c,	d)		5		(ac2bd,	ad1bc)

	 เซตของจำานวนเชิงซ้อนทั้งหมดแทนด้วยสัญลักษณ์	C

เช่น	

	 1.			 (5x,	22)	 5			(210,	4y)		 	 	

	 	 	จะได้			 5x			5			210		และ		 4y	 5	 22	 	 	

	 	 		 x			5			22			และ				y	 5	 2
1
2

	 2.			(3,	21)1(4,	5)	 5	 (314,	2115)

	 	 		 	 5		 (7,	4)	

	 3.			 (3,	21)(4,	5)	 5	 (3?42(21)5,	3?51(21)4)	 	

	 	 		 	 5	 (1215,	1524)

	 	 		 	 5	 (17,	11)

(a,	b)	?	(c,	d)	อาจเขียน	

(a,	b)(c,	d)
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	สมบัติการบวกและการคูณของจำ�นวนเชิงซ้อน

	 ถ้า z1, z2, z3 เป็นจำ�นวนเชิงซ้อน แล้วจะได้ว่า

	 (1)	 	 z11z2  	5  	z21z1  	 (สมบัติการสลับที)่

	 	 	 z1z2	 5	 z2z1

	 (2)	 	z11(z21z3)	5	 (z11z2)1z3  	 (สมบัติการเปลี่ยนหมู)่

	 	 	 z1(z2z3)	 5	 (z1z2)z3

	 (3)	 	 z1(z21z3)	 5	 z1z21z1z3  	 (สมบัติการแจกแจง)

ตัวอย่างที่ 1	 กำ�หนดให ้ − 1   5  i  จงหา − 36  − 18  − 32  − 54  − 216, − 36  − 18  − 32  − 54  − 216, − 36  − 18  − 32  − 54  − 216 และ − 36  − 18  − 32  − 54  − 2161− 36  − 18  − 32  − 54  − 216

วิธีทำ�	 − 36  − 18  − 32  − 54  − 216	 5	 36(− 1)  9 ⋅ 2 ⋅ (− 1)  2  5  6 − 1   5  6i

	 − 36  − 18  − 32  − 54  − 216	 5	36(− 1)  9 ⋅ 2 ⋅ (− 1)  2  5  3 2 − 1   5  3 2 i

	− 36  − 18  − 32  − 54  − 216	 5	 16 ⋅ 2 ⋅ (− 1)  5  4 2 − 1   5  4 2 i  

	− 36  − 18  − 32  − 54  − 2161− 36  − 18  − 32  − 54  − 216 	 5	 9 + 6 ⋅ (− 1)  36 ⋅ 6 ⋅ (− 1)19 + 6 ⋅ (− 1)  36 ⋅ 6 ⋅ (− 1)

	 	 	 	 	 5	 3 6 i16 6 i

	 	 	 	 	 5	 9 6 i	 ตอบ

 ขอ้สงัเกต

	 รูปสำ�เร็จของเลขชี้กำ�ลังของ i เป็นดังนี้

	 	สำ�หรับ m  I1  {0}

	   	 i4m	 5	 1

	 	 i4m11	 5	 i

	 	 i4m12	 5	 21

	 	 i4m13	 5	 2i

	 และ	 i0	 5	 1
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 บทนิยาม 

		 สำาหรับจำานวนเชิงซ้อน		z		5		(a,	b)	หรือ	z		5		a1bi	เมื่อ	a	และ	b	เป็นจำานวนจริง	เรียก	

a	ว่า	ส่วนจริง (real part)	ของ	z	และแทนด้วย	Re(z)		เรียก	b	ว่า	ส่วนจินตภาพ	(imaginary 

part) ของ	z	และแทนด้วย	Im(z)

จำานวนจริงก็คือจำานวนเชิงซ้อนที่มีส่วนจินตภาพเป็นศูนย์	จำานวนเชิงซ้อนที่มีส่วนจริงเป็นศูนย์	

แต่ส่วนจินตภาพไม่เป็นศูนย์	เรียกว่า	จำานวนจินตภาพแท้ (purely imaginary number) เช่น		

จำานวนเชิงซ้อน	(21,	0)	คือ	จำานวนจริง	21

	จำานวนเชิงซ้อน	(0,	1)	 คือ	i ซึ่ง	(0, 1)	เป็นจำานวนจินตภาพแท้

 แบบฝึกหัดที่ 1

	 1.	 จงบอก	Re(z)	และ	Im(z)	ของจำานวนเชิงซ้อน	z	ต่อไปนี้

z Re(z) Im(z) z Re(z) Im(z)

	 (1)	5212i

	 (3)	 2
3

  1
3

2
2
3

  1
3

i

	 (5)	0

	 (7)	 i(22i)

	 	5		112i

	 (9)	 (312i)1(12i)

	 	5		........................

	(11)	 (223i)2(42i)

	 	5		........................

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

	 (2)	21i	

	 (4)	28i

	 (6)	2 22 2 i

	 (8)	 i3(324i)

	 	5		2423i

	(10)	4(223i)2(228i)

	 	5		........................

	(12)	 2 i(i2 2 )

	 	5		........................

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

...............

	 2.	 จงเขียนให้อยู่ในรูปอย่างง่าย	(กำาหนดให้	 − 1 		5		i)

	 	 (1)	 − 16  − 491− 16  − 49 	 (2)	 31
3
  − 48  − 272

1
3
  − 48  − 271

3
  − 48  − 27

	 	 	 5	 16  49i116  49 i	 	 5	 3 48  27i21
3
  − 48  − 2748  27 i	

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5			...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................
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	 	 (3)	 − 8  − 2− 8  − 2 	 (4)	 15
− 5

	   	

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (5)	 − 25  − 201− 25  − 20 	 (6)	 − 2
3

  − 3
2

2− 2
3

  − 3
2
	   

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (7)	 − 8  − 125 	 (8)	 4 − 12  − 325− 12  − 3 	   

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (9)	 − x2   − 4x2   − 9x2
1− x2   − 4x2   − 9x2

2− x2   − 4x2   − 9x2 	 (10)	 − x2   − 4x2   − 9x2
2 − x

2

4
  − x

2

92− x
2

4
  − x

2

9 	   

	 	 	 5	 ...............................................................  	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ............................................................... 	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................
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	 3.	 กำ�หนดให้ i  5   − 1   	 จะได ้	 i2	 5	 21

	 	 	 	 	 	 	 i3	 5	 i2?i  5  2i	

	 	 	 	 	 	 	 i4	 5	 i2?i2  5  1

	 	 	 	 	 	 ดังนั้น	 i4n1k	 5	 ik    เมื่อ n  I1
  {0} และ k  {0, 1, 2, 3}

	 	 จงทำ�ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย 

	 	 (1)	 i21	 5	 .......................................................	 (2)	 i42	5	 .......................................................

	 	 	 	 5	 .......................................................	 	 	5	 .......................................................

	 	 (3)	 i56	 5	 .......................................................	 (4)	 i123	5	 .......................................................

	 	 	 	 5	 .......................................................	 	 	5	 .......................................................

	 4.	 จงทำ�ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย

	 	 (1)	 (312i)1(526i)	 (2)	 (312i)2(526i)

	 	 	 5	 312i1526i	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 (315)1(226)i	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (3)	 (223i)1(213i)	 (4)	 (223i)2(213i)	 	 	 	

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (5)	 (513i)1(523i)	 (6)	 (22  31 2  3i)2(22  32 2  3i)

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 (7)	 (61 − 9  − 25)1(32− 9  − 25 )	 (8)	 (61 − 9  − 25)2(32− 9  − 25 )

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................

	 	 	 5	 ...............................................................	 	 5	 ...............................................................
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	 5.	 กำาหนด	z1	และ	z2	จงเติม	z11z2	และ	z12z2	ในตาราง

ข้อ z1 z2 z1z2 z1z2

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

513i

7110i

28i

i

217i

2314i

32 − 16

22 − 4914

523i

2i21

22i13

52 − 25 	

2i

24i

21i

62i

514i

227i

− 9 11

52 − 25

1026i

2222i

624i

231 − 36

...................................................

...................................................

...................................................	

...................................................

...................................................	

...................................................	

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................	

...................................................

...................................................	

...................................................	

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

...................................................

     

	 6.	 จงหาผลคูณของจำานวนเชิงซ้อนต่อไปนี้

	 	 (1)	 (42i)(41i)	 (2)	  − 1
2

 + 1
2

3i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 − 1

2
 − 1

2
3i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

	 	 	 5	 42
2i2	 	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 1611	 	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 (3)	 (222  3 i)(212  3 i)	 (4)	 ( 52 2  3i)( 51 2  3i)

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

ถ้า	a, b, c และ d เป็นจำานวนจริง	แล้ว

 (a1bi)(c1di)   5   (ac2bd)1(ad1bc)i 

 (a1bi)(a2bi)   5  a2
1b2   
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	 	 (5)	 (116i)(527i)	 (6)	 (2315i)(72i)

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 (7)	  − 1
2

 + 1
2

3i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 − 1

2
 − 1

2
3i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

 − 1
2

 + 1
2

3i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 − 1

2
 − 1

2
3i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

	 (8)	 − 1
2

 + 1
2

3i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 − 1

2
 − 1

2
3i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

 − 1
2

 + 1
2

3i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 − 1

2
 − 1

2
3i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 (9)	 (315i)(2  32 5 i)	 (10)	 (314i)2

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	(11)	  2
2

 − 3
2

i
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

  3
2

 − 1
2

i
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

	 (12)	 2
2

 − 3
2

i
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

  3
2

 − 1
2

i
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................

	 	 	 5	 ..................................................................	 	 5	 ..................................................................
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	 (13)	 (122i)(112i)(322i)(312i)	 (14)	 (42i)(41i)(2  31i)(2  32i)

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ..............................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ..............................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ..............................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ..............................................................

	 7.	 จงหาค่าของ x และ y จากสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้

	 	 (1)	 	 21(325i)	 5	 (x1yi)12i	 (2)	 (12i)1(x1yi)  5  2217i

	 	 	 	 525i	 5	 x1(y12)i	 	 ....................................................................

	 	 	 จะได้ x  5  5 และ	 y12	 5	 25	 	 ....................................................................

	 	 	 	 	 	 y	 5	 ..........	 	 ....................................................................

	 	 (3)	 2(412i)1(yi1x)	  5  324i	 (4)	 x23yi  5	  2i1(114i)

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 (5)	 3x1yi  5  41(1124i)	 (6)	 22i(3x2y)1(x22y13)	  5  
2
i

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 	....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 	....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 	....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 	....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 	....................................................................
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	 	 (7)	 x2y261
2x + y

i
  x − y

i
  5  0		 	 	 (8)	 3x1

2x + y
i

  x − y
i

  5	  21i

	 	 	 	....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 (9)	 (x1yi)(31i)  5	 1123i	 	 	 (10)	 (2x1yi)(11i)  5  2216i

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................

	 	 	 ....................................................................	 	 ....................................................................
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 2.	 สมบัติเชิงพีชคณิตของจำ�นวนเชิงซ้อน

จุดประสงค์

นักเรียนสามารถใช้ความรู้เกี่ยวกับจำ�นวนเชิงซ้อนในการแก้ปัญหา

ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

	 1.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

	 2.	 การเชื่อมโยง

	 ในระบบจำ�นวนจรงิ ตวัผกผนัการบวกของจำ�นวนใดกต็าม คอืจำ�นวนทีน่ำ�มาบวกกบัจำ�นวนนัน้

แล้วได้เอกลักษณ์การบวก

เอกลักษณ์และตัวผกผันการบวก

	 พิจารณา 	 (a, b)1(0, 0)	 5	 (a10, b10)  5  (a, b)

	 	 	 (0, 0)1(a, b)	 5	 (01a, 01b)  5  (a, b)

	 เรากล่าวว่า         (0, 0) เป็นเอกลักษณ์การบวกในระบบจำ�นวนเชิงซ้อน

	 พิจารณา	 (a, b)1(2a, 2b)	 5	 (a2a, b2b)  5  (0, 0)

	 	 	 (2a, 2b)1(a, b)	 5	 (2a1a, 2b1b)  5  (0, 0)

	 เรากล่าวว่า         		 (2a, 2b)	 เป็นตัวผกผันการบวกของ (a, b)

	 	 	 	 หรือ  	2a2bi	 เป็นตัวผกผันการบวกของ a1bi

	 	 	 	 	 2z	 เป็นตัวผกผันการบวกของ z

การลบจำ�นวนเชิงซ้อน

 บทนิยาม 

		 z12z2  5  z11(2z2) สำ�หรับจำ�นวนเชิงซ้อน z1, z2 ใดๆ

เช่น	 ตัวผกผันการบวกของ (0, 3) คือ (0, 23)

	 ตัวผกผันการบวกของ (3, 22) คือ (23, 2)

	 ตัวผกผันการบวกของ (21, 22) คือ (1, 2)

	 ตัวผกผันการบวกของ 415i คือ 2425i

	 ตัวผกผันการบวกของ 2 3 i คือ 3 i

	 ตัวผกผันการบวกของ 32i คือ 231i

	 ตัวผกผันการบวกของ (325i)2(213i) คือ 2118i  [เนื่องจาก (325i)2(213i)  5  128i]
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เอกลักษณ์และตัวผกผันการคูณ

	 พิจารณา 	 (a, b)(1, 0)	 5	 (a, b)

	 	 	 (1, 0)(a, b)	 5	 (a, b)

	 เรากล่าวว่า      (1, 0) เป็นเอกลักษณ์การคูณในระบบจำ�นวนเชิงซ้อน

	 ถ้า (a, b) เป็นจำ�นวนเชิงซ้อนที่ไม่เท่ากับ (0, 0)

	 ให้ (x, y) เป็นตัวผกผันการคูณของ (a, b)

	 จะได้ (a, b)(x, y)  5  (1, 0)

            

	 	 ตัวผกผันการคูณของ (a, b) คือ a
a2+ b2

,  − b
a2+ b2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

	 	 ตัวผกผันการคูณของ (a1bi) คือ a
a2+ b2  ⋅ b

a2+ b22
a

a2+ b2  ⋅ b
a2+ b2 i  5   a − bi

a2+ b2

การหารจำ�นวนเชิงซ้อน

 บทนิยาม 

		 z14z2  5   z1z2
− 1   z1

z2
 สำ�หรับจำ�นวนเชิงซ้อน z1, z2 ใดๆ

		 ซึ่ง z2    (0, 0) เขียนแทน z14z2 ด้วย z1z2
− 1   z1

z2

เช่น	 ตัวผกผันการคูณของ (3, 4) คือ 3
32+ 42  ⋅ − 4

32+ 42
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
  3

25
,  − 4

25
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  5  3

32+ 42  ⋅ − 4
32+ 42

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
  3

25
,  − 4

25
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

	 ตัวผกผันการคูณของ 5212i คือ 5
52+ (− 12)2 2

3
52+ (− 12)2   − 12

52+ (− 12)2 i  5   5
169

 12
169
1

5
169

 12
169

i

	 ตัวผกผันการคูณของ 314i คือ 1
3 + 4i

  3
32+ 42   4

32+ 42	5	1
3 + 4i

  3
32+ 42   4

32+ 422
1

3 + 4i
  3

32+ 42   4
32+ 42 i    1

3 + 4i
  3 − 4

3 − 4i


3 − 4i
3 − 4i

5  
3 − 4i
9 + 16

  3 − 4i
25

5  
3 − 4i
9 + 16

  3 − 4i
25

	 	 		 	 	 	 	 	 	 5	 3
25

 4
25
2
3

25
 4
25

i

	 	 ตัวผกผันการคูณของ 3 + 4i
3 − 4i

 คือ 3 − 4i
3 + 4i

  3
25

 − 4
25

i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

	 5	 (324i)3 − 4i
3 + 4i

  3
25

 − 4
25

i⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
        

3 − 4i
3 + 4i


3 − 4i
3 − 4i

5  
9 − 24i + 16i2

9 + 16

5  
− 7 − 24i

25

	 	 	 5	 9
25

  12
25

  16
25

2
9
25

  12
25

  16
25

i29
25

  12
25

  16
25

i19
25

  12
25

  16
25

i2

	 	 	 5	 2
7

25
  24

25
2

7
25

  24
25

i
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 บทนิยาม 

		 ให้	z		5		a1bi	เป็นจำานวนเชิงซ้อน

		 สังยุค (conjugate) ของ	z	คือ	a2bi

		 สังยุคของ	z	เขียนแทนด้วย	z	หรือ	z  a + bi		5		a2bi

กำาหนดให ้ z   5   a1bi

จะได ้ zz   5   (a1bi)(a2bi)

  5 a2
2b2i2

  5 a2
1b2

เช่น	 (423i)(413i)	 5	 42
132

	 	 	 5	 1619

	 	 	 5	 25

	 	 (11 2 i)(12 2 i)	 5	 12
1( 2 )2

	 	 	 5	 112

	 	 	 5	 3	 	 	

สมบัติของสังยุคของจำานวนเชิงซ้อน

	 ให้	z,	z1	และ	z2	เป็นจำานวนเชิงซ้อนจะได้ว่า

	 1.	 Re(z )		5		Re(z)	และ	Im(z )		5		2Im(z)

	 2.	 Re(z)		5		 1
2

(z1z )	และ	Im(z)		5		 1
2i

(z2z )

	 3.	 z?z		5		(Re(z))2
1(Im(z))2	นั่นคือ	z?z		5		a2

1b2	เมื่อ	z		5		a1bi

	 4.	 z 		5		z

	 5.	 (− z)		5		2z

	 6.	 ถ้า	z				0	และ	 1
z
	5		 1

z
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟ 	นั่นคือ	(z )21		5		 z− 1( ) 	

	 7.	 z1 + z2 		5		 z1 z21z1 z2

	 8.	 z1 − z2 		5		 z1 z22z1 z2

	 9.	 z1z2 		5		 z1 z2

	 10.	 z1
z2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 		5		

z1
z2 	เมื่อ	z2				0
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	 11.	 จากข้อ	7		 z1+ z2+ ... + zn 		5		 z1 z21z1 z2 1...1 zn

	 12.	 จากข้อ	9		 z1z2z3... zn 		5		 z1 z2	z1 z2 z3 ... zn

	 13.	 z		5		z		เมื่อส่วนจินตภาพเป็นศูนย์

	 14.	 z		5		2z		เมื่อส่วนจริงเป็นศูนย์

ตัวอย่างที่	1	 กำาหนดให้	z		5		a1bi	จงหา

	 (1)	 z 	 (2)	 ( −z )

วิธีทำา	 (1)	 จาก	 z	 5	 a1bi

	 	 	 z	 5	 a2bi

	 	 	 z	 5	 a1bi	 ตอบ	

	 (2)	 จาก	 z	 5	 a1bi

	 	 	 2z	 5	 2a2bi

	 	 	 ( −z )	 5	 2a1bi

	 	 	 	 5	 2(a2bi)

	 	 	 	 5	 2z  ตอบ

ตัวอย่างที่	2	 กำาหนดให้	z		5		322i	จงหา	(z )2	และ	 z2( )
วิธีทำา	 จาก	 	 z	 5	 322i

	 จะได้	 	 z	 5	 312i

	 	 	 (z )2	 5	 (312i)2	 	

	 	 	 	 5	 9112i14i2

	 	 	 	 5	 9112i24

	 	 	 	 5	 5112i	 ตอบ

	 และ	 	 z2	 5	 (322i)2

	 	 	 	 5	 9212i14i2

	 	 	 	 5	 9212i24

	 	 	 	 5	 5212i

	   z2( ) 	 5	 5112i	 ตอบ

            

จากตัวอย่างที่	2	จะได้

    (z)2  5  z2( )
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 แบบฝึกหัดที่ 2

	 1.	 จงเติมคำ�ตอบในช่องว่าง

	 	 (1)	 ตัวผกผันการบวกของ (21, 0) คือ ................................................................................................

	 	 (2)	 ตัวผกผันการบวกของ (3, 21) คือ ................................................................................................

	 	 (3)	 ตัวผกผันการบวกของ 23i คือ ......................................................................................................

	 	 (4)	 ตัวผกผันการบวกของ 215i คือ ....................................................................................................

	 	 (5)	 ตัวผกผันการบวกของ 2428i คือ ................................................................................................

	 	 (6)	 ตัวผกผันการบวกของ 3
2

  3
2

  1
2

22i คือ ..................................................................................................

	 	 (7)	 ตัวผกผันการบวกของ 23
2

  3
2

  1
2

2
3
2

  3
2

  1
2

i คือ ..........................................................................................

	 	 (8)	 ตัวผกผันการบวกของ 2214 2 i คือ ...........................................................................................

	 	 (9)	 ตัวผกผันการบวกของ (612i)1(425i) คือ ...................................................................................

	 	 (10)	 ตัวผกผันการบวกของ (40i21)1(2124i) คือ .............................................................................

	 	 (11)	 ตัวผกผันการบวกของ (132i)2(2213i) คือ ...............................................................................

	 	 (12)	 ตัวผกผันการบวกของ (18i17)220i คือ .......................................................................................

	 2.	 จงเติมคำ�ตอบในช่องว่าง

	 	 (1)	 ตัวผกผันการคูณของ (3, 24) คือ	 (2)	 ตัวผกผันการคูณของ (25, 212) คือ

	 	 	 5	 3
32+ (− 4)2 ,  − (− 4)

32+ (− 4)2
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
	 	 5	 ....................................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 	 (3)	 ตัวผกผันการคูณของ (1, 0) คือ	 (4)	 ตัวผกผันการคูณของ (0, 1) คือ

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 	 (5)	 ตัวผกผันการคูณของ 11i คือ	 (6)	 ตัวผกผันการคูณของ 22i คือ

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................
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	 	 (7)	 ตัวผกผันการคูณของ 123i คือ	 (8)	 ตัวผกผันการคูณของ 3
2

  3
2

  1
2

1
3
2

  3
2

  1
2

i คือ

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 	 	 5	 ..............................................................	 	 5	 ....................................................................

	 3.	 จงเติมคำ�ตอบในช่องว่าง

	 	 (1)	 สังยุคของ 6 คือ .............................................................................................................................

	 	 (2)	 สังยุคของ i คือ ..............................................................................................................................

	 	 (3)	 สังยุคของ 21 คือ ..........................................................................................................................

	 	 (4)	 สังยุคของ 23i คือ .........................................................................................................................

	 	 (5)	 สังยุคของ 61i คือ .........................................................................................................................

	 	 (6)	 สังยุคของ 1225i คือ .....................................................................................................................

	 	 (7)	 สังยุคของ 2314i คือ ....................................................................................................................

	 	 (8)	 สังยุคของ 2 32i คือ ...................................................................................................................

	 	 (9)	 สังยุคของ 3
2

  3
2

  1
2

2
3
2

  3
2

  1
2

i คือ .................................................................................................................

	 	 (10)	 สังยุคของ 2 3
4

  1
4

1
3

4
  1

4
i คือ .............................................................................................................

	 4.	 จงหาตัวผกผันการคูณของจำ�นวนเชิงซ้อนต่อไปนี้

	 	 (1)	 11i	 	 	 	 	 (2)	 31i

	 	 	 วิธีทำ�	 ตัวผกผันการคูณของ 11i คือ	 	 วิธีทำ�	 ตัวผกผันการคูณของ 31i คือ

	 	 	 	 	 	 1
1 + i

  1 − i
1 − i
	 5	

1
1 + i

  1 − i
1 − i


1

1 + i
  1 − i
1 − i

	 	 	 	 1
3 + i

	 5	 ........................................

	 	 	 	 	 	 	 5	 ...................................	 	 	 	 	 	 5	 ........................................

	 	 	 	 	 	 	 5	 ...................................	 	 	 	 	 	 5	 ........................................

	 	 	 	 	 	 	 5	 ...................................	 	 	 	 	 	 5	 ........................................
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	 	 (3)	 3 − 4i
3 + 4i

  2 + i
2 − i
	 	 	 	 	 (4)	3 − 4i

3 + 4i
  2 + i

2 − i

	 	 	 วิธีทำ�	 ........................................................	 	 วิธีทำ�	 .............................................................

	 	 	 	 	 ........................................................	 	 	 	 .............................................................

	 	 	 	 	 ........................................................	 	 	 	 .............................................................

	 	 	 	 	 ........................................................	 	 	 	 .............................................................

	 	 	 	 	 ........................................................	 	 	 	 .............................................................

	 	 	 	 	 ........................................................	 	 	 	 .............................................................

	 5.	 จงหาค่าของ x และ y ในแต่ละข้อต่อไปนี้

	 	 (1)	 (x1yi)(31i)  5  1123i	 	 (2)	 (2x1yi)(11i)  5  2216i

	 	 	 วิธีทำ�	 (x1yi)(31i)	 5	 1123i	 	 	วิธีทำ�	 (2x1yi)(11i)	 5	2216i

	 	 	 	 		 x1yi	 5	
11 − 3i

3 + i
  3 − i

3 − i


11 − 3i
3 + i

  3 − i
3 − i

	 	 	..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................

	 	 	 .....................................................................	 	 		..........................................................................


	001-004
	001-224
	U1 (1-3)


