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สาระจำานวนและพีชคณิต

1. เขา้ใจและวเิคราะหแ์บบรปู ความสมัพนัธ ์ฟงักช์นั ลำาดบัและอนกุรม 

  และนำาไปใช้

2. ใช้นิพจน์ สมการ อสมการและเมทริกซ์ อธิบายความสัมพันธ์ หรือ

  ช่วยแก้ปัญหาที่กำาหนดให้

ผลการเรียนรู้

1. เขา้ใจฟงักชั์นตรโีกณมติแิละลกัษณะกราฟของฟงัก์ชนัตรโีกณมติ ิและ

  นำาไปใช้ในการแก้ปัญหา

2. แก้สมการตรีโกณมิติ และนำาไปใช้ในการแก้ปัญหา

3. ใช้กฎของโคไซน์และกฎของไซน์ในการแก้ปัญหา

 ตรโีกณมติเิปน็ศาสตรท์ีว่า่ดว้ยความสมัพนัธ์
ระหว่างมุมและด้านของรูปสามเหลี่ยม การหา
ระยะทาง พื้นที่ มุมและทิศทางที่ไม่สามารถหา
ได้โดยตรง
 ฟงักช์นัตรโีกณมติสิามารถนยิามจากวงกลม
หนึ่งหน่วยที่มีจุดศูนย์กลางที่จุดกำาเนิด ได้แก่ 
ฟงัก์ชนัไซนแ์ละฟังกช์นัโคไซน ์และฟงักช์นัตรโีกณ
มติอิืน่ๆ ทีน่ยิามโดยอาศยัฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นั
โคไซน ์คอื ฟงักช์นัแทนเจนต ์ฟงัก์ชนัโคแทนเจนต ์
ฟังก์ชันซีแคนต์ และฟังก์ชันโคซีแคนต์

!
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 ®. A�*$�-S;c.;�`ลRaคc.;�

 จุดประสงค์การเรียนรู้

 นักเรียนสามารถหาค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจำานวนจริงใดๆ ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.  การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.  การเชื่อมโยง

 วงกลมหนึ่งหน่วย (the unit circle) มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดกำาเนิด รัศม ี1 หน่วย ใช้กำาหนดค่า

ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ

 วงกลมเป็นกราฟของความสัมพันธ์ {(x, y) ! R"R|x2
#y2 $ 1}

 เมื่อวัดระยะจากจุด (1, 0) ไปตามส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยยาว |!| หน่วย เมื่อ ! แทน 

จำานวนจริงใดๆ ถึงจุด (x, y) ซึ่งอยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย

 1. วัดไปในทิศทวนเข็มนาŬิกา ! % 0

 2. วัดไปในทิศตามเข็มนาŬิกา ! & 0

 เมื่อกำาหนดจำานวนจริง ! ให้ จะสามารถหาจุด (x, y) ซึ่งเป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว |!| หน่วย 

ในทิศทางการวัดที่กำาหนดได้เพียงจุดเดียวเท่านั้น ถ้า |!| % 2π การวัดส่วนโค้งจะเกิน 1 รอบ

 กำาหนดฟังก์ชัน f : R → R และ g : R → R โดยที่สำาหรับแต่ละจำานวนจริง ! ใดๆ f(!) $ x และ 

g(!) $ y เมื่อ (x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยที่วัดจากจุด (1, 0) ยาว |!| เรียกฟังก์ชัน g 

ว่า ฟังก์ชันไซน์ (sine) และเรียกฟังก์ชัน f ว่า ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine) เขียนแทน g ด้วย sin และ 

เขียนแทน f ด้วย cos

 จะได้ y $ sin !  (อ่านว่า วายเท่ากับไซน์ทีตา)

   x $ cos ! (อ่านว่า เอกซ์เท่ากับคอสทีตา)

Y

XO

(x, y)

(1, 0)

Y

XO

(x, y)

(1, 0)

(0, 1) (0, 1)

(0, '1)
!

(0, '1)

('1, 0) ('1, 0)

! % 0

!

! & 0
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 จากกราฟของความสัมพันธ์ {(x, y) ! R"R|x2
#y2 $ 1}

 จะเห็นว่า '1 ( y ( 1 และ '1 ( x ( 1

 ดังนั้น ค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์เป็นจำานวนจริงตั้งแต ่'1 ถึง 1 

    เรนจ์ของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์คือเซตของจำานวนจริงตั้งแต่ '1 ถึง 1 

    และโดเมนของฟังก์ชันทั้งสองคือเซตของจำานวนจริง

 จาก   x2
#y2 $ 1

 จะได ้  (cos !)2
#(sin !)2 $ 1 เมื่อ ! เป็นจำานวนจริง

 หรือเขียน cos2
!#sin2

! $ 1 เมื่อ ! เป็นจำานวนจริง

 ®.® ค�า%O*A�*$�-S;c.;�̀ ลRaคc.;�%O*+lา;I;+รþ*<า*+lา;I;

 ความยาวส่วนโค้งวัดจากจุด (1, 0) ทวนเข็มนาŬิกาถึงจุด (0, 1) เท่ากับ π2 หน่วย

 ความยาวส่วนโค้งวัดจากจุด (1, 0) ทวนเข็มนาŬิกาถึงจุด ('1, 0) เท่ากับ π หน่วย

 ความยาวส่วนโค้งวัดจากจุด (1, 0) ทวนเข็มนาŬิกาถึงจุด (0, '1) เท่ากับ 3π
2  หน่วย

 ความยาวส่วนโค้งวัดจากจุด (1, 0) ทวนเข็มนาŬิกาถึงจุด (1, 0) เท่ากับ 2π หน่วย

 ค่าÐองฟังก์ชันตรีโกณมิติÐองจำานวนจริง 0, π
2

, π, 3π
2

, 2π

         ทิศทางทวนเข็มนาŬิกา        ทิศทางตามเข็มนาŬิกา

 หมายเหต ุ

cos2
! หมายถึง (cos !)2 $ (cos !)(cos !)

cos!
2 หมายถึง cos ของจำานวนจริง !2

วงกลมหนึ่งหน่วยมีรัศมี 1 หน่วย เส้นรอบวงยาว 2πr หรือ 2π หน่วย เมื่อ r $ 1 หน่วย

Y

XO

(0, 1)

(0, '1)

('1, 0)
(1, 0)

Y

XO

(0, 1)

(0, '1)

('1, 0)
(1, 0)

π
2

'2π

2π
π

π
2'

3π
2

'

3π
2

'π
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0
π
2 π

3π
2 2π π

2' 'π
3π
2' '2π

sin 0 .............. .............. .............. .............. .............. .............. .............. ..............

cos 1 .............. .............. .............. .............. .............. .............. .............. ..............

 ค่าÐองฟังก์ชันตรีโกณมิติÐองจำานวนจริง  π
4

, 3π
4

, 5π
4

, 7π
4

        

 จากรูป P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π4  หน่วย 

วัดจากจุด (1, 0) และเป็นจุดกึ่งกลางของส่วนโค้ง AB จะได้ 

คอร์ด PA ยาวเท่ากับคอร์ด PB

 ดังนั้น พิกัดของจุด P(x, y) คือ P 
2
1 , 

2
1  หรือ P 2

2
, 2

2
 ส่วนพิกัดของจุดอื่นๆ หาได้จาก 

îาพสะท้อนของจุด P

          ทิศทางทวนเข็มนาŬิกา        ทิศทางตามเข็มนาŬิกา

π
4

3π
4

5π
4

7π
4

π
4'

3π
4'

5π
4'

7π
4'

sin ................ ................ ................ ................ ................ ................ ................

cos ................ ................ ................ ................ ................ ................ ................

 ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจำานวนจริงอยู่ในรูปของมุม 3π
4

, 5π
4

, 7π
4

, ..., (2n#1)π
4

  

และ ' 3π
4 , ' 5π

4 ,' 7π
4 , ..., '(2n#1)π

4  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็มบวก

!

ฟังก์ชัน

Y

XO

B(0, 1)
P(x, y)

A(1, 0)

2
2

2
2' , 2

2
2
2' ,

2
2

2
2' ',

2
2

2
2' ',

2
2

2
2 ',

2
2

2
2

,
2
2

2
2

,π
4

2π'
π
4  $ 

7π
4π#

π
4  $ 

5π
4

π'
π
4  $ 

3π
4

3π
4'

7π
4'

5π
4'

π
4'

Y

XO
(1, 0)

Y

XO
(1, 0)

2
2

2
2

, '

ฟังก์ชนั

!

2
2

2
2
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 ค่าÐองฟังก์ชันตรีโกณมิติÐองจำานวนจริง π6
, 5π

6
, 7π

6
, 11π

6

 จากรูป P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π6  หน่วย 

วัดจากจุด (1, 0)  A เป็นîาพสะท้อนของจุด P ข้ามแกน X มีพิกัด

เป็น (x, 'y) 

 ส่วนโค้ง PA ยาวเท่ากับส่วนโค้ง PB ทำาให้คอร์ด PA 

ยาวเท่ากับคอร์ด PB

 ดังนั้น พิกัดของจุด P คือ 3
2

, 1
2

 ส่วนพิกัดของจุดอื่นๆ หาได้จากîาพสะท้อนของจุด P

           ทิศทางทวนเข็มนาŬิกา       ทิศทางตามเข็มนาŬิกา

π
6

5π
6

7π
6

11π
6

π
6'

5π
6'

7π
6'

11π
6'

sin ................ ................ ............... ................ ................ ................ ................

cos ................ ................ ................ ................ ................ ................ ................

 ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจำานวนจริงอยู่ในรูปของมุม 2nπ)π
6

, 2nπ) 5π
6

, 2nπ)
7π
6  

และ 2nπ)
11π

6  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม 

 ค่าÐองฟังก์ชันตรีโกณมิติÐองจำานวนจริง π3
, 2π

3
, 4π

3
, 5π

3

 จากรูป P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π3  หน่วย 

วัดจากจุด (1, 0)  B เป็นîาพสะท้อนของจุด P ข้ามแกน Y มีพิกัด

เป็น ('x, y)

 ส่วนโค้ง PA ยาวเท่ากับส่วนโค้ง PB ทำาให้คอร์ด PA 

ยาวเท่ากับคอร์ด PB

Y

XO

B(0, 1)
P(x, y)

A(x, 'y)

Y

XO

Y

XO(1, 0) (1, 0)

2π'
π
6  $ 

11π
6

π#
π
6  $ 

7π
6

π'
π
6  $ 

5π
6

3
2' , 1

2

3
2' , 1

2

3
2' ', 1

2

3
2' ', 1

23
2

', 1
2 3

2
', 1

2

3
2

, 1
2

3
2

, 1
2

π
6

5π
6'

π
6'

7π
6'

11π
6'

ฟังก์ชัน
!

1
2

3
2

Y

XO

B('x, y) P(x, y)

A(1, 0)
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 ดังนั้น พิกัดของจุด P คือ 3
2

,1
2  ส่วนพิกัดของจุดอื่นๆ หาได้จากîาพสะท้อนของจุด P

π
3

2π
3

4π
3

5π
3

π
3'

2π
3'

4π
3'

5π
3'

sin ................ ................ ............... ................ ................ ................ ................

cos ................ ................ ................ ................ ................ ................ ................

 ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจำานวนจริงอยู่ในรูปของมุม 2nπ)π
3

, 2nπ)
2π
3 , 2nπ)

4π
3  

และ 2nπ)
5π
3  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม

 `<<?�$MS69Wg ®

 1. จงเติมตารางให้สมบูรณ์

180 องศา เท่ากับ π เรเดียน

! (องศา) ! (เรเดียน) sin ! cos !

0 0 ........................................ ........................................

30 π
6 ........................................ ........................................

45 π
4 ....................................... ........................................

60 π
3 ........................................ ........................................

π'
π
3  $ 

2π
3

2π'
π
3  $ 

5π
3

π#
π
3  $ 

4π
3

3
2

,1
2'

3
2

,1
2'

3
2

,1
2 3

2
,1

2

3
2

,1
2' '

3
2

,1
2' '

3
2

,1
2 '

3
2

,1
2 '

π
3

4π
3'

2π
3'

5π
3'

π
3'

Y

X
O

Y

X
O(1, 0) (1, 0)

ฟังก์ชัน
!

3
2

1
2
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! (องศา) ! (เรเดียน) sin ! cos !

90 π
2 ....................................... .......................................

120
2π
3 ....................................... .......................................

135
3π
4 ....................................... .......................................

150
5π
6 ....................................... .......................................

180 π ....................................... .......................................

210
7π
6 ....................................... .......................................

225
5π
4 ....................................... .......................................

240
4π
3 ....................................... .......................................

270
3π
2 ....................................... .......................................

300
5π
3 ....................................... .......................................

315
7π
4 ....................................... .......................................

330
11π
6 ....................................... .......................................

360 2π ....................................... .......................................
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 2. จงหาค่าของ sin ! และ cos ! เมื่อ ! เป็นจำานวนจริง โดยเขียนจำานวนจริง ! ในรูป 2nπ)* 

  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม และ 0 ( * ( 2π

จำานวนจริง ! แนวคิด sin ! cos !

 (1) 5π

 (2) '3π

 (3) 9π
2

 (4) '
7π
2

 (5) 63π

 (6) '47π

	 (7)	 27π
2

	 (8)	 '
13π

2

	 (9)	 31π

	(10)	 '67π

	
(11)	 9π

 4

	(12)	 13π
3

4π#π

'(2π#π) $ '2π'π

4π#
π
2

'3π'
π
2 $ '2π'

3π
2

62π#π

'46π'π

13π#
π
2 $ 12π#

3π
2

'6π'
π
2

30π#π

'66π'π

2π#
π
4

4π#
π
3

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

.............................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................

........................
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 3. กำาหนดวงกลมหนึ่งหน่วย จงเติมพิกัดของจุดปลายของส่วนโค้งบนวงกลม

 ®.¯ ค�า%O*A�*$�-S;c.;�`ลRaคc.;�%O*+lา;I;+รþ*b6e

     จากจุด (x, y) และ (x, 'y) สรุปได้ว่า

   x $ cos !  y $ sin !

   x $ cos ('!) 'y $ sin ('!)

   ดังนั้น sin ('!) $ 'sin !

    cos ('!) $ cos !

 ถ้า ! % 2π และหาร ! ด้วย 2π แล้วได้ n เหลือเศษ * (แอลฟา)

 นั่นคือ  ! $ 2nπ#* เมื่อ n ! I# และ 0 ( * & 2π

 การวัดส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยจากจุด (1, 0) ไปยาว ! หน่วย วัดไป * หน่วยก็เพียงพอ 

เนื่องจาก 2nπ แสดงว่าวัดครบ n รอบ

 สรุปได้ดังนี้

   sin ! $ sin (2nπ#*)  $ sin *

   cos ! $ cos (2nπ#*)  $ cos *

Y

X
O 2 ≠

≠
'2 ≠

'3 ≠
'4

≠
'6

3 ≠
'2

5 ≠
'3

5 ≠
'6

3 ≠
'4

2 ≠
'3

7 ≠
'4

11≠
'64 ≠

'3

5 ≠
'4

7 ≠
'6

≠

(.........., ..........)
(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........) (........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(.........., ..........)

(........, ........) (........, ........)

(........, ........) (........, ........)

Y

X
O 2 ≠

≠
'2 ≠

'3 ≠
'4

≠
'6

3 ≠
'2

5 ≠
'3

5 ≠
'6

3 ≠
'4

2 ≠
'3

7 ≠
'4

11≠
'64 ≠

'3

5 ≠
'4

7 ≠
'6

≠

(.........., ..........)
(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........) (........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(........, ........)

(.........., ..........)

(........, ........) (........, ........)

(........, ........) (........, ........)

π

π

π
π

ππ
π

π

π

π

π
π

π π
π

π

O

Y

X

(x, y)

(x, 'y)

(1, 0)

!

'!
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ตัวอย่างที่ 1  จงหาค่าของ sin 25π
3

, sin 25π
6' , cos 25π

4 และ cos 29π
3'

วิธีทำา sin 25π
3

$ sin 8π#
π
3

  sin 25π
6' $ 'sin 25π

6

  $ sin 2"4π#
π
3    $ 'sin 4π#

π
6

  $ sin π
3
   $ 'sin 2"2π#

π
6

  $
3
2

ตอบ  $ 'sin π
6

      $ '
1
2        ตอบ

cos 25π
4

$ cos 6π#
π
4   cos 29π

3' $ cos 29π
3

  $ cos 2"3π#
π
4

   $ cos 8π#
5π
 3

  $ cos π
4
   $ cos 5π

 3

  $
2
2 ตอบ  $

1
2                ตอบ

การหาค่าÐองฟังก์ชันไซน์และโคไซน์Ðองจำานวนจริงตั้งแต่ 0 äึง 2π

1. เมื่อจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย อยู่čนจตุภาคที่ 2 & &!
π
2

π

  ให้ P1(x1, y1) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย 

  ให้  * $ π'!  จะได้ 0 & * & 
π
2

  และ ! $ π'*

  จุด P(x, y) เป็นîาพสะท้อนของ P1 ข้ามแกน Y

  จุด P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว * หน่วย

 ดังนั้น  y $ sin *  และ x $ cos *

 แต่ y $ y1  $  sin !  $  sin (π'*)

 และ 'x $ x1  $  cos !  $  cos (π'*)

   sin ! $ sin (π'*) $ sin * เมื่อ 0 & * &
π
2

   cos ! $ cos (π'*) $ 'cos * เมื่อ 0 & * &
π
2

O

Y

X

P(x, y)

A(1, 0)

!

* *

B

P1(x1, y1)
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ตัวอย่างที่ 2  จงหาค่าของ sin 5π
6  และ cos 2π

3

วิธีทำา sin 5π
6 $ sin π'

π
6   cos 2π

3 $ cos π'
π
3

  $ sin π
6
   $ 'cos π

3

  $
1
2 ตอบ  $ '

1
2                   ตอบ

2. เมื่อจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย อยู่čนจตุภาคที่ 3 & &!
3π
2

π

    เมื่อ π & ! &
3π
2  เขียนในรูป ! $ π#* โดยที ่0 & * &

π
2

    ให้ P1(x1, y1) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย

    จุด Q เป็นîาพสะท้อนของจุด P1 ข้ามแกน X

    จุด P(x, y) เป็นîาพสะท้อนของจุด Q ข้ามแกน Y

    ส่วนโค้ง AP ยาว * หน่วย y1 $ 'y, x1 $ 'x

    จุด P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว * หน่วย

                  

 ดังนั้น sin ! $ sin (π#*) $ 'sin * เมื่อ 0 & * &
π
2

  cos ! $ cos (π#*) $ 'cos * เมื่อ 0 & * &
π
2

ตัวอย่างที่ 3  จงหาค่าของ sin 5π
4  และ cos 7π

6

วิธีทำา sin 5π
4

$ sin π#
π
4   cos 7π

6 $ cos π#
π
6

  $ 'sin π
4
   $ 'cos π

6

  $ '
2
2

ตอบ  $ '
3
2                 ตอบ

O

Y

X

P(x, y)

A(1, 0)B

Q

P1(x1, y1)

*

!
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3. เมื่อจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย อยู่čนจตุภาคที่ 4 & &!
3π
2 2π

    เมื่อ 3π
2 & ! & 2π เขียนในรูป ! $ 2π'* โดยที่  0 & * &

π
2

    ให้ P1(x1, y1) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย

    จุด P(x, y) เป็นîาพสะท้อนของจุด P1 ข้ามแกน X

    ส่วนโค้ง AP ยาว * หน่วย และ y1 $ 'y, x1 $ x

    จุด P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว * หน่วย

                   

 ดังนั้น sin ! $ sin (2π'*) $ 'sin * เมื่อ 0 & * &
π
2

  cos ! $ cos (2π'*) $ cos *  เมื่อ 0 & * &
π
2

ตัวอย่างที่ 4  จงหาค่าของ sin 5π
3

 และ cos 7π
4

วิธีทำา sin 5π
3

$ sin 2π'
π
3   cos 7π

4
$ cos 2π'

π
4

  $ 'sin π
3
   $ cos π

4

  $ '
3
2

ตอบ  $
2
2              ตอบ

 `<<?�$MS69Wg ¯

1. กำาหนดให้ π $ 3.1416 2π $ 6.2832

    π
2 $ 1.5708 3π

2 $ 4.7124

    π
3

$ 1.0472 2π
3 $ 2.0944

    π
4 $ 0.7854 3π

4 $ 2.3562

    π
6 $ 0.5236 5π

6 $ 2.6180

  (1) กำาหนดให้ sin ! $ 0.48 จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย จะอยู่ในจตุîาคที ่................................

 (2) กำาหนดให้ sin ! $ '0.52 จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย จะอยู่ในจตุîาคที่ ............................

  (3) กำาหนดให้ cos ! $ 0.91 จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย จะอยู่ในจตุîาคที่ ..............................

  (4) กำาหนดให้ cos ! $ '0.85 จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย จะอยู่ในจตุîาคที่ ...........................

O

Y

X

P(x, y)

A(1, 0)

P1(x1, y1)
!

*
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 2. จงเขยีนคา่ของฟงักช์นัไซนแ์ละโคไซนข์องจำานวนจรงิต่อไปนีใ้หอ้ยูใ่นรปูคา่ของฟงักช์นัไซน์และโคไซน์

  ของจำานวนจริงที่มีค่าตั้งแต ่0 ถึง π2

จำานวนจริง
!

เÐียนčนรูป

! " π)*
! " 2nπ)*

sin ! cos !

7π
6

π
6π# π#

π
6 $ π

6
'sinsin π#

π
6 $ π

6
'coscos

3π
5 .............................. .................................................. ........................................................

5π
3 .............................. .................................................. .........................................................

9π
10 .............................. .................................................. ..........................................................

17π
9 .............................. .................................................. .........................................................

15π
7 .............................. .................................................. ..........................................................

19π
5' .............................. .................................................. ........................................................

'
7π
3 .............................. .................................................. ..........................................................

 3. กำาหนดให ้0 ( ! ( π
2
 และ sin ! $ 0.42 จงหาค่าของ

  (1) cos !     (2) sin (π'!)

   วิธีทำา จาก  sin2
!#cos2

! $ 1  วิธีทำา sin (π'!)

     cos2
! $ 1'sin2

!   $ sin !

    เนื่องจาก 0 ( ! ( π
2
     $ ..............................

     cos ! $ 1'sin2
!

      $ 1'(0.42)2

      $ ..............................

      $ ..............................

      $ ..............................
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  (3) cos (π'!)     (4) cos (!'2π)

   วิธีทำา cos (π'!)     วิธีทำา cos (!'2π)

    $ ............................................   $ .............................................

    $ ............................................   $ ............................................

           $ .............................................

           $ ............................................

  (5) sin (2π'!)     (6) cos (π#!)

   วิธีทำา sin (2π'!)     วิธีทำา cos (π#!)

    $ ............................................   $ ............................................

    $ ............................................   $ ............................................

 4. กำาหนดให ้cos ! $ 35 และ 0 ( ! ( π2 

  จาก  sin2
!#cos2

! $ 1

    sin2
!#

3
5

2

 $ 1

    sin2
! $ ..............................

    .............................. $ ..............................

    .............................. $ ..............................

  จงหาค่าของ

  (1) cos (!'π)     (2) cos (!'2π)

   วิธีทำา cos (!'π)     วิธีทำา cos (!'2π)

    $ ............................................   $ ............................................

    $ ............................................   $ ............................................

    $ ............................................   $ ............................................

    $ ............................................   $ ............................................
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 จุดประสงค์การเรียนรู้

 นักเรียนสามารถหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่นๆ ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.  การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.  การเชื่อมโยง

 โดเมนและเรนจ์Ðองฟังก์ชันตรีโกณมิติ

 1. โดเมนของฟังก์ชัน sin และ cos คือ R

 2. เรนจ์ของฟังก์ชัน sin และ cos คือ {x ! R|'1 ( x ( 1}

 3. โดเมนของฟังก์ชัน tan และ sec คือ R'
(2n'1)π

2x ! R|x $ , n ∈ I

 4. โดเมนของฟังก์ชัน cot และ cosec คือ R'{x ∈ R|x $ nπ, n ∈ I}

 5. เรนจ์ของฟังก์ชัน tan และ cot คือ R

 6. เรนจ์ของฟังก์ชัน sec และ cosec คือ R'{x ∈ R|'1 & x & 1}

 ความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันตรีโกณมิติต่างĐ

  cot !  $ 1
tan !  เมื่อ tan !  + 0  หรือ sin ! + 0

  1#tan2 !  $ sec2
! เมื่อ cos ! + 0

  1#cot2!  $ cosec2
! เมื่อ sin ! + 0

 บทนิยาม 

 สำาหรับจำานวนจริง ! ใดๆ 

  tan !  $ sin !
cos !  เมื่อ cos !  + 0

  cot !  $ cos !
sin !  เมื่อ sin !  + 0

  cosec ! $ 1
sin !  เมื่อ sin !  + 0

  sec !  $ 1
cos !  เมื่อ cos !  + 0
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 1. กำาหนดให ้sin ! $ 0.52 และ 0 ( ! ( π2 จงหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่นๆ ของ !

  (1) cos !

   cos2
! $ 1'sin2

!

   cos ! $ 1'sin2
!, 0 ( ! ( π2

    $ ............................................................

    $ ............................................................

    $ ............................................................

    $ ............................................................

  (2) tan ! $ sin !
cos !  (3) cosec ! $ 

1
sin !

    $ ..............................   $ ..................................

    $ ..............................   $ ..................................

  (4) sec ! $ 1
cos !  (5) cot ! $ cos !

sin !

    $ ..............................   $ ..................................

    $ ..............................   $ ..................................

 2. กำาหนดให ้0 ( ! ( π2  และ sin ! $ 35 จงหาค่าของ

  (1) cosec !#sec ! (2) sin2
!#cos2

!

  (3) sec2
!'tan2

! (4) cosec2
!'cot2!

  วิธีทำา จาก  cos ! $ ) 1'sin2
!

    เนื่องจาก 0 ( ! ( π2  ดังนั้น cos ! $ 1'sin2
!

     cos ! $ ........................................

      $ ........................................

      $ ........................................

      $ ........................................

    จะได้ tan ! $ ................... cot !  $ ....................    

     sec !  $ .................... cosec !  $ ....................



1�หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 | ฟังก์ชันตรีโกณมิติ

  (1) cosec !#sec ! (2) sin2
!#cos2

!

   $ ........................................  $ ........................................ 

   $ ........................................  $ ........................................

   $ ........................................  $ ........................................ 

  (3) sec2
!'tan2

! (4) cosec2
!'cot2!

   $ ........................................  $ ........................................ 

   $ ........................................  $ ........................................

   $ ........................................  $ ........................................

 3. จงเติมตารางแสดงค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติ เมื่อ 0 ( ! ( π2 

! sin ! cos ! tan ! cosec ! sec ! cot !

0 ......................... ...................... ...................... ไม่นิยาม ....................... ไม่นิยาม

π
6 ......................... ...................... ...................... ....................... ....................... .......................

π
4 ......................... ...................... ...................... ....................... ....................... .......................

π
3 ......................... ...................... ...................... ....................... ....................... .......................

π
2 ......................... ...................... ไม่นิยาม ....................... ไม่นิยาม .......................

 4. จงบอกว่าจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว ! หน่วย อยู่ในจตุîาคใด เมื่อกำาหนด

  (1) sin ! % 0 และ cos ! % 0 ............... (2) sin ! % 0 และ cos ! & 0 ...............

  (3) sin ! & 0 และ cos ! % 0  ............... (4) sin ! & 0 และ cos ! & 0  ...............

  (5) tan ! % 0 และ cos ! & 0  ............... (6) sin ! % 0 และ tan ! & 0  ...............

  (7) cos ! & 0 และ tan ! & 0  ............... (8) cos ! % 0 และ tan ! & 0  ...............


