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คาํนํา

กลศาสตร์ เป็นวชิาทีÉ ใช้ ในการศกึษาและวเิคราะห์การ เคลืÉอนทีÉของวตัถุ ทาํให้กลศาสตร์แบบ
ฉบบัเป็นวชิาพืÊนฐานทีÉสาํคญัในสาขาวชิาฟิสกิส์ และเป็นวชิาบงัคบัสาํหรบันกัศกึษาทั Êงในระดบั
ปรญิญาตรีและระดบับณัฑติศกึษา เนืÊอหาในตาํราเลม่นีÊจงึได้เรยีบเรยีงขึÊนโดยตั Êงความหวงัไว้
วา่จะทาํให้นกัศกึษาได้เรยีนรู้และเขา้ใจการใช้คณติศาสตร์กบัวชิากลศาสตร์เป็นหลกั โดยเริÉม
ตน้จากการทบทวนเวกเตอร์ และมีเนืÊอหาครอบคลุมการเคลืÉอนทีÉของอนุภาคในลกัษณะต่างๆ
โดยใช้กลศาสตร์แบบนิวตนั การเคลืÉอนทีÉแบบฮาร์มอนิกออสซลิเลเตอร์ แรงในแนวศนูยก์ลาง
ระบบพกิดัทีÉเคลืÉอนทีÉ ระบบอนุภาค วตัถุแขง็เกรง็ กลศาสตรล์ากรานเจยีน และ กลศาสตรแ์ฮมลิ
โทเนียน อนึÉงผู้ใช้ตาํราเลม่นีÊจะได้รบัความรู้ทีÉสมบรูณ์ก็ต่อเมืÉอประกอบการเรยีนและการศกึษา
คน้ควา้ดว้ยตวัเอง โดยอาศยัหนงัสอืทีÉไดอ้า้งไวใ้นบรรณานุกรมและหนงัสอือืÉนๆ ทีÉเกีÉยวขอ้งดว้ย

ผู้เขยีนหวงัวา่ตาํราเลม่นีÊจะเป็นประโยชน์ต่ออาจารย์และนกัศกึษาทีÉใช้ประกอบการ
เรยีน การสอนวชิากลศาสตร์แบบฉบบัมากพอสมควร หากผู้อ่านพบขอ้ผดิพลาดประการใด
ในตาํราเลม่นีÊ ผู้เขยีนขอน้อมรบัความผดิพลาดเหลา่นั Êน และยนิดีรบัคาํแนะนําไว้เพืÉอแกไ้ขให้
ถกูตอ้งสมบรูณ์ต่อไป ผู้เขยีนขอขอบพระคณุสาขาวชิาฟิสกิส์ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยั
ขอนแก่น ทีÉใหค้วามอนุเคราะหไ์ดใ้ชว้สัดคุรภุณัฑข์องสาขาวชิาฯ ในการจดัทาํตาํราเลม่นีÊ และขอ
ขอบคณุคณาจารยส์าขาวชิาฟิสกิสท์ุกทา่นสาํหรบัคาํแนะนําต่างๆ ทีÉมปีระโยชน์
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บททีÉ ř

การวิเคราะหเ์วกเตอร์ VECTOR ANALYSIS

เวกเตอร์เป็นเครืÉองมอืทางคณติศาสตร์อยา่งหนึÉงซึÉงเป็นเครืÉองมอือยา่งแรกทีÉตอ้งใช้
และมีความสาํคญัในการศกึษาทางฟิสกิส์ เนืÉองจากเป็นเครืÉองมอืทีÉชว่ยอาํนวยความสะดวกใน
การคาํนวณปรมิาณทีÉวดัในทางฟิสกิส์ ในบทนีÊจะอธบิายถงึขอ้กาํหนดพืÊนฐานของเวกเตอร์ ตวั
ดาํเนินการสาํคญัของแคลคลูสั เวกเตอร์ ซึÉง เป็นเครืÉองมอืในการวิเคราะห์ปัญญหาทางฟิสกิส์
อนุพนัธ์และปริพนัธ์ของเวกเตอร์ รวมถงึการประยกุต์ในทางฟิสกิส์สาํหรบัการวเิคราะห์ปัญหา
การเคลืÉอนทีÉของวตัถุ และในตอนทา้ยจะอธบิายถงึเวกเตอรบ์อกตาํแหน่งในระบบพกิดัต่างๆ ซึÉง
จะได้ความเรว็และความเรง่ของวตัถุในพกิดันั Êนๆ เพืÉอทีÉจะสามารถนําไปวเิคราะห์การเคลืÉอนทีÉ
ของวตัถุต่อไปได้

ř.ř ปริมาณสเกลารแ์ละปริมาณเวกเตอร์

ปรมิาณต่างๆ ทีÉวดัในทางฟิสกิสจ์ะแบง่ออกเป็น 2 ประเภท คอื

ř. ปรมิาณสเกลาร์ (scalar quantity) คอื ปรมิาณทีÉระบุขนาดเพยีงอยา่งเดยีว เชน่ อุณหภมูิ
ปรมิาตร มวล พลงังาน เวลา เป็นตน้
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รปูทีÉ ř.ř: เวกเตอร์ R⃗

Ś. ปรมิาณเวกเตอร์ (vectors) คอื ปรมิาณทีÉตอ้งระบุทั Êงขนาดและทศิทางพรอ้มกนัจงึจะได้
ความหมายทีÉสมบรูณ์ เชน่ การกระจดั ความเรว็ ความเรง่ แรง สนามไฟฟ้าและสนามแม่
เหลก็ เป็นตน้

สญัลกัษณ์ของเวกเตอร์จะใช้อกัษรยอ่ของปรมิาณนั Êนๆ โดยมหีลายรปูแบบในหนงัสอืหรอืตาํรา
บางเลม่จะใชต้วัพมิพห์นา เชน่ แรง F ความเรว็ v หรอืโมเมนตมั p สาํหรบัตวัเขยีนดว้ยมอืนิยม
เขยีนลกูศรกาํกบัเหนือตวัอกัษร เชน่ แรง F⃗ ความเรว็ v⃗ หรอืโมเมนตมั p⃗ การแสดงปรมิาณ
เวกเตอร์ดว้ยรปูแสดงได้ดว้ยเสน้ทีÉมีลกูศรกาํหนดทศิทาง โดยขนาดแสดงดว้ยความยาวของ
เสน้ และทศิทางจะเป็นไปตามทศิของลกูศรนั Êน ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.ř สญัลกัษณ์ของเวกเตอร์ คอื
R⃗ =

−−→
PQ สว่นขนาดของเวกเตอร์เขยีนแทนดว้ย |R⃗| = R = |

−−→
PQ| = PQ นั Éนคอืจะเขยีน

เฉพาะอกัษรทีÉใชแ้ทนปรมิาณนั Êนโดยไมต่อ้งใสเ่ครืÉองหมายลกูศร

ř.Ś เวกเตอรท์างพีชคณิต

เวกเตอรเ์ป็นปรมิาณทีÉมทีั Êงขนาดและทศิทางพรอ้มกนัผดิกบัสเกลารท์ีÉมแีต่ขนาดอยา่ง
เดยีว ดงันั Êนการบวก-ลบ และการคณู (product) ของเวกเตอร์จะต่างจากสเกลาร์ มองอกีมมุ
หนึÉงเสมอืนวา่เวกเตอร์มมีากกวา่หนึÉงมติิ ในขณะทีÉสเกลาร์มแีค่มติิเดยีว ดงันั Êนการรวมกนัของ
ปรมิาณเวกเตอร์ตั Êงแต่สองเวกเตอร์ขึÊนไป ผลลพัธ์ทีÉได้อาจจะมคีา่มากหรอืน้อยลงกวา่เดมิกไ็ด้
ขึÊนอยูก่บัขอ้กาํหนดพืÊนฐานต่อไปนีÊ

การเท่ากนัของเวกเตอร์ เวกเตอร์สองเวกเตอร์จะเทา่กนัก็ต่อเมืÉอ มขีนาดทีÉเทา่กนั
และมีทศิทางเดยีวกนั โดยไม่จาํเป็นตอ้งมีจุดเริÉมตน้เดยีวกนั ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.Ś กาํหนดให้
เวกเตอร์ A⃗ และ B⃗ มขีนาดเทา่กนัและชีÊไปในทศิเดยีวกนั สองเวกเตอรนี์Êมคีา่เทา่กนัเขยีนแบบ

รปูทีÉ ř.Ś: การเทา่กนัของเวกเตอร์
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รปูทีÉ ř.ś: การรวมเวกเตอรโ์ดย
วธิเีรขาคณติ

พชีคณติได้วา่ A⃗ = B⃗ สาํหรบัเวกเตอร์ B⃗ ทีÉมีทศิทางตรงกนัขา้มกบัเวกเตอร์ A⃗ เขยีนแบบ
พชีคณติไดว้า่ A⃗ = −B⃗

การหาผลบวกของเวกเตอรใ์ดๆ สามารถใชว้ธิเีรขาคณติ (geometric method) มา
หาผลลพัธ์ไดโ้ดยการนําหางของเวกเตอรต์วัทีÉสองต่อเขา้กบัหวัของเวกเตอรต์วัแรก และนําหาง
ของเวกเตอร์ตวัทีÉสามถดัไปมาต่อเขา้กบัหวัของเวกเตอร์ตวัทีÉสอง ทาํแบบนีÊต่อไปเรืÉอยๆ ตาม
ลาํดบั สว่นเวกเตอร์ลพัธ์ R⃗ ได้จากการลากจากหางของเวกเตอร์ตวัแรกไปยงัหวัเวกเตอร์ตวั
สดุทา้ย ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.ś ในกรณีการรวมกนัระหวา่งสองเวกเตอร์สามารถเขยีนในอกีแบบ
หนึÉง เรยีกวา่การบวกเวกเตอร์แบบสรา้งรปูสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน (parallelogram) ดงัแสดงในรปู
ทีÉ ř.Ŝ โดยให้หางเวกเตอร์ A⃗ และ B⃗ เป็นดา้นประชดิ แลว้เวกเตอร์ลพัธ์ R⃗ คอืเสน้ทะแยงมมุ
ของรปูสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน สาํหรบัผลต่างของเวกเตอร์ เชน่ A⃗− B⃗ สามารถใชว้ธิกีารหาผลรวม
เวกเตอรม์าใชโ้ดยเขยีนใหมใ่หอ้ยูใ่นรปู A⃗+ (−B⃗)

การกระทาํกนัระหวา่งเวกเตอร์ใดๆ ในรปูแบบต่างๆ สามารถรวบรวมเป็นกฎเกณฑ์
เรยีกวา่ กฎของเวกเตอรพ์ชีคณติ (Law of vector algebra) ดงันีÊ

• การสลบัทีÉของการบวก (commutative law of addition) การรวมกนัของเวกเตอรส์ามารถ
ทีÉจะนําเวกเตอรต์วัไหนเป็นตวัตั Êงตน้ก่อนกไ็ด้ ตวัอยา่งเชน่ เวกเตอร์ A⃗ รวมกบัเวกเตอร์
B⃗ ดงัรปูทีÉ ř.ŝ จะได้ R⃗ = A⃗+ B⃗ = B⃗ + A⃗

• การเปลีÉยนกลุม่ของการบวก (associative law of addition) การรวมกนัของเวกเตอร์

รปูทีÉ ř.Ŝ: การบวก เวก เตอร์ แบบสรา้ง รปู สีÉเหลีÉยม
ดา้นขนาน
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รปูทีÉ ř.ŝ: กฎของเวกเตอรพ์ชีคณติ

สามารถทีÉจะจดักลุม่ใหมไ่ดโ้ดยทีÉผลลพัธย์งัคงเทา่เดมิอยู่ ตวัอยา่งเชน่ ในรปูทีÉ ř.ŝ เป็นการ
รวมกนัของเวกเตอร์ A⃗, B⃗ และ C⃗ นั Éนคอื R⃗ = A⃗+ (B⃗ + C⃗) = (A⃗+ B⃗) + C⃗

• การคณูปริมาณสเกลาร์ (m) กบัเวกเตอร์ A⃗ ผลลพัธ์ได้เวกเตอร์ B⃗ จะยาวเป็น m เทา่
ของเวกเตอร์ A⃗ ดงันีÊ

B⃗ = mA⃗


m > 0 ทศิเดยีวกนั

m < 0 ทศิตรงกนัขา้มกนั

m = 0 เวกเตอรศ์นูย์ (null vector)

นอกจากนีÊ ยงัมกีฎทีÉเกีÉยวขอ้งของการคณูปรมิาณสเกลารก์บัเวกเตอรอ์กี คอื

(mn)A⃗ = m(nA⃗) = n(mA⃗) กฎการคณูจบักลุม่

(m+ n)A⃗ = mA⃗+ nA⃗ กฎการกระจาย

m(A⃗+ B⃗) = mA⃗+mB⃗ กฎการกระจาย

ř.ś เวกเตอรห์นึÉงหน่วย

เวกเตอรห์นึÉงหน่วย (unit vector) คอื เวกเตอรท์ีÉมขีนาดเพยีงหนึÉงหน่วย และมทีศิทาง
ตามเวกเตอรท์ีÉพจิารณา รปูทีÉ ř.Ş แสดงเวกเตอร์ A⃗ เป็นเวกเตอรท์ีÉมขีนาดเทา่กบั A มี êA = A⃗

A

เป็นเวกเตอร์หนึÉงหน่วยทีÉมทีศิเดยีวกบัเวกเตอร์ A⃗ ดงันั Êน สามารถเขยีนเวกเตอร์ A⃗ ได้ใหม่อยู่
ในรปู

A⃗ = AêA (ř.ř)
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รปูทีÉ ř.Ş: เวกเตอรห์นึÉงหน่วยในระบบพกิดัฉาก

ในระบบพกิดัฉาก (Rectangular coordinates system) เวกเตอรห์นึÉงหน่วยแทนดว้ย î, ĵ และ k̂
มขีนาดหนึÉงหน่วยทศิตามแกน x, y และ z ตามลาํดบั ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.Ş

ř.Ŝ องคป์ระกอบของเวกเตอร์

เวกเตอร์ในระบบพกิดัใดๆ สามารถทีÉจะเขยีนในรปูของเวกเตอร์องค์ประกอบในแนว
แกนนั Êนๆ ของระบบพกิดั ยกตวัอยา่งเชน่ เวกเตอร์ A⃗ อยู่ในระบบพกิดัฉาก Ś มติิ (x, y) โดยทีÉ
เวกเตอร์ A⃗ ทาํมมุ θ กบัแกน x โดยจดุเริÉมตน้ของเวกเตอรอ์ยูท่ีÉจดุเริÉมตน้ O (origin) ของระบบ
พกิดั ปลายลกูศรของเวกเตอร์จะบอกเป็นตาํแน่งของพกิดั ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.ş สว่นประกอบ
ของเวกเตอร์ A⃗ บนระนาบ xy คอื

A⃗ = A⃗x + A⃗y = Axî+Ay ĵ (ř.Ś)

รปูทีÉ ř.ş: องคป์ระกอบของเวกเตอรใ์นระบบพกิดัฉาก
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เมืÉอ Ax และ Ay คอืองคป์ระกอบของเวกเตอร์ A⃗ ในแนวแกน x และ y ตามลาํดบั โดย Ax =

A cos θ และ Ay = A sin θ จะได้

θ = tan−1

(
Ay

Ax

)
(ř.ś)

ดงันั Êน ขนาดของเวกเตอร์ A⃗ คอื

A =
∣∣∣A⃗∣∣∣ =√A2

x +A2
y (ř.Ŝ)

ถา้เวกเตอร์ r⃗ อยูใ่นระบบพกิดัฉาก ś มติิ (x, y, z) ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.ş เขยีนเป็นองค์
ประกอบไดเ้ป็น

r⃗ = r⃗x + r⃗y + r⃗z = rxî+ ry ĵ + rzk̂ (ř.ŝ)

เมืÉอ rx, ry และ rz คอื องคป์ระกอบของเวกเตอร์ r⃗ ตามแกน x, y และ z ตามลาํดบั จากรปูจะ
ไดว้า่

rx = r sin θ cosϕ; ry = r sin θ sinϕ; rz = r cos θ

ดงันั Êน ขนาดของเวกเตอร์ r⃗ คอื

r = |r⃗| =
√

r2x + r2y + r2z (ř.Ş)

เวกเตอร์ r⃗ ทีÉมจีุดเริÉมตน้ของเวกเตอร์อยู่ทีÉจดุเริÉมตน้ของพกิดั สามารถใช้บอกตาํแน่งของวตัถุ
ใดๆ ได้ จงึเรยีกวา่ เวกเตอรบ์อกตาํแหน่ง (position vector)

ตวัอย่าง ř.ř: องคป์ระกอบของเวกเตอร์

นกัศกึษาคนหนึÉงเดนิทางไปทางทศิตะวนัออกเฉียงไปทางทศิเหนือเป็นมมุ 60◦ ไดร้ะยะ
ทาง 30 m จงหาระยะทางทีÉเขาเดนิทางไดใ้นทศิเหนือและทติะวนัออก
วธิทีาํ หาสว่นประกอบของเวกเตอร์ r⃗ โดยทีÉ r = 30 m ; θ = 60◦

แกน x (ทศิตะวนัออก)

x = r cos θ = 30 cos 60◦ = 15.00 m

แกน y (ทศิเหนือ)

y = r sin θ = 30 sin 60◦ = 25.98 m
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จะไดเ้วกเตอรบ์อกตาํแหน่งเป็น r⃗ = 15.00̂i+ 25.98ĵ

ดงันั Êน ระยะทางทีÉเขาเดนิทางไดใ้นทศิเหนือ คอื 25.98 m · · · #
และทติะวนัออก คอื 15.00 m · · · #

นอกจากการรวมเวกเตอร์โดยใช้วธิีสรา้งรปูเรขาคณติแลว้ ยงัสามารถทาํได้โดยใช้วธิี
แยกองค์ประกอบหรอืวธิีวเิคราะห์ผลบวกของเวกเตอร์ ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.Š แสดงวธิีการรวม
ระหวา่งเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ ไดผ้ลลพัธเ์ป็นเวกเตอร์ R⃗ โดยองคป์ระกอบบนแกน x ของ
เวกเตอร์ R⃗ คอืRx = Ax+Bx และองคป์ระกอบบนแกน y ของเวกเตอร์ R⃗ คอืRy = Ay+By

ดงันั Êน ถา้ใชเ้วกเตอรห์นึÉงหน่วยในแนวแกน x และ y จะเขยีนไดเ้ป็น

R⃗ = A⃗+ B⃗ =
(
Axî+Ay ĵ

)
+
(
Bxî+By ĵ

)
= (Ax +Bx) î+ (Ay +By) ĵ

ขนาดและทศิทางของเวกเตอร์ R⃗ จะไดเ้ป็น

R =
√

R2
x +R2

y ; θ = tan−1

(
Ry

Rx

)

รปูทีÉ ř.Š: การรวมเวกเตอรด์ว้ยวธิแียกองคป์ระกอบ

ตวัอย่าง ř.Ś: การรวมเวกเตอรด้์วยวิธีแยกองคป์ระกอบ

จงหาระยะการกระจดัของนกัศกึษาคนหนึÉงซึÉงเดนิทางไปทางทศิตะวนัออกเฉียงไปทาง
เหนือ เป็นมมุ 60◦ ไดร้ะยะทาง 30 m จากนั Êนเดนิทางไปทางทศิตะวนัตกอกี 20 m
วธิทีาํ หาสว่นประกอบของเวกเตอร์ R⃗
จากตวัอยา่ง ř.ř เวกเตอรบ์อกตาํแหน่งของเวกเตอร์ A⃗ = 15.00̂i+ 25.98ĵ

เวกเตอรบ์อกตาํแหน่งของเวกเตอร์ B⃗ = 20.00̂i
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ดงันั Êน องคป์ระกอบบนแกน x คอื

Rx = Ax +Bx = 15.00 + (−20.00) = −5.00 m

องคป์ระกอบบนแกน y คอื

Ry = Ay +By = 25.98 + 0 = 25.98 m

จะไดเ้วกเตอรล์พัธเ์ป็น R⃗ = −5.00̂i+ 25.98ĵ

ดงันั Êน ขนาดและทศิทางของเวกเตอรล์พัธ์ คอื

R =
√
R2

x +R2
y =

√
(−5)2 + (25.98)2

= 26.46 m · · · #

θ = tan−1

(
Ry

Rx

)
= tan−1

(
25.98

−5

)
= −79.11◦ เทยีบกบัแกน x · · · #

ř.ŝ การคณูเวกเตอร์

การคณูกนัระหวา่งเวกเตอรส์องเวกเตอร์ มอียู่ 2 ชนิด คอื
• ผลคณูสเกลารห์รอืผลคณูแบบดอท (scalar or dot product)

• ผลคณูเวกเตอรห์รอืผลคณูแบบครอส (vector or cross product)

ř.ŝ.ř ผลคณูสเกลาร์

ผลคณูสเกลาร์หรอืผลคณูแบบดอทเป็นการคณูกนัระหวา่งสองเวกเตอร์แลว้ผลลพัธ์ทีÉ
ไดเ้ป็นปรมิาณสเกลาร์ โดยกาํหนดการคณูไวด้งันีÊ

A⃗ · B⃗ = AB cos θ (ř.ş)
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โดยทีÉ θ คอืมมุระหวา่งเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ และมคีา่ 0 ≤ θ ≤ π เนืÉองจาก A และ B

เป็นขนาดของเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ ดงันั Êน ตามขอ้กาํหนดนีÊผลคณูทีÉได้จงึเป็นปริมาณ
สเกลาร์ กฎทีÉสามารถใชไ้ดก้บัผลคณูสเกลารม์ดีงัต่อไปนีÊ

ř. A⃗ · B⃗ = B⃗ · A⃗

Ś. A⃗ · (B⃗ + C⃗) = (A⃗ · B⃗) + (A⃗ · C⃗)

ś. m(A⃗ · B⃗) = (mA⃗) · B⃗ = A⃗ · (mB⃗) = (A⃗ · B⃗)m เมืÉอ m เป็นปรมิาณสเกลาร์

Ŝ. A⃗ · B⃗ = 0 เมืÉอเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ ไมใ่ช่เวกเตอรศ์นูย์ จะไดว้า่เวกเตอร์ A⃗ ตั Êง
ฉากกบัเวกเตอร์ B⃗

ให้ A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂ และ B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂ ผลคณูสเกลลารข์องสอง
เวกเตอรจ์ะไดเ้ป็น

A⃗ · B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂) · (Bxî+By ĵ +Bzk̂) = AxBx +AyBy +AzBz

เนืÉองจาก (̂i · î) = (ĵ · ĵ) = (k̂ · k̂) = 1 และ (̂i · ĵ) = (̂i · k̂) = (ĵ · k̂) = 0

ř.ŝ.Ś ผลคณูเวกเตอร์

ผลคณูเวกเตอร์ หรอืผลคณูแบบครอส เป็นการคณูกนัระหวา่งสองเวกเตอรแ์ลว้ผลลพัธ์
ทีÉไดเ้ป็นปรมิาณเวกเตอร์ โดยกาํหนดการคณูไวด้งันีÊ

A⃗× B⃗ = C⃗ (ř.Š)

เมืÉอ C⃗ คอืเวกเตอรผ์ลลพัธ์ โดยทศิทางของเวกเตอร์ C⃗ จะตั Êงฉากกบัระนาบของเวกเตอร์ A⃗ และ
เวกเตอร์ B⃗ และชีÊไปในทศิทางของหวัแม่มอืของมอืขวาทีÉกาํหมนุวนจากเวกเตอร์ A⃗ (เวกเตอร์
ตั Êงตน้) ไปยงัเวกเตอร์ B⃗ หรอืชีÊไปในทศิทางของปลายสกรูทีÉหมนุดว้ยมอืขวา ซึÉงเรยีกวา่ กฎ
มอืขวาหรอืกฎมอืขวาของการหมนุสกรู ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.š สาํหรบัขนาดของเวกเตอร์ C⃗ คอื

C =
∣∣∣A⃗× B⃗

∣∣∣ = AB sin θ (ř.š)
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โดยทีÉ θ คอืมมุระหวา่งเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ และมคีา่ 0 < θ < π

เพืÉอความสะดวกในการคาํนวณเราสามารถหาผลคณูแบบเวกเตอร์ได้โดยใช้เมตรกิซ์
ดงันีÊ

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (AyBz −AzBy) î+ (AzBx −AxBz) ĵ + (AxBy −AyBx) k̂

(ř.řŘ)

การพจิารณาเครืÉองหมายผลคณูเวกเตอรส์าํหรบัเวกเตอรห์นึÉงหน่วยในระบบพกิดัฉาก มดีงันีÊ

• ทศิทวนเขม็เครืÉองหมายบวก î× ĵ = k̂; ĵ × k̂ = î; k̂ × î = ĵ

• ทศิตามเขม็เครืÉองหมายลบ î× k̂ = −ĵ; k̂ × ĵ = −î; ĵ × î = −k̂

กฎทีÉสามารถใชไ้ดก้บัผลคณูสเกลารม์ดีงัต่อไปนีÊ

ř. A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗

Ś. A⃗× (B⃗ + C⃗) = (A⃗× B⃗) + (A⃗× C⃗)

ś. m(A⃗× B⃗) = (mA⃗)× B⃗ = A⃗× (mB⃗) เมืÉอ m เป็นปรมิาณสเกลาร์

รปูทีÉ ř.š: เวกเตอร์ C⃗ ซึÉงเป็นผลคณูเวกเตอร์
ของเวกเตอร์ A⃗ กบัเวกเตอร์ B⃗

าวขอืม
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Ŝ. A⃗ × B⃗ = 0 และเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗ ไมใ่ช่เวกเตอร์ศนูย์ จะไดเ้วกเตอร์ A⃗ กบั
เวกเตอร์ B⃗ ขนานกนั

ŝ. ขนาดของผลคณูเวกเตอร์ A⃗ × B⃗ =
∣∣∣A⃗× B⃗

∣∣∣ คอืพืÊนทีÉรปูสีÉเหลีÉยมดา้นขนานทีÉมีดา้น
ประกอบดว้ยเวกเตอร์ A⃗ และเวกเตอร์ B⃗

Ş. A⃗× B⃗ × C⃗ =
(
A⃗ · C⃗

)
B⃗ −

(
A⃗ · B⃗

)
C⃗

ş. A⃗ ·
(
B⃗ × C⃗

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ตวัอย่าง ř.ś: การคณูเวกเตอร์

พจิารณาเวกเตอร์ A⃗ = −î+ 2ĵ และ B⃗ = −î+ 3k̂ จงหา
(ก) ผลคณูสเกลาร์

A⃗ · B⃗ =
(
−î+ 2ĵ

)
·
(
−î+ 3k̂

)
= (−1)(−1) + (2)(0) = 1 · · · #

(ข) มมุระหวา่งเวกเตอรท์ั Êงสอง

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

θ = cos−1

(
A⃗ · B⃗
AB

)
= cos−1

(
1√

(−1)2 + (2)2
√

(−1)2 + (3)2

)
= 82◦ · · · #

(ค) ผลคณูเวกเตอร์

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

−1 2 0

−1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (6− 0) î+ (0− [−3]) ĵ + (0− [−2]) k̂

= 6̂i+ 3ĵ + 2k̂ · · · #

(ง) เวกเตอรห์นึÉงหน่วยของเวกเตอรล์พัธ์ A⃗× B⃗
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ให้ n̂ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยของเวกเตอรล์พัธ์ นั Éนคอื

n̂ =
A⃗× B⃗∣∣∣A⃗× B⃗

∣∣∣
ขนาดของเวกเตอรล์พัธ์

∣∣∣A⃗× B⃗
∣∣∣ = √

62 + 32 + 22 = 7

n̂ =
A⃗× B⃗∣∣∣A⃗× B⃗

∣∣∣ = 6

7
î+

3

7
ĵ +

2

7
k̂ · · · #

ř.Ş แคลคลูสัเวกเตอร์

การพจิารณาการเปลีÉยนแปลงของเวกเตอร์ในมติทิีÉสงูกวา่หรอืเทา่กบัสองมติิ จะใช้ตวั
ดาํเนินการของแคลคลูสัเวกเตอร์เป็นเครืÉองมอืในการวเิคราะห์ ถา้เวกเตอร์ A⃗ เป็นฟังกช์นัของ
ตาํแหน่ง (x, y, z) ในระบบพกิดัฉาก เขยีนเป็น A⃗ = A⃗(x, y, z) เรยีกเวกเตอร์ A⃗ นีÊวา่ สนาม
เวกเตอร์ (vector field) ในทาํนองเดยีวกนัปริมาณสเกลาร์ทีÉเป็นฟังกช์นัของตาํแหน่ง (x, y, z)
เขยีนเป็น φ(x, y, z) เรยีกปรมิาณสเกลารฟั์งกช์นันีÊวา่ สนามสเกลาร์ (scalar field) ยกตวัอยา่ง
เชน่ ถา้พจิารณานํÊาในสระ อุณหภมูขิองนํÊาในสระเป็นสนามสเกลาร์ โดยเป็นการระบุคา่อุณหภมูิ
ซึÉงเป็นปริมาณสเกลาร์ให้กบัแต่ละตาํแหน่ง สว่นการไหลของนํÊาในสระนั Êนเป็นสนามเวกเตอร์
เนืÉองจากการไหลของนํÊาทีÉแต่ละจุดนั Êนจะถกูระบุดว้ยเวกเตอรค์วามเรว็ เป็นตน้

ตวัดาํเนินการทีÉสาํคญัในแคลคลูสัเวกเตอรท์ีÉใชง้านมากในทางฟิสกิส์ คอื
• เกรเดยีนต์ (gradient)

• ไดเวอรเ์จนซ์ (divergence)

• เคริล์ (curl)
เพืÉอความสะดวกในการเขยีนจะกาํหนด ตวัดาํเนินการอนุพนัธ์เวกเตอร์ (vector differential op-
erator) เรยีกวา่ เดล (del) ใชส้ญัลกัษณ์เป็น ∇⃗ สาํหรบัพกิดัฉากกาํหนดใหเ้ป็น

∇⃗ =
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂ (ř.řř)
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รปูทีÉ ř.řŘ: เกรเดยีนตข์องสนามสเกลาร์

ř.Ş.ř เกรเดียนต์ (gradient)

เกรเดยีนต์ ใชส้ญัลกัษณ์ grad φ หรอื ∇⃗φ เป็นตวัดาํเนินการใชว้ดัอตัราและทศิทาง
ความเปลีÉยนแปลงของสนามสเกลาร์ กาํหนดให้

∇⃗φ =
∂φ

∂x
î+

∂φ

∂y
ĵ +

∂φ

∂z
k̂ (ř.řŚ)

ดงันั Êนเกรเดยีนต์ของสนามสเกลาร์จะได้เป็นสนามเวกเตอร์ทีÉชีÊไปในทศิทางของอตัราการเพิÉม
ขึÊนทีÉใหญ่ทีÉสดุของสนามสเกลาร์ และมขีนาดทีÉเป็นอตัราของการเพิÉมขึÊน ดงัตวัอยา่งแสดงในรปู
ทีÉ ř.řŘ สนามสเกลาร์ทีÉอยู่ในสดีาํและสขีาว โดยสดีาํเป็นตวัแทนของคา่ทีÉมคีา่สงูกวา่สขีาว และ
เกรเดยีนตท์ีÉสอดคลอ้งกนัจะแสดงดว้ยลกูศรโดยหวัลกูศรจะชีÊไปในทศิทีÉมคีา่สงู คอืชีÊไปทางสดีาํ

ř.Ş.Ś ไดเวอรเ์จนซ์ (divergence)

ไดเวอร์เจนซ์ ใช้สญัลกัษณ์ div A⃗ หรอื ∇⃗ · A⃗ เป็นตวัดาํเนินการใช้วดัความลู่เขา้
หรอืลู่ออกของสนามเวกเตอร์ ณ จดุใดๆ ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.řř โดยไดเวอร์เจนซ์มคีา่น้อยกวา่
ศนูย์จะเป็นการลู่ เขา้ และไดเวอร์เจนซ์มีคา่มากกวา่ศนูย์จะเป็นการลู่ออก สว่นไดเวอร์เจนซ์
เทา่กบัศนูย์หมายถงึมีปรมิาณการลู่เขา้เทา่กบัลู่ออก ไดเวอร์เจนซ์ของเวกเตอร์ A⃗ จะเขยีนได้

รปูทีÉ ř.řř: ไดเวอร์ เจนซ์ของ
สนามเวกเตอร์
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เป็น
∇⃗ · A⃗ =

(
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂

)
·
(
Axî+Ay ĵ +Azk̂

)

∇⃗ · A⃗ =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
(ř.řś)

ดงันั Êนไดเวอรเ์จนซข์องสนามเวกเตอรจ์ะไดเ้ป็นปรมิาณสเกลาร์

ř.Ş.ś เคิรล์ (curl)

เคริล์ ใชส้ญัลกัษณ์ curl A⃗ หรอื ∇⃗ × A⃗ เป็นตวัดาํเนินการใชว้ดัระดบัความหมนุวน
ณ จุดใดๆ ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.řŚ กาํหนดให้

∇⃗ × A⃗ =

(
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂

)
×
(
Axî+Ay ĵ +Azk̂

)

∇⃗ × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
î+

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
ĵ +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂

(ř.řŜ)

ดงันั Êนเคริล์ของสนามเวกเตอรจ์ะไดเ้ป็นอกีสนามเวกเตอรห์นึÉง

รปูทีÉ ř.řŚ: เคริล์ของสนามเวกเตอร์
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ตวัอย่าง ř.Ŝ: แคลคลูสัเวกเตอร์

ถา้ φ = x2yz3 และ A⃗ = xzî− y2ĵ + 2x2yk̂ จงหา
(ก) ∇⃗φ

∇⃗φ =
∂φ

∂x
î+

∂φ

∂y
ĵ +

∂φ

∂z
k̂

=
∂

∂x

(
x2yz3

)
î+

∂

∂y

(
x2yz3

)
ĵ +

∂

∂z

(
x2yz3

)
k̂

= 2xyz3î+ x2z3ĵ + 3x2yz2k̂ · · · #

(ข) ∇⃗ · A⃗

∇⃗ · A⃗ =

(
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂

)
·
(
xzî− y2ĵ + 2x2yk̂

)
=

∂

∂x
(xz) +

∂

∂y

(
−y2

)
+

∂

∂z

(
2x2y

)
= z − 2y · · · #

(ค) ∇⃗ × A⃗

∇⃗ × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz −y2 2x2y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂(2x2y)

∂y
− ∂(−y2)

∂z

)
î+

(
∂(xz)

∂z
− ∂(2x2y)

∂x

)
ĵ

+

(
∂(−y2)

∂x
− ∂(xz)

∂y

)
k̂

=2x2î+ (x− 4xy)ĵ · · · #

(ง) div (φA⃗)

∇⃗ · (φA⃗) = ∇⃗ ·
(
x3yz4î− x2y3z3ĵ + 2x4y2z3k̂

)
=

∂

∂x

(
x3yz4

)
+

∂

∂y

(
−x2y3z3

)
+

∂

∂z

(
2x4y2z3

)
= 3x2yz4 − 3x2y2z3 + 6x4y2z2 · · · #
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(จ) curl (φA⃗)

∇⃗ × (φA⃗) =∇⃗ ×
(
x3yz4î− x2y3z3ĵ + 2x4y2z3k̂

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x3yz4 −x2y3z3 2x4y2z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
4x4yz3 + 3x2y3z2

)
î+
(
4x3yz3 − 8x3y2z3

)
ĵ

−
(
2xy3z3 + x3z4

)
k̂ · · · #

ř.ş อนุพนัธข์องเวกเตอร์

พจิารณาเวกเตอร์ A⃗ ใดๆ เป็นฟังกช์นัของตวัแปรสเกลาร์ u เขยีนได้เป็น A⃗(u)

อนุพนัธข์องเวกเตอร์ A⃗ นิยามไว้ ดงันีÊ

dA⃗

du
= lim

∆u→0

∆A⃗

∆u
= lim

∆u→0

A⃗(u+∆u)− A⃗(u)

∆u
(ř.řŝ)

ถา้เวกเตอร์ A⃗ อยู่ในพกิดัฉากสามารถเขยีนไดเ้ป็น A⃗(u) = Axî + Ay ĵ + Azk̂ อนุพนัธ์ของ
เวกเตอร์ A⃗ สามารถหาไดจ้าก

dA⃗

du
=

dAx

dx
î+

dAy

dy
ĵ +

dAz

dz
k̂ (ř.řŞ)

โดยทีÉองค์ประกอบ Ax, Ay และ Az เป็นฟังกช์นัของตวัแปร u และในทาํนองเดยีวกนัสามารถ
หาอนุพนัธอ์นัดบัสองได้ ถา้คา่ทีÉไดย้งัมคีวามหมายอยู่ คอื

d2A⃗

du2
=

d2Ax

dx2
î+

d2Ay

dy2
ĵ +

d2Az

dz2
k̂ (ř.řş)
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ตวัอย่าง ř.ŝ: อนุพนัธข์องเวกเตอร์

ถา้ r⃗ =
(
t3 + 2t

)
î− 3e−2tĵ + 2 sin 5tk̂ จงหา (ก) dr⃗/dt (ข) |dr⃗/dt| (ค) d2r⃗/dt2

และ (ง)
∣∣d2r⃗/dt2∣∣ เมืÉอ t = 0

วธิทีาํ

(ก) dr⃗

dt
=

d

dt

(
t3 + 2t

)
î− d

dt

(
3e−2t

)
ĵ +

d

dt
(2 sin 5t) k̂

=
(
3t2 + 2

)
î+ 6e−2tĵ + 10 cos 5tk̂

เมืÉอ t = 0 จะได้ dr⃗

dt
= 2̂i+ 6ĵ + 10k̂ · · · #

(ข)
∣∣∣∣dr⃗dt
∣∣∣∣ =√22 + 62 + 102 = 2

√
35 · · · #

(ค) d2r⃗

dt2
=

d

dt

(
dr⃗

dt

)
=

d

dt

{(
3t2 + 2

)
î+ 6e−2tĵ + 10 cos 5tk̂

}
= 6t̂i− 12e−2tĵ − 50 sin 5tk̂

เมืÉอ t = 0 จะได้ d2r⃗

dt2
= −12ĵ · · · #

(ง)
∣∣∣∣d2r⃗dt2

∣∣∣∣ =√(−12)2 = 12 · · · #

การหาอนุพนัธ์ของเวกเตอร์จะเป็นไปตามกฎต่างๆ ของการหาอนุพนัธ์ทีÉใช้ในวชิา
แคลคลูสั แต่ขอ้ทีÉตอ้งคาํนึงถงึคอื ลาํดบัของฟังกช์นั เพราะในกรณปีรมิาณเวกเตอรน์ั Êนลาํดบัของ
ฟังกช์นับางปรมิาณจะสลบัทีÉกนัไม่ได้ ทั ÊงนีÊก็ขึÊนอยู่กบัตวัดาํเนินการทีÉมาการะทาํกบัเวกเตอร์
นั Êนๆ ตวัอยา่งเชน่ ถา้ A⃗(u) และ B⃗(u) เป็นเวกเตอร์ฟังกช์นัของ u สว่น ϕ(u) เป็นสเกลาร์
ฟังกช์นัของ u จะพบวา่

d
(
ϕA⃗
)

du
= ϕ

dA⃗

du
+

dϕ

du
A⃗ (ř.řŠ)

d
(
A⃗ · B⃗

)
du

= A⃗ · dB⃗
du

+
dA⃗

du
· B⃗ (ř.řš)

d
(
A⃗× B⃗

)
du

= A⃗× dB⃗

du
+

dA⃗

du
× B⃗ (ř.ŚŘ)
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จากสมบตัขิองเวกเตอรท์าํใหท้ราบวา่การสลบัลาํดบัในสมการ (ř.řŠ) และ (ř.řš) สามารถทาํได้
โดยไม่ทาํให้ความหมายผดิ แต่สาํหรบัสมการ (ř.ŚŘ) นั Êนไม่สามารถทาํได้เพราะจะทาํให้ความ
หมายผดิไปได้

ตวัอย่าง ř.Ş: อนุพนัธข์องเวกเตอร์

ถา้ ϕ(x, y, z) = x2yz และ A⃗ = 3x2yî + yz2ĵ − xzk̂ จงหา ∂2

∂y∂z

(
ϕA⃗
)
ณ จุด

(1,−2,−1)

วธิทีาํ

ϕA⃗ =
(
x2yz

) (
3x2yî+ yz2ĵ − xzk̂

)
= 3x4y2zî+ x2y2z3ĵ − x3yz2k̂

∂

∂z

(
ϕA⃗
)
= 3x4y2î+ 3x2y2z2ĵ − 2x3yzk̂

∂2

∂y∂z

(
ϕA⃗
)
= 6x4yî+ 6x2yz2ĵ − 2x3zk̂

ถา้ x = 1, y = −2 และ z = −1 จะได้

∂2

∂y∂z

(
ϕA⃗
)
= −12̂i− 12ĵ + 2k̂ · · · #

การประยกุต์ใช้อนุพนัธ์ในทางฟิสกิส์มีความจาํเป็นอยา่งมากในการวเิคราะห์ปัญหา
เชน่ การวเิคราะห์การเคลืÉอนทีÉของวตัถุ เพืÉอหาความเรว็ (velocity) และความเรง่ (accelerator)
ของวตัถุ พจิารณาวตัถุหนึÉงเคลืÉอนทีÉจากตาํแหน่ง P ไปตาํแหน่ง Q ตามเสน้โคง้ S โดยใชเ้วลา
∆t ดงัแสดงในรปูทีÉ ř.řś ใหเ้วกเตอรบ์อกตาํแหน่งของวตัถุทีÉตาํแหน่ง P ทีÉเวลา t คอื r⃗(t) ถา้
เขยีนไดเ้ป็น

r⃗(t) = x(t)̂i+ y(t)ĵ + z(t)k̂

รปูทีÉ ř.řś: เสน้ทางการ เคลืÉอนทีÉ ของอนุภาค และ เวก
เตอรบ์อกตาํแหน่งทีÉเวลา t และ t+∆t
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การกระจดั (displacement) ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถุนีÊคอื ∆r⃗ = r⃗(t + ∆t) − r⃗(t) สามารถ
หาความเรว็ (v⃗) ของวตัถุ ณ เวลา t ใดๆ ไดโ้ดยการหาอนุพนัธเ์ทยีบกบัเวลาของเวกเตอรบ์อก
ตาํแหน่งของวตัถุ ดงันีÊ

v⃗ =
dr⃗

dt
= lim

∆t→0

∆r⃗

∆t
= lim

∆t→0

r⃗(t+∆t)− r⃗(t)

∆t

= lim
∆t→0

{
[x(t+∆t)− x(t)]

∆t
î+

[y(t+∆t)− y(t)]

∆t
ĵ +

[z(t+∆t)− z(t)]

∆t
k̂

}

v⃗ =
dx

dt
î+

dy

dt
ĵ +

dz

dt
k̂ = vxî+ vy ĵ + vzk̂ (ř.Śř)

ขนาดของความเรว็ขณะใดขณะหนึÉง เรยีกวา่ อตัราเรว็ (speed) เป็นปรมิาณสเกลาร์ ดงันีÊ

v = |v⃗| =
√

v2x + v2y + v2z (ř.ŚŚ)

สว่นความเรว็เฉลีÉย (average velocity) ในชว่ง P ถงึ Q คอือตัราสว่นของการกระจดัทีÉวตัถุ
เคลืÉอนทีÉไดต่้อเวลาเป็นปรมิาณเวกเตอร์ ดงันีÊ

v⃗av =
∆r⃗

∆t
=

r⃗(t+∆t)− r⃗(t)

∆t
(ř.Śś)

เมืÉอ ∆r⃗ คอืการกระจดัของวตัถุโดยวดัจากจดุเริÉมตน้ใดๆ ในทีÉนีÊคอื P ไปยงั Q

ความเรง่ (⃗a) เป็นอตัราสว่นระหวา่งการเปลีÉยนแปลงของความเรว็ต่อเวลา (เป็นปรมิาณ
เวกเตอร)์ จากรปูทีÉ ř.řŜ เมืÉอเวลา t อนุภาคอยู่ทีÉ P มคีวามเรว็ v⃗(t) และเมืÉอเวลาผา่นไปเป็น
t + ∆t อนุภาคอยู่ทีÉ Q มคีวามเรว็ v⃗(t + ∆t) ดงันั Êนสามารถหาความเรง่ของวตัถุ ณ เวลา t

ใดๆ ไดโ้ดย การหาอนุพนัธเ์ทยีบกบัเวลาของความเรว็ของวตัถุ ดงันีÊ

รปูทีÉ ř.řŜ: เสน้ทางการ เคลืÉอนทีÉ ของอนุภาค และ
ความเรว็ของอนุภาคทีÉเวลา t และ t+∆t
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a⃗ =
dv⃗

dt
= lim

∆t→0

∆v⃗

∆t
= lim

∆t→0

v⃗(t+∆t)− v⃗(t)

∆t

= lim
∆t→0

{
[vx(t+∆t)− vx(t)]

∆t
î+

[vy(t+∆t)− vy(t)]

∆t
ĵ +

[vz(t+∆t)− vz(t)]

∆t
k̂

}

a⃗ =
dvx
dt

î+
dvy
dt

ĵ +
dvz
dt

k̂ = axî+ ay ĵ + azk̂ (ř.ŚŜ)

เนืÉองจาก v⃗ = dr⃗/dt และ r⃗(t) = x(t)̂i+y(t)ĵ+z(t)k̂ จงึสามารถเขยีนสมการของความเรง่
ใหมไ่ดเ้ป็น

a⃗ =
dv⃗

dt
=

d

dt

(
dr⃗

dt

)
=

d2r⃗

dt2
=

d2x

dt2
î+

d2y

dt2
ĵ +

d2z

dt2
k̂ (ř.Śŝ)

ขนาดของความเรง่ขณะใดขณะหนีÉง เรยีกวา่ อตัราเรง่ เป็นปรมิาณสเกลาร์ ดงันีÊ

a = |⃗a| =
√

a2x + a2y + a2z (ř.ŚŞ)

สว่นความเรง่เฉลีÉย (average accelerator) ในชว่ง P ถงึ Q คอือตัราสว่นของผลต่างความเรว็ต่อ
เวลาเป็นปรมิาณเวกเตอร์ ดงันีÊ

a⃗av =
∆v⃗

∆t
=

v⃗(t+∆t)− v⃗(t)

∆t
(ř.Śş)

ตวัอย่าง ř.ş: ความเรว็ ความเร่ง ของอนุภาค

อนุภาคเคลืÉอนทีÉโดยตาํแหน่งทีÉเวลาต่างๆ เขยีนไดเ้ป็น r⃗(t) = 2t2î โดย r⃗(t) มหีน่วย
เป็นเมตร และ t มหีน่วยเป็นวนิาที จงหา
(ก) ความเรว็เฉลีÉยของอนุภาคในชว่งเวลา t = 4 วนิาที ถงึ t = 5 วนิาที

v⃗av =
r⃗(t2)− r⃗(t1)

t2 − t1
=

2(5)2î− 2(4)2î

5− 4
= 18̂i m/s · · · #

(ข) ความเรว็ของอนุภาคทีÉ t = 5 วนิาทพีอดี

v⃗ =
dr⃗

dt
=

d

dt

(
2t2
)
î = 4t̂i = 4(5)̂i = 20̂i m/s · · · #




