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คํานิยม 
 ข้าพเจ้าได้มีโอกาสรู้จักผู้เขียนหนังสือเล่มน้ี คือ รองศาสตราจารย์ ดร.พิชิต กิตติสุวรรณ์ ครั้ง
แรกเมื่อเป็นนิสิตในระดับบัณฑิตศึกษา ที่สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟ้าสื่อสาร ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า 
คณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย ที่ข้าพเจ้าสอนอยู่ นอกจากน้ีข้าพเจ้ายังมีโอกาสได้
เป็นประธานสอบวิทยานิพนธ์ของผู้เขียนด้วย ซึ่งเมื่อพิจารณาจากผลการเรียนและวิทยานิพนธ์ใน
ขณะนั้นและผลงานวิจัยที่ผู้เขียนได้ทํามาอย่างต่อเน่ือง ทําให้ข้าพเจ้ามีความมั่นใจในความสามารถทาง
คณิตศาสตร์ของผู้เขียนเป็นอย่างยิ่ง โดยเฉพาะด้านความน่าจะเป็นและสถิติ สําหรับหนังสือเล่มแรกที่
ข้าพเจ้ามีโอกาสเขียนคํานิยมให้ผู้เขียน คือ หนังสือเรื่องเวฟเล็ต การวิเคราะห์ และการออกแบบ ใน
เวลาน้ันข้าพเจ้าได้แนะนําให้ผู้เขียนทําหนังสือท่ีเกี่ยวกับ ความน่าจะเป็น สถิติ และการประยุกต์ใช้
สําหรับการลดสัญญาณรบกวน ซึ่งเป็นหัวข้อวิจัยที่ผู้เขียนศึกษาและตีพิมพ์ผลงานวิจัยอย่างต่อเน่ืองใน
วารสารวิชาการระดับนานาชาติออกมาอีกเล่มหนึ่ง อย่างไรก็ตามช่วงนั้นลูกศิษย์ของขา้พเจ้าคนน้ีซึ่งมี
ความกตัญญู กตเวที และสนิทกับมารดามาก ยังไม่พร้อมเพราะเพ่ิงสูญเสียมารดาไป 
 แต่มาบัดน้ีเมื่อลูกศิษย์ของข้าพเจ้าคนน้ีพร้อมและได้นําต้นฉบับหนังสือเรื่อง ความน่าจะเป็น 
การประมาณ และการลดสัญญาณรบกวน มาให้ข้าพเจ้าพิจารณาเพ่ือตรวจทานและเขียนคํานิยม เมื่อ
ข้าพเจ้าพิจารณาเน้ือหาแล้ว มั่นใจเป็นอย่างยิ่งว่าหนังสือเล่มน้ีจะเป็นประโยชน์ต่อผู้อ่านอย่างมาก ไม่
ว่าจะเป็นด้านพ้ืนฐานท่ีเกี่ยวกับความน่าจะเป็นและการประมาณ หรือด้านประยุกต์ที่เกี่ยวกับการลด
สัญญาณรบกวนซึ่งได้ใส่เน้ือหาที่เกี่ยวกับงานวิจัยของลูกศิษย์ข้าพเจ้าคนน้ีลงไปด้วย โดยมีงานวิจัยที่
เกี่ยวกับการถดถอยกําลังสองน้อยสุดเพนเนิลไลซ เพ่ิมเขา้มาในฉบับปรับปรุงใหม่ สุดท้ายนี้ข้าพเจ้าขอ
แสดงความยินดีและเป็นกําลังใจให้ลูกศิษย์คนน้ีอย่างยิ่ง ให้ได้สร้างสรรค์ผลงานเพ่ือประโยชน์ในวง
วิชาการต่อไป 
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คํานํา 
 หนังสือเล่มน้ีจดัทําขึ้นจากประสบการณ์ในการศึกษาและทาํวิจัยของผู้เขียน ในเรื่องความ
น่าจะเป็น สถติิ สัญญาณรบกวนในรูปแบบต่าง ๆ และวิธีการลดสัญญาณรบกวน ซึ่งหนังสือเล่มน้ีได้
รวบรวมทฤษฎีพ้ืนฐานท่ีเกี่ยวข้องกับความน่าจะเป็นและสถิติทางด้านการประมาณ รวมถึงเน้ือหาใน
งานวิจัยของผู้เขียน เช่น วิธีการลดสัญญาณรบกวนด้วยการประมาณแบบเบส์ในรูปแบบต่าง ๆ การ
ประมาณแบบผิดพลาดกําลังสองเฉลี่ยน้อยสุดที่เขียนในรปูอนุพันธ์ทั้งในรปูหน่ึงมิติและสองมิติ การ
ผสมขนาดเกาส์เซียน และการถดถอยกําลังสองน้อยสุดเพนเนิลไลซ โดยเน้นที่การออกแบบตัวกํากับ 
เป็นต้น ซึ่งหนังสือเล่มน้ีได้ใช้คําศัพท์ตามแบบราชบัณฑิตยสถาน นอกจากคําศัพท์บางคําที่ใช้จน
คุ้นเคยมาอย่างยาวนานในวงการวิชาการแล้วเท่าน้ัน 
 ผู้เขียนหวังเป็นอย่างยิ่งว่าหนังสือเล่มน้ีจะเป็นประโยชน์ต่อผู้ที่สนใจศึกษาด้านความน่าจะเป็น 
การประมาณ สัญญาณรบกวน และวิธีการลดสัญญาณรบกวน บ้างไม่มากก็น้อย ซึ่งหากมีคุณความดี
ใด ๆ ในหนังสอืเล่มน้ี ผู้เขียนขออุทิศให้มารดา ผู้ช่วยศาสตราจารย์ วรกร (สุวิมล) กิตติสุวรรณ์ อดีต
อาจารย์ประจําคณะบัญชี มหาวิทยาลัยหอการค้าไทย ซึ่งได้ให้ความรัก ดูแลเอาใจใส่ และเป็นกําลังใจ
ให้ผู้เขียนเสมอมา หากไม่มที่านคงไม่มีข้าพเจ้าในวันน้ี แต่เป็นที่น่าเสียดายที่ท่านมาด่วนจากไปเสีย
ก่อนที่จะได้เห็นความสําเร็จของข้าพเจ้าหรือให้ข้าพเจ้าได้มีโอกาสทดแทนคุณท่านบ้างก็ตาม 
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บทที่ 1 
ความน่าจะเป็น 

 ในบทน้ีจะกล่าวถึงเร่ืองพื้นฐานที่เก่ียวกับการศึกษา ความน่าจะเป็นสมยัใหม่ คือ การ
ดําเนินการของเซต (set operation) ปริภูมิตัวอย่าง (sample space) เหตุการณ์ (event) สัจพจน์
ความน่าจะเป็น (probability axiom) ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (conditional probability) 
ทฤษฎีบทของเบส์ (Bayes’ theorem) และ ตัวแปรสุ่ม (random variable) 

1.1 การดําเนินการของเซต 
 ในความเป็นจริงแล้ว เซต (set) เป็นสิ่งที่ไม่นิยามทางคณิตศาสตร์ แต่สามารถเข้าใจได้ว่าเซต
หมายถึง กลุ่มของวัตถุที่เราสามารถบอกได้อย่างชัดเจนว่าวัตถุใดเป็นสมาชิกของเซตนั้น ซึ่งในหัวข้อน้ี
จะศึกษาถึง การดําเนินการของเซต (set operation) เพ่ือเป็นพ้ืนฐานในการศึกษาเก่ียวกับความ
น่าจะเป็น ดังนี้ 
 ในกรณีที่พิจารณาให้เซตทั้งหมดเป็นเซตย่อย (subset) ของเซตใหญ่ U  ซึ่งเรียกว่า เอกภพ
สัมพัทธ์ (relative universe) และ ,A B  คือ เซตใด ๆ แล้วเราจะนิยามการดําเนินการของเซต ดังนี้ 
(1) ยูเนียน (union) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A BÈ  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  เป็นสมาชิกของ 
A  หรือ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x AÈ = Î  หรือ }x BÎ  
(2) อินเตอร์เซกชัน (intersection) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A BÇ  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  
เป็นสมาชิกของ A  และ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x AÇ = Î  และ }x BÎ  
(3) ผลต่าง (difference) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A B-  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  เป็น
สมาชิกของ A  แต่ไม่เป็นสมาชิกของ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x A- = Î  และ }x BÏ  
(4) ส่วนเติมเต็ม (complement) ของ A  (ในหนังสือเล่มนี้จะเทียบกับเอกภพสัมพัทธ์ U  ในทุก
กรณี) เขียนแทนด้วย CA  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  ไม่เป็นสมาชิกของ A  กล่าวคือ 

CA U A= -  
2 

 

1.2 สัจพจน์ความน่าจะเป็น 
 นิยาม การทดลองสุ่ม (random experiment) คือ การทดลองที่ไม่สามารถบอกล่วงหน้าได้
ว่า ผลลัพธ์ (outcome) จะออกมาในรูปแบบใด โดยเซตของผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมดของการ
ทดลองสุ่ม เรียกว่า ปริภูมิตัวอย่าง (sample space) S  และเซตย่อย (subset) ของปริภูมิตัวอย่างที่
เราสนใจ เรียกว่า เหตุการณ์ (event) A SÍ  และ P  คือ ความน่าจะเป็น (probability) แล้ว
สัจพจน์ความน่าจะเป็นมี 3 ข้อดังนี้ 
(1) ทุกเหตุการณ์ A SÍ  แล้ว ( ) 0P A ³  
(2) ( ) 1P S =  
(3) ถ้า 

1 2
, , ,

n
A A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วม (mutually exclusive events) กล่าวคือ 
,

i j
A A i jfÇ = ¹  เมื่อ f  คือ เซตว่าง (empty set) แล้ว 

1 2
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โดยสัจพจน์ข้อ 3 สามารถใช้ในกรณีเหตุการณ์มีจํานวนไม่จํากัดได้ดังน้ี ถ้า 
1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์

ไม่เกิดร่วมแล้ว 

1 2
1 1

( ) ( )
i i

i i
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= =

æ ö÷ç ÷È = =ç ÷ç ÷çè ø
å   

ตัวอย่าง 1.1 ทดลองหยิบลูกบอลแล้วใส่คืนจํานวน 2 ครั้งจากกล่องที่ใส่ลูกบอล 2 ลูก โดยลูกหน่ึงสี
แดง ( )R  และอีกลูกหน่ึงสีดํา ( )B  จงหาปริภูมิตัวอย่าง S  และเหตุการณ์ A  ที่จะหยิบได้ลูกบอลสี
แดงก่อนสีดํา 
วิธีทํา { , , , }S RB RR BR BB=  และ { , }A RB RR=  
ตัวอย่าง 1.2 จงแสดงว่า ( ) 1 ( )CP A P A= -  เมื่อ A SÍ  
วิธีทํา เมื่อ CA A fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

( ) ( ) ( )C CP A A P A P AÈ = +  
เมื่อ CA A SÈ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 2 ดังนั้น 

( ) ( ) 1CP A A P SÈ = =  
ทําให้สรุปได้ว่า ( ) ( ) 1CP A P A+ =  หรือ ( ) 1 ( )CP A P A= -  
ตัวอย่าง 1.3 จงแสดงว่า ( ) 0P f =  เมื่อ f  คือ เซตว่าง 
วิธีทํา เมื่อ A f fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

( ) ( ) ( )P A P A Pf fÈ = +  



บทที่ 1 
ความน่าจะเป็น 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงเร่ืองพื้นฐานที่เก่ียวกับการศึกษา ความน่าจะเป็นสมยัใหม่ คือ การ
ดําเนินการของเซต (set operation) ปริภูมิตัวอย่าง (sample space) เหตุการณ์ (event) สัจพจน์
ความน่าจะเป็น (probability axiom) ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (conditional probability) 
ทฤษฎีบทของเบส์ (Bayes’ theorem) และ ตัวแปรสุ่ม (random variable) 

1.1 การดําเนินการของเซต 
 ในความเป็นจริงแล้ว เซต (set) เป็นสิ่งที่ไม่นิยามทางคณิตศาสตร์ แต่สามารถเข้าใจได้ว่าเซต
หมายถึง กลุ่มของวัตถุที่เราสามารถบอกได้อย่างชัดเจนว่าวัตถุใดเป็นสมาชิกของเซตนั้น ซึ่งในหัวข้อนี้
จะศึกษาถึง การดําเนินการของเซต (set operation) เพ่ือเป็นพ้ืนฐานในการศึกษาเก่ียวกับความ
น่าจะเป็น ดังนี้ 
 ในกรณีที่พิจารณาให้เซตทั้งหมดเป็นเซตย่อย (subset) ของเซตใหญ่ U  ซึ่งเรียกว่า เอกภพ
สัมพัทธ์ (relative universe) และ ,A B  คือ เซตใด ๆ แล้วเราจะนิยามการดําเนินการของเซต ดังนี้ 
(1) ยูเนียน (union) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A BÈ  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  เป็นสมาชิกของ 
A  หรือ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x AÈ = Î  หรือ }x BÎ  
(2) อินเตอร์เซกชัน (intersection) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A BÇ  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  
เป็นสมาชิกของ A  และ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x AÇ = Î  และ }x BÎ  
(3) ผลต่าง (difference) ของ A  และ B  เขียนแทนด้วย A B-  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  เป็น
สมาชิกของ A  แต่ไม่เป็นสมาชิกของ B  กล่าวคือ 

{ :A B x x A- = Î  และ }x BÏ  
(4) ส่วนเติมเต็ม (complement) ของ A  (ในหนังสือเล่มนี้จะเทียบกับเอกภพสัมพัทธ์ U  ในทุก
กรณี) เขียนแทนด้วย CA  คือ เซตของ x  ซึ่ง x  ไม่เป็นสมาชิกของ A  กล่าวคือ 

CA U A= -  
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1.2 สัจพจน์ความน่าจะเป็น 
 นิยาม การทดลองสุ่ม (random experiment) คือ การทดลองที่ไม่สามารถบอกล่วงหน้าได้
ว่า ผลลัพธ์ (outcome) จะออกมาในรูปแบบใด โดยเซตของผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมดของการ
ทดลองสุ่ม เรียกว่า ปริภูมิตัวอย่าง (sample space) S  และเซตย่อย (subset) ของปริภูมิตัวอย่างที่
เราสนใจ เรียกว่า เหตุการณ์ (event) A SÍ  และ P  คือ ความน่าจะเป็น (probability) แล้ว
สัจพจน์ความน่าจะเป็นมี 3 ข้อดังนี้ 
(1) ทุกเหตุการณ์ A SÍ  แล้ว ( ) 0P A ³  
(2) ( ) 1P S =  
(3) ถ้า 
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, , ,

n
A A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วม (mutually exclusive events) กล่าวคือ 
,

i j
A A i jfÇ = ¹  เมื่อ f  คือ เซตว่าง (empty set) แล้ว 
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โดยสัจพจน์ข้อ 3 สามารถใช้ในกรณีเหตุการณ์มีจํานวนไม่จํากัดได้ดังน้ี ถ้า 
1 2
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ตัวอย่าง 1.1 ทดลองหยิบลูกบอลแล้วใส่คืนจํานวน 2 คร้ังจากกล่องที่ใส่ลูกบอล 2 ลูก โดยลูกหน่ึงสี
แดง ( )R  และอีกลูกหน่ึงสีดํา ( )B  จงหาปริภูมิตัวอย่าง S  และเหตุการณ์ A  ที่จะหยิบได้ลูกบอลสี
แดงก่อนสีดํา 
วิธีทํา { , , , }S RB RR BR BB=  และ { , }A RB RR=  
ตัวอย่าง 1.2 จงแสดงว่า ( ) 1 ( )CP A P A= -  เมื่อ A SÍ  
วิธีทํา เมื่อ CA A fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

( ) ( ) ( )C CP A A P A P AÈ = +  
เมื่อ CA A SÈ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 2 ดังนั้น 

( ) ( ) 1CP A A P SÈ = =  
ทําให้สรุปได้ว่า ( ) ( ) 1CP A P A+ =  หรือ ( ) 1 ( )CP A P A= -  
ตัวอย่าง 1.3 จงแสดงว่า ( ) 0P f =  เมื่อ f  คือ เซตว่าง 
วิธีทํา เมื่อ A f fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

( ) ( ) ( )P A P A Pf fÈ = +  
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แต่ A AfÈ =  หรือ ( ) ( )P A P AfÈ =  ดังนั้น ( ) 0P f =  
ตัวอย่าง 1.4 จงแสดงว่า ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  
วิธีทํา พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างเซต A B-  และ A BÇ  จากนิยามการดําเนินการของเซต 

{ :A B x x A- = Î  และ }x BÏ  และ { :A B x x AÇ = Î  และ }x BÎ  
โดยที่ 

( ) ( ) { : (A B A B x x A- Ç Ç = Î  และ )x BÏ  และ (x AÎ  และ )}x B fÎ =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

(( ) ( )) ( ) ( )P A B A B P A B P A B- È Ç = - + Ç  
โดยที่ 

( ) ( )A B A B- È Ç { : (x x A= Î  และ )x BÏ  หรือ (x AÎ  และ )}x BÎ

{ : }x x A A= Î =  
ดังนั้น ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  
ตัวอย่าง 1.5 นิยามเซตย่อย A BÍ  เมื่อสมาชิกทั้งหมดของเซต A  เป็นสมาชิกของเซต B  แล้วจง
แสดงว่า ( ) ( )P A P B£  
วิธีทํา ในกรณีที่ A BÍ  แล้ว 

{ :A x= x AÎ  แล้ว }x BÎ  และ {CA B x AÇ = Ï  และ }x BÎ  
ดังนั้น 

( ) { : (CA A B xÇ Ç = x AÎ  แล้ว )x BÎ  และ (x AÏ และ )}x B fÎ =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น ( ( )) ( ) ( )C CP A A B P A P A BÈ Ç = + Ç  
พิจารณา 

( )CA A BÈ Ç = { : (x x AÎ  แล้ว )x BÎ  หรือ (x AÏ  และ )}x BÎ  
{ : }x x B B= Î =  

ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )CP B P A P A B P A= + Ç ³  เมื่อ ( ) 0CP A BÇ ³  
ตัวอย่าง 1.6 จงแสดงว่า ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A BÈ = + - Ç  
วิธีทํา ก่อนอ่ืนจะแสดงว่า ( ) ( ) ( )A B B A A B f- Ç - Ç Ç =  ซึ่งในตัวอย่าง 1.5 ได้แสดงแล้วว่า 
( ) ( )B A A B f- Ç Ç =  ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B A B f f- Ç - Ç Ç = - Ç =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

(( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )P A B B A A B P A B P B A P A B- È - È Ç = - + - + Ç  

4 
 

โดยท่ี ( ) ( ) ( )A B B A A B A B- È - È Ç = È  (สําหรับการพิสูจน์ขอละไว้เป็นแบบฝึกหัด) 
ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P B A P A BÈ = - + - + Ç  
ซึ่งจากตัวอย่าง 1.4 พบว่า ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  หรือ 

( ) ( ) ( )P A B P A P A B- = - Ç  
และเมื่อสลับตัวแปร A  และ B  จะพบว่า ( ) ( ) ( )P B P B A P A B= - + Ç  หรือ 

( ) ( ) ( )P B A P B P A B- = - Ç  
ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A BÈ = + - Ç  

1.3 ความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขและทฤษฎีบทของเบส์ 
 เราจะนิยามความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (conditional probability) ของเหตุการณ์ 2 
เหตุการณ์ดังนี้ ให้ A  และ B  เป็นสองเหตุการณ์ใด ๆ ของปริภูมิตัวอย่าง S  โดย ( ) 0P B >  แล้ว
ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของ A  เมื่อกําหนด B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( | )P A B  คือ 

( | ) ( ) / ( ) ( ) / ( )P A B P A B P B P AB P B= Ç =  เมื่อ AB A B= Ç  
ซึ่งจะพิสูจน์สัจพจน์ความน่าจะเป็นทั้ง 3 ข้อของ ( | )P A B  ดังนี้ 
(1) ( | ) 0P A B ³  
พิสูจน์ จาก ( ) 0P AB ³  และ ( ) 0P B ³  ดังนั้น ( | ) 0P A B ³  
(2) ( | ) 1P S B =  
พิสูจน์ ( | ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) 1P S B P SB P B P B P B= = =  
(3) ถ้า 

1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วมแล้ว 

1 1
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i i
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æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
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1
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เนื่องจาก 
1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วมกัน ดังนั้น 

1 2
, ,AB AB  ก็เป็นเหตุการณ์ไม่เกิด

ร่วมกันด้วย ดังนั้น 

1 1 1
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แต่ A AfÈ =  หรือ ( ) ( )P A P AfÈ =  ดังนั้น ( ) 0P f =  
ตัวอย่าง 1.4 จงแสดงว่า ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  
วิธีทํา พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างเซต A B-  และ A BÇ  จากนิยามการดําเนินการของเซต 

{ :A B x x A- = Î  และ }x BÏ  และ { :A B x x AÇ = Î  และ }x BÎ  
โดยที่ 

( ) ( ) { : (A B A B x x A- Ç Ç = Î  และ )x BÏ  และ (x AÎ  และ )}x B fÎ =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

(( ) ( )) ( ) ( )P A B A B P A B P A B- È Ç = - + Ç  
โดยที่ 

( ) ( )A B A B- È Ç { : (x x A= Î  และ )x BÏ  หรือ (x AÎ  และ )}x BÎ

{ : }x x A A= Î =  
ดังนั้น ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  
ตัวอย่าง 1.5 นิยามเซตย่อย A BÍ  เมื่อสมาชิกทั้งหมดของเซต A  เป็นสมาชิกของเซต B  แล้วจง
แสดงว่า ( ) ( )P A P B£  
วิธีทํา ในกรณีที่ A BÍ  แล้ว 

{ :A x= x AÎ  แล้ว }x BÎ  และ {CA B x AÇ = Ï  และ }x BÎ  
ดังนั้น 

( ) { : (CA A B xÇ Ç = x AÎ  แล้ว )x BÎ  และ (x AÏ และ )}x B fÎ =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น ( ( )) ( ) ( )C CP A A B P A P A BÈ Ç = + Ç  
พิจารณา 

( )CA A BÈ Ç = { : (x x AÎ  แล้ว )x BÎ  หรือ (x AÏ  และ )}x BÎ  
{ : }x x B B= Î =  

ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )CP B P A P A B P A= + Ç ³  เมื่อ ( ) 0CP A BÇ ³  
ตัวอย่าง 1.6 จงแสดงว่า ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A BÈ = + - Ç  
วิธีทํา ก่อนอ่ืนจะแสดงว่า ( ) ( ) ( )A B B A A B f- Ç - Ç Ç =  ซึ่งในตัวอย่าง 1.5 ได้แสดงแล้วว่า 
( ) ( )B A A B f- Ç Ç =  ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B A B f f- Ç - Ç Ç = - Ç =  
จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

(( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )P A B B A A B P A B P B A P A B- È - È Ç = - + - + Ç  

4 
 

โดยท่ี ( ) ( ) ( )A B B A A B A B- È - È Ç = È  (สําหรับการพิสูจน์ขอละไว้เป็นแบบฝึกหัด) 
ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P B A P A BÈ = - + - + Ç  
ซึ่งจากตัวอย่าง 1.4 พบว่า ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= - + Ç  หรือ 

( ) ( ) ( )P A B P A P A B- = - Ç  
และเมื่อสลับตัวแปร A  และ B  จะพบว่า ( ) ( ) ( )P B P B A P A B= - + Ç  หรือ 

( ) ( ) ( )P B A P B P A B- = - Ç  
ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A BÈ = + - Ç  

1.3 ความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไขและทฤษฎีบทของเบส์ 
 เราจะนิยามความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (conditional probability) ของเหตุการณ์ 2 
เหตุการณ์ดังนี้ ให้ A  และ B  เป็นสองเหตุการณ์ใด ๆ ของปริภูมิตัวอย่าง S  โดย ( ) 0P B >  แล้ว
ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของ A  เมื่อกําหนด B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( | )P A B  คือ 

( | ) ( ) / ( ) ( ) / ( )P A B P A B P B P AB P B= Ç =  เมื่อ AB A B= Ç  
ซึ่งจะพิสูจน์สัจพจน์ความน่าจะเป็นทั้ง 3 ข้อของ ( | )P A B  ดังนี้ 
(1) ( | ) 0P A B ³  
พิสูจน์ จาก ( ) 0P AB ³  และ ( ) 0P B ³  ดังนั้น ( | ) 0P A B ³  
(2) ( | ) 1P S B =  
พิสูจน์ ( | ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) 1P S B P SB P B P B P B= = =  
(3) ถ้า 

1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วมแล้ว 

1 1

| ( | )
i i

i i

P A B P A B
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
å  

พิสูจน์ 

1 2 1 2

1

(( ) ) ( )
|

( ) ( )i
i

P A A B P AB AB
P A B

P B P B

¥

=

æ ö È È È È÷ç ÷ = =ç ÷ç ÷çè ø

   

เนื่องจาก 
1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ไม่เกิดร่วมกัน ดังนั้น 

1 2
, ,AB AB  ก็เป็นเหตุการณ์ไม่เกิด

ร่วมกันด้วย ดังนั้น 

1 1 1

1
| ( ) ( | )

( )i i i
i i i

P A B P AB P A B
P B

¥ ¥¥

= = =

æ ö÷ç ÷ = =ç ÷ç ÷çè ø
å å  
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 โดยต่อไปนี้เราจะศึกษาถึงสูตรอย่างหนึ่งที่เป็นประโยชน์มากในเรื่องความน่าจะเป็นแบบมี
เง่ือนไข คือ ทฤษฎีบทของเบส์ (Bayes’ theorem) ดังน้ี ถ้าเหตุการณ์ 

1 2
, , ,

n
B B B  แบ่งกั้นปริภูมิ

ตัวอย่าง S  โดย , ,
i j
B B i jf= ¹

1

n

i
i

B S
=

=  และ ( ) 0, 1, ,
i

P B i n> =   ดังนั้นสําหรับ

เหตุการณ์ A  ใดๆ จะพบว่า 

1

( ) ( ) ( | )
i i

i

P A P B P A B
¥

=

= å  

พิสูจน์ ถ้า ,
i j
B B i jf= ¹  แล้ว 

i j
AB AB fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

1 2
1

( ) ( )
n

n i
i

P AB AB AB P AB
=

È È È =å  

และจาก 
1 2

1

n

i n
i

A AS A B AB AB AB
=

æ ö÷ç ÷= = = È È Èç ÷ç ÷çè ø
  ดังนั้น 

1 1

( ) ( ) ( ) ( | )
n n

i i i
i i

P A P AB P B P A B
= =

= =å å  

1.4 ตัวแปรสุ่ม 
 ตัวแปรสุ่ม (random variable) X  จะทําหน้าที่กําหนดค่าตัวเลขจํานวนจริงให้กับผลลัพธ์ที่
เกิดขึ้นในปริภูมิตัวอย่าง S  ดังนั้น ตัวแปรสุ่ม คือ ฟังก์ชันจากปริภูมิตัวอย่างไปยังจํานวนจริง 
:X S    ซึ่งมลีักษณะดังรูป 1.1 ในกรณีทั่วไปถ้าพิสัย (range) ของตัวแปรสุ่ม { :

X
S x x=  

}( ),X s s S= Î  มีสมาชิกเป็นจํานวนที่นับได้เราจะเรียกตัวแปรสุ่ม X  ว่า ตัวแปรสุ่มวิยุต 
(discrete random variable) แต่ถ้ามีสมาชิกเป็นจํานวนที่นับไม่ได้เราจะเรียกตัวแปรสุ่ม X  ว่า ตัว
แปรสุ่มต่อเน่ือง (continuous random variable) 

1
s

2
s

3
s


1 1
( )X s x= 2 2

( )X s x=
3 3
( )X s x=

S

 
รูป 1.1 ลักษณะของตัวแปรสุ่ม X  
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แบบฝึกหัดบทที่ 1 
1) เมื่อ 

1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ใด ๆ จงพิสูจน์อสมการบูล (Boole inequality) ดังต่อไปนี้ 

1 1

( )
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

วิ ธี ทํ า  กํ าหนด ใ ห้  
1 1
C A=  และ  

1 2 1
, 2, 3,C C C

n n n
C A A A A n

-
= Ç Ç Ç Ç =   ดั ง น้ั น 

,
i j
C C i jf= ¹  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ทําให้ 

1 1

( )
n n

n n

P C P C
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
å  

และจาก , 1
n n
C A nÍ ³  ทําให้ ( ) ( )

n n
P C P A£  ดังนั้น 

1 1

( ) ( )
n n

n n

P C P A
¥ ¥

= =

£å å  หรือ 
1 1

( )
n n

n n

P C P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

และจาก 
1 1
n n

n n

C A
¥ ¥

= =

=   หรือ 
1 1
n n

n n

P C P A
¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
   ทําให้ 

1 1

( )
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

2) เมื่อ 
1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ใดๆ จงพิสูจน์อสมการบอนเฟอร์โรนี (Bonferroni inequality) 

1 1

1 ( )C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ ³ -ç ÷ç ÷çè ø
å  

วิธีทํา กําหนดให้ 
1

C
n

n

X A
¥

=

=   แล้ว 
1 1

C

C C
n n

n n

X A A
¥ ¥

= =

æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø
   

จาก ( ) 1 ( )CP X P X= -  ดังนั้น 

1 1

1 C
n n

n n

P A P A
¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
   

จากอสมการบูล 
1 1

( )C C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  ดังนั้น 

1 1

1 ( )C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ ³ -ç ÷ç ÷çè ø
å  

3) จงแสดงว่า ( ) ( ) ( )CP E F P E P E FÇ = - Ç  
วิธีทํา เราต้องการพิสูจน์ว่า 

( ) ( ) ( )CP E F P E F P EÇ + Ç =  
จาก ( ) ( )CE F E F fÇ Ç Ç =  ดังนั้น 
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 โดยต่อไปนี้เราจะศึกษาถึงสูตรอย่างหนึ่งที่เป็นประโยชน์มากในเรื่องความน่าจะเป็นแบบมี
เง่ือนไข คือ ทฤษฎีบทของเบส์ (Bayes’ theorem) ดังน้ี ถ้าเหตุการณ์ 

1 2
, , ,

n
B B B  แบ่งกั้นปริภูมิ

ตัวอย่าง S  โดย , ,
i j
B B i jf= ¹

1

n

i
i

B S
=

=  และ ( ) 0, 1, ,
i

P B i n> =   ดังนั้นสําหรับ

เหตุการณ์ A  ใดๆ จะพบว่า 

1

( ) ( ) ( | )
i i

i

P A P B P A B
¥

=

= å  

พิสูจน์ ถ้า ,
i j
B B i jf= ¹  แล้ว 

i j
AB AB fÇ =  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ดังนั้น 

1 2
1

( ) ( )
n

n i
i

P AB AB AB P AB
=

È È È =å  

และจาก 
1 2

1

n

i n
i

A AS A B AB AB AB
=

æ ö÷ç ÷= = = È È Èç ÷ç ÷çè ø
  ดังนั้น 

1 1

( ) ( ) ( ) ( | )
n n

i i i
i i

P A P AB P B P A B
= =

= =å å  

1.4 ตัวแปรสุ่ม 
 ตัวแปรสุ่ม (random variable) X  จะทําหน้าที่กําหนดค่าตัวเลขจํานวนจริงให้กับผลลัพธ์ที่
เกิดขึ้นในปริภูมิตัวอย่าง S  ดังนั้น ตัวแปรสุ่ม คือ ฟังก์ชันจากปริภูมิตัวอย่างไปยังจํานวนจริง 
:X S    ซึ่งมลีักษณะดังรูป 1.1 ในกรณีทั่วไปถ้าพิสัย (range) ของตัวแปรสุ่ม { :

X
S x x=  

}( ),X s s S= Î  มีสมาชิกเป็นจํานวนที่นับได้เราจะเรียกตัวแปรสุ่ม X  ว่า ตัวแปรสุ่มวิยุต 
(discrete random variable) แต่ถ้ามีสมาชิกเป็นจํานวนที่นับไม่ได้เราจะเรียกตัวแปรสุ่ม X  ว่า ตัว
แปรสุ่มต่อเน่ือง (continuous random variable) 

1
s

2
s

3
s


1 1
( )X s x= 2 2

( )X s x=
3 3
( )X s x=

S

 
รูป 1.1 ลักษณะของตัวแปรสุ่ม X  

  

6 
 

แบบฝึกหัดบทที่ 1 
1) เมื่อ 

1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ใด ๆ จงพิสูจน์อสมการบูล (Boole inequality) ดังต่อไปน้ี 

1 1

( )
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

วิ ธี ทํ า  กํ าหนด ใ ห้  
1 1
C A=  และ  

1 2 1
, 2, 3,C C C

n n n
C A A A A n

-
= Ç Ç Ç Ç =   ดั ง น้ั น 

,
i j
C C i jf= ¹  จากสัจพจน์ความน่าจะเป็นข้อ 3 ทําให้ 

1 1

( )
n n

n n

P C P C
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
å  

และจาก , 1
n n
C A nÍ ³  ทําให้ ( ) ( )

n n
P C P A£  ดังนั้น 

1 1

( ) ( )
n n

n n

P C P A
¥ ¥

= =

£å å  หรือ 
1 1

( )
n n

n n

P C P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

และจาก 
1 1
n n

n n

C A
¥ ¥

= =

=   หรือ 
1 1
n n

n n

P C P A
¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
   ทําให้ 

1 1

( )
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  

2) เมื่อ 
1 2
, ,A A  เป็นเหตุการณ์ใดๆ จงพิสูจน์อสมการบอนเฟอร์โรนี (Bonferroni inequality) 

1 1

1 ( )C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ ³ -ç ÷ç ÷çè ø
å  

วิธีทํา กําหนดให้ 
1

C
n

n

X A
¥

=

=   แล้ว 
1 1

C

C C
n n

n n

X A A
¥ ¥

= =

æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø
   

จาก ( ) 1 ( )CP X P X= -  ดังนั้น 

1 1

1 C
n n

n n

P A P A
¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
   

จากอสมการบูล 
1 1

( )C C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷çè ø
å  ดังนั้น 

1 1

1 ( )C
n n

n n

P A P A
¥¥

= =

æ ö÷ç ÷ ³ -ç ÷ç ÷çè ø
å  

3) จงแสดงว่า ( ) ( ) ( )CP E F P E P E FÇ = - Ç  
วิธีทํา เราต้องการพิสูจน์ว่า 

( ) ( ) ( )CP E F P E F P EÇ + Ç =  
จาก ( ) ( )CE F E F fÇ Ç Ç =  ดังนั้น 
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(( ) ( )) ( ) ( )C CP E F E F P E F P E FÇ È Ç = Ç + Ç  
จาก 

( ) ( )CE F E FÇ È Ç { : (x x E= Î  และ )x FÏ  หรือ (x EÎ  และ )}x FÎ

{ : }x x E E= Î =  
ดังนั้น (( ) ( )) ( )CP E F E F P EÇ È Ç =  ทําให้ 

( ) ( ) ( )CP E P E F P E F= Ç + Ç  

บทที่ 2 
ตัวแปรสุ่มวิยุต 

 ในกรณีที่เหตุการณ์ (event) ท่ีเกิดขึ้นอยู่ในรูปแบบท่ีนับได้ เพ่ือให้เราสามารถพิจารณา
หลักการความน่าจะเป็นในรูปแบบที่เป็นรูปธรรมได้ง่ายขึ้น ดังน้ันในบทน้ีเราจะนิยามส่ิงที่เรียกว่า ตัว
แปรสุ่มวิยุต (discrete random variable) และ ฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (probability mass 
function) เพ่ือเป็นการเปลี่ยนค่าความน่าจะเป็นให้มาอยู่ในรูปของฟังก์ชัน นอกจากนี้จะศึกษาถึง 
ฟังก์ชันการแจกแจงสะสม (cumulative distribution function) ค่าคาดหมาย (expected value) 
ความแปรปรวน (variance) ฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มวิยุตกรณีขึ้นกับตัวแปรเดียวและความน่าจะเป็น
แบบมีเง่ือนไขโดยเหตุการณ์ (conditional probability by event) 

2.1 ฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น 
 นิยามฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (probability mass function, PMF) ( )

X
P x  สําหรับตัว

แปรสุ่มวิยุต X  คือ 
 ( ) [ ]

X
P x P X x= =  (2.1) 

โดย ( )
X
P x  ต้องมีสมบัติ ดังนี้ 

(1) ( ) 0,
X
P x x³ "  (2) ( ) 1

X

X
x S

P x
Î

=å  (3) ถา้ 
X

B SÌ  แล้ว [ ] ( )
X

x B

P B P x
Î

= å  

ตัวอย่าง 2.1 สมมุติตัวแปรสุ่มแบบวิยุต N  มีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น คือ 
/ , 1,2,3

( )
0,N

c n n
P n

Otherwise

ìï =ï= íïïî
 

(a) จงหาค่าคงที่ c  

วิธีทํา จาก 
3

1

( ) 1
N

n

P n
=

=å  ดังน้ัน 1
3 6
c c

c + + =  ซึ่ง 6 / 11c =  

(b) จงหาค่า [ 1]P N =  
วิธีทํา [ 1] ( 1) / 1 6 / 11

N
P N P n c= = = = =  

(c) จงหาค่า [ 2]P n ³  




