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ค ำน ำ 

หนังสือแคลคูลัสส ำหรับธุรกิจและกำรบัญชี (Calculus for business and accountancy) เป็น

หนังสือที ่ใช้ประกอบกำรเรียนกำรสอนรำยวิชำ 2301119 แคลคูลัสส ำหรับธุรกิจ ส ำหรับนิสิตคณะ

พำณิชยศำสตร์และกำรบัญชี สำขำกำรบัญชี จุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลัย ซึ่งเป็นรำยวิชำ 4 หน่วยกิต เนื้อหำใน

เล่มประกอบด้วยแบบจ ำลองเชิงคณิตศำสตร์เบื้องต้น คณิตศำสตร์ในกำรเงินเบื้องต้น ลิมิต ควำมต่อเนื่อง 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันพื้นฐำน อนุพันธ์ของฟังก์ชันลอกำริทึมและฟังก์ชันเลขชี้ก ำลัง กำรวิเครำะห์ค่ำสุดขีด 

ปริพันธ์และเทคนิคกำรหำปริพันธ์ ตลอดจนปริพันธ์ไม่ตรงแบบของฟังก์ชันของตัวแปรเดียว อีกทั้งยัง

ครอบคลุมอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันของหลำยตัวแปร ปัญหำค่ำสุดขีดของฟังก์ชันของสองตัวแปร สมกำรเชิง

อนุพันธ์และสมกำรเชิงผลต่ำงเบื้องต้น ซึ่งเน้นกำรประยุกต์ในเชิงธุรกิจและเศรษฐศำสตร์ เช่น กำรวิเครำะห์

เส้นควำมพอใจเท่ำกันเพื่อให้ได้ควำมพอใจสูงสุด ควำมยืดหยุ่น กำรหำรำยได้สูงสุด กำรหำต้นทุนต ่ำสุด กำร

วิเครำะห์กำรผลิตโดยหลักว่ำด้วยจ ำนวนหน่วยสุดท้ำย ผลกระทบจำกกำรเก็บภำษี กำรเปรียบเทียบอัตรำกำร

เปลี่ยนแปลง ส่วนเกินผู้บริโภคและส่วนเกินผู้ผลิต สินค้ำที่ใช้ทดแทนกันและสินค้ำที่ใช้ประกอบกัน ฟังก์ ชัน

กำรผลิต กำรก ำหนดรำคำในหลำยตลำด ตลอดจนสมกำรเชิงผลต่ำงท่ีปรำกฏในปัญหำทำงคณติศำสตรก์ำรเงิน 

นอกจำกน้ีเนื้อหำส่วนหนึ่งของหนังสือเล่มนี้ที่เกี่ยวข้องกับฟังก์ชันของตัวแปรเดียว ยังเหมำะกับกำร

น ำไปสอนรำยวิชำ 2301115 แคลคูลัสส ำหรับธุรกิจ 1 ส ำหรับนิสิตคณะพำณชิยศำสตร์และกำรบัญชี สำขำอ่ืน 

ๆ อีกด้วย คณะผู้เรียบเรียงเนื้อหำในหนังสือเล่มนี้ประกอบด้วย รองศำสตรำจำรย์ ทิพวัลย์ สันติวิภำนนท์ และ

รองศำสตรำจำรย์ ดร.รตินันท์ บุญเคลือบ ผู้มีประสบกำรณ์กำรสอนรำยวิชำแคลคูลัส และรำยวิชำแคลคูลัส

ส ำหรับธุรกิจให้กับนิสิตของจุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลัยมำเป็นเวลำนำน เรำได้รวบรวม เรียบเรียง ปรับปรุง 

ตลอดจนเพิ่มเติมเนื้อหำจำกหนังสือแคลคูลัสส ำหรับธุรกิจ 1 ของศำสตรำจำรย์ ดร.กฤษณะ เนียมมณี และ

แคลคูลัสส ำหรับธุรกิจ 2 ของศำสตรำจำรย์ ดร.กฤษณะ เนียมมณี และรองศำสตรำจำรย์ ยุวรีย์ พันธุ์กล้ำ คณะ

ผู้เรียบเรียงขอแสดงควำมขอบพระคุณอำจำรย์ทั้งสองท่ำนมำ ณ ที่นี้ด้วย นอกจำกนี้ยังได้รับควำมกรุณำจำก

นิสิตเก่ำของภำควิชำคณิตศำสตร์และวิทยำกำรคอมพิวเตอร์ จุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลัย อีกหลำยรุ่น ได้แก่ ดร.

นพดล ก ำนิจอุย นำยอนุสรณ์ จันทร์ช่วย นำยพีรพงศ์ ปัญญำสกุลวงศ์ และ ดร.อ ำพล ดวงแป้น ที่ช่วยพิมพ์ยก

ร่ำงหนังสือเล่มนี้ขึ้นมำ อีกทั้งคณำจำรย์ภำควิชำคณิตศำสตร์และวิทยำกำรคอมพิวเตอร์ทุกท่ำนที่กรุณำใช้

หนังสือเล่มนี้ตั้งแต่ยังเป็นเอกสำรประกอบกำรสอนและให้ค ำแนะน ำตลอดจนชี้ข้อผิดพลำดจนเอกสำรนั้น

กลำยเป็นหนังสือเล่มนี้ คณะผู้เรียบเรียงขอขอบคุณรองศำสตรำจำรย์ ดร.ณัฐกำญจน์ ใจดี และนำยนภวิชญ์ 

ญำณไพศำล ผู้ช่วยกรุณำพิสูจน์อักษรและบรรณำธิกำรกิจหนังสือเล่มนี้ทั ้งในแง่เนื้อหำและควำมถูกต้อง 

สุดท้ำยที่ลืมไม่ได้คือก ำลังใจจำกบุคคลรอบข้ำง และภำพหน้ำปกโดย นำยนวิน สุเมธกิจกำร 

คณะผู้เรียบเรียงหวังเป็นอย่ำงยิ ่งว่ำ หนังสือแคลคูลัสส ำหรับธุรกิจและกำรบัญชี เล่มนี้จะเป็น

ประโยชน์ต่อกำรเรียนกำรสอนส ำหรับนิสิต นักศึกษำ นักเรียน และอำจำรย์ผู ้สอนในทุกสถำบัน หำกมี

ข้อผิดพลำดประกำรใด คณะผู้เรียบเรียงขออภัยและขอน้อมรับฟังข้อวิพำกษ์วิจำรณ์ รวมทั้งพร้อมจะชี้แจง

หรือแก้ไขให้ถูกต้องสมบูรณ์มำกยิ่งข้ึน 

 

ทิพวัลย์ สันติวิภำนนท์  

รตินันท์ บุญเคลือบ 
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บทที่
1

แบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์
(Mathematical Models)

1.1 บทนำ
ปัญหาต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับธุรกิจ การเงิน เศรษฐศาสตร์ หรือแม้แต่สังคมศาสตร์ มักมีความยุ่ง

ยากซับซ้อน และมีปัจจัยหรือตัวแปรต่าง ๆ เข้ามาเกี่ยวข้องมากมาย อีกทั้งมีการใช้ภาษา และคำ
ศัพท์ต่าง ๆ ในบริบทของปัญหาแตกต่างกันไปตามสาขาวิชาที่ปัญหานั้น ๆ เกี่ยวข้อง อย่างไรก็ดีหาก
สามารถเปลี่ยนปัญหาเหล่านี้ให้เป็นภาษาทางคณิตศาสตร์ ปัญหาทั้งหลายที่ดูแตกต่างกัน อาจกลาย
เป็นปัญหาในกลุ่มเดียวกัน และใช้องค์ความรู้ทางคณิตศาสตร์ประเภทเดียวกันมาแก้ปัญหาอย่างเป็น
ขั้นตอนได้

1.2 แบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical Models)
คณิตศาสตร์มีบทบาทสำคัญในการแปลงปัญหาในโลกจริงให้ เป็นแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์

และใช้ทฤษฎีบทต่าง ๆ ที่มีอยู่ หรือสร้างสรรค์ทฤษฎีบทใหม่ ๆ ขึ้นมาใช้ในการวิเคราะห์หาข้อสรุป
หรือผลเฉลยของปัญหาเพื่อนำไปสู่การแปลความหมายของข้อสรุปหรือผลเฉลยนั้น ๆ ในบริบทที่ต่าง
กันไป ข้อสรุปหรือผลเฉลยที่ได้รับการแปลความแล้วนั้นจะใช้ทำนาย หรือคาดการณ์เหตุการณ์ที่จะ
เกิดขึ้น และนำไปสู่การตรวจสอบผลการคาดการณ์นั้น ๆ กับเหตุการณ์ในโลกจริงเพื่อปรับปรุงแบบ
จำลองให้เหมาะยิ่งขึ้น ขั้นตอนการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์จากปัญหาในโลกจริงดังที่กล่าว
มาข้างต้น สามารถอธิบายได้โดยแผนภาพต่อไปนี้
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8 บทที่ 1. แบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์

ปัญหาหรือข้อมูลในโลกจริง แบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์

คำทำนายหรือข้อคาดการณ์/
คำอธิบายปรากฏการณ์

ผลเฉลยหรือ
ข้อสรุปเชิงคณิตศาสตร์

แปลงปัญหา/ทำให้ง่ายลง

วิเคราะห์

แปลความ

ตรวจสอบผล

รูปที่ 1.1: แผนภาพแสดงขั้นตอนการแก้ปัญหาในโลกจริงโดยการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์

เครื่องมือทางคณิตศาสตร์ชิ้นหนึ่งที่สำคัญในการแปลงปัญหาให้เป็นแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์
คือ ฟังก์ชัน

บทนิยาม 1.2.1 ฟังก์ชัน (function) คือ การจับคู่ ระหว่างสมาชิกในเซต A และ เซต B

ภายใต้กฎเกณฑ์บางอย่าง โดยมีเงื่อนไขว่าสมาชิกแต่ละตัวในเซต A จะจับคู่กับสมาชิกในเซต B

ได้เพียงตัวเดียวเท่านั้น
ถ้ากฎเกณฑ์ข้างต้น เรียกว่า f จะใช้สัญลักษณ์ f : A → B แทน f เป็นฟังก์ชันจากเซต A

ไปยังเซต B โดยเรียกเซต A ว่าเป็น โดเมน (domain) ของ f (Dom( f )) และเรียกเซตของสมาชิก
ในเซต B ที่มีสมาชิกในเซต A มาจับคู่ด้วยว่า พิสัย (range) ของ f (Ran( f ))

นอกจากนี้หาก x ∈ A จับคู่กับ y ∈ B ด้วยฟังก์ชัน f จะเขียนแทนด้วย (x, y) ∈ f เมื่อ
y = f (x) หรือเขียนสั้น ๆ เป็น y = f (x)

ตัวอย่าง 1.1 (i) ฟังก์ชัน f (x) = x2 มี Dom( f ) =R และ Ran( f ) = {0}∪R+

(ii) ฟังก์ชัน g (x) = 3x +4 มี Dom(g ) =R และ Ran(g ) =R

จากตัวอย่างข้างต้น f (x) = x2 ส่ง −2 ∈R ไปจับคู่กับ 4 ∈ {0}∪R+ และ f ส่ง 2 ∈R ไปจับคู่กับ
4 ∈ {0}∪R+ จะเห็นว่า −2 และ 2 จะจับคู่กับ 4 เพียงตัวเดียวเท่านั้น −2 และ 2 ไม่ได้จับคู่กับ
สมาชิกตัวอื่น ๆ ใน Ran( f ) อีกเลย ด้วยเหตุผลเดียวกันสมาชิก x อื่น ๆ ใน Dom( f ) จับคู่กับ y

เพียงตัวเดียวเท่านั้น ดังนั้น f ในตัวอย่าง 1.1(i) จึงสอดคล้องเงื่อนไขการเป็นฟังก์ชันใน บทนิยาม
1.2.1 ในทำนองเดียวกัน g เป็นฟังก์ชัน เพราะส่ง x ∈R ไปจับคู่กับ 3x +4 เพียงตัวเดียวเท่านั้น ยิ่ง
กว่าไปนั้น สมาชิก y แต่ละตัวใน Ran(g ) จะจับคู่กับ x เพียงตัวเดียวเท่านั้นด้วย นั่นคือ x = y −4

3
ในกรณีเช่นนี้จะกล่าวว่า g เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง (1−1)



ผู้แต่ง: ทิพวัลย์ และ รตินันท์ 384 หน้า

1.2. แบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ 9

บทนิยาม 1.2.2 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง หรือ ฟังก์ชัน 1−1 (one­to­one func­
tion) บน Dom( f ) ถ้า f (x1) 6= f (x2) เมื่อ x1 6= x2 ทุก x1, x2 ∈ Dom( f )

ตัวอย่าง 1.2 ฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง

(i) f (x) = x3 (ii) g (x) =p
x (iii) h(x) = 1

2
x +3

ตัวอย่าง 1.3 ฟังก์ชัน f (x) = x2 ไม่ใช่ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งบน R

เพราะ −2 6= 2 แต่ f (−2) = 4 = f (2)

ต่อไปเราจะให้ตัวอย่างฟังก์ชันที่สำคัญ ซึ่งจะพบมากในตัวอย่างการประยุกต์ต่าง ๆ

ตัวอย่าง 1.4 (i) ฟังก์ชันพหุนาม (polynomial function) อยู่ในรูป

f (x) = an xn +an−1xn−1 +an−2xn−2 +·· ·+a2x2 +a1x +a0

เมื่อ n เป็นจำนวนนับหรือศูนย์ และ an , an−1, an−2, . . . , a0 เป็นจำนวนจริง
ถ้า n = 0 จะเรียกว่า ฟังก์ชันคงตัว (constant function) และถ้า n = 1 จะเรียกว่า ฟังก์ชัน
เชิงเส้น (linear function)

(ii) ฟังก์ชันตรรกยะ (rational function) อยู่ในรูป f (x) = P (x)

Q(x)
เมื่อ P (x) และ Q(x) เป็น

ฟังก์ชันพหุนามที่ Q(x) 6= 0

(iii) ฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ (absolute value function) อยู่ในรูป f (x) = |x| =
−x ; x < 0

x ; x ≥ 0

(iv) ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (exponential function) อยู่ในรูป f (x) = ax เมื่อ a > 0, a 6= 1 และ
x ∈R

(v) ฟังก์ชันลอการิทึม (logarithmic function) อยู่ในรูป f (x) = loga x เมื่อ a > 0, a 6= 1 และ
x > 0

สำหรับฟังก์ชันเลขชี้กำลัง และฟังก์ชันลอการิทึมจะได้กล่าวถึงโดยละเอียดในหัวข้อถัดไป

ตัวอย่าง 1.5 ในการผลิตสบู่ชนิดหนึ่งไม่ว่าจะกี่ก้อนก็ตาม ต้องซื้อเครื่องจักรในราคา 100,000

บาท โดยวัตถุดิบในการผลิตมีมูลค่า 15 บาทต่อก้อน จะได้ว่าถ้าต้องการผลิตสบู่ x ก้อน จะต้องใช้
ต้นทุนในการผลิต C (x) บาท เมื่อ C (x) = ราคาเครื่องจักร+ ราคาวัตถุดิบ = 100000+ 15x บาท
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ตัวอย่าง 1.6 ในการคิดค่าบริการโทรศัพท์มือถือเครือข่ายหนึ่ง กำหนดค่าบริการเหมาจ่าย 599

บาทต่อเดือนในกรณีที่ใช้โทรศัพท์ไม่เกิน 400 นาที และสำหรับนาทีที่เกิน 400 ขึ้นไปจะคิดอัตรา
นาทีละ 1 บาท 50 สตางค์ (ไม่ปัดเศษของนาที) จะได้ว่าถ้าให้ t เป็นเวลาในหน่วยนาทีทั้งหมดที่ใช้
โทรศัพท์มือถือในหนึ่งเดือน แล้วค่าบริการ f (t ) ที่ต้องจ่ายในหนึ่งเดือน จะอยู่ในรูป

f (t ) =
599 ;0 ≤ t ≤ 400

599+1.5(t −400) ; t > 400

เรียก ฟังก์ชันลักษณะเช่นนี้ว่าฟังก์ชันที่นิยามเป็นช่วง (piecewise­defined function)

ชวนคิด ในความเป็นจริงบริษัทที่ให้บริการเครือข่ายจะปัดเศษของนาที โดยคิดเศษของ
นาทีเป็นหนึ่งนาที ดังนั้นค่าบริการที่ต้องจ่ายในหนึ่งเดือนจะอยู่ในรูปใด

ในการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ โดยอาศัยฟังก์ชันอาจมีการสร้างฟังก์ชัน ใหม่ขึ้นจาก
ฟังก์ชันเดิมดังเช่นบทนิยามต่อไปนี้

บทนิยาม 1.2.3 พีชคณิตของฟังก์ชัน (algebra of functions) คือ การดำเนินการ +,−,×
และ ÷ ระหว่างฟังก์ชันสองฟังก์ชัน นิยามโดย ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน

( f + g )(x) = f (x)+ g (x) เมื่อ x ∈ Dom( f )∩Dom(g )

( f − g )(x) = f (x)− g (x) เมื่อ x ∈ Dom( f )∩Dom(g )

( f g )(x) = f (x)g (x) เมื่อ x ∈ Dom( f )∩Dom(g )( f

g

)
(x) = f (x)

g (x)
เมื่อ x ∈ Dom( f )∩Dom(g ) และ g (x) 6= 0

ตัวอย่าง 1.7 ตัวอย่างของฟังก์ชันที่ใช้ในทางธุรกิจและเศรษฐศาสตร์ ซึ่งฟังก์ชันบางฟังก์ชันสร้าง
ขึ้นโดยอาศัยพีชคณิตของฟังก์ชันอื่น ๆ ที่นิยามมาก่อนหน้า

(i) ฟังก์ชันอุปสงค์ (demand function) D(x) สำหรับสินค้าชนิดหนึ่ง คือ ราคาขาย p = D(x)

ของสินค้าแต่ละชิ้นถ้าต้องการขายสินค้าทั้งสิ้น x ชิ้น

(ii) ฟังก์ชันอุปทาน (supply function) S(x) สำหรับสินค้าชนิดหนึ่ง คือ ราคาต่อหน่วย p = S(x)

ที่ผู้ผลิตเต็มใจจะผลิตสินค้า x ชิ้นออกสู่ตลาด

(iii) ฟังก์ชันรายได้ (revenue function) R(x) จากการขายสินค้า x ชิ้นคำนวณจาก

R(x) = จำนวนสินค้าที่ขาย×ราคาสินค้าต่อชิ้น= x ·p

(iv) ฟังก์ชันต้นทุน (cost function) C (x) คือ ต้นทุนที่ใช้ในการผลิตสินค้า x ชิ้น
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(v) ฟังก์ชันกำไร (profit function) P (x) คือ กำไรที่ได้จากการขายสินค้า x ชิ้น สามารถคำนวณ
ได้จาก

P (x) =ฟังก์ชันรายได้−ฟังก์ชันต้นทุน
= R(x)−C (x)

= x ·p −C (x)

(vi) ฟังก์ชันต้นทุนเฉลี่ย (average cost function) AC (x) = C (x)

x

ฟังก์ชันรายได้เฉลี่ย (average revenue function) AR(x) = R(x)

x
และ

ฟังก์ชันกำไรเฉลี่ย (average profit function) AP (x) = P (x)

x

ชวนคิด ฟังก์ชันอุปสงค์และฟังก์ชันอุปทานมีความสัมพันธ์กันหรือไม่อย่างไร

ตัวอย่าง 1.8 จากตัวอย่าง 1.5 หากขายสบู่ดังกล่าวก้อนละ 25 บาท จะได้ว่าสบู่จำนวน x ก้อน
ทำรายได้ให้แก่บริษัท R(x) = 25x บาท และทำกำไรให้แก่บริษัท

P (x) = 25x − (100000+15x) = 10x −100000

ชวนคิด ในภาวะเช่นนี้บริษัทต้องขายสบู่ ให้ได้อย่างน้อยกี่ก้อนจึงจะถือว่าได้กำไรอย่าง
แท้จริง

ตัวอย่าง 1.9 จากการศึกษาพบว่าผู้บริโภคจะซื้อสินค้า x หน่วย (พันชิ้น) เมื่อราคาต่อหน่วยอยู่
ในรูป p(x) =−0.27x +51 พันบาท และ ต้นทุนในการผลิตสินค้าชนิดนี้ x หน่วย (พันชิ้น) อยู่ในรูป
C (x) = 2.23x2 +3.5x +85 พันบาท จะได้ว่า

(i) ต้นทุนเฉลี่ยในการผลิตสินค้า 5,000 ชิ้น เท่ากับ

C (5)

5
= 2.23(5)2 +3.5(5)+85

5
= 31.65 พันบาทต่อพันชิ้น = 31,650 บาทต่อพันชิ้น

(ii) รายได้อยู่ในรูป R(x) = x ·p(x) =−0.27x2 +51x พันบาท และ กำไรอยู่ในรูป
P (x) = (−0.27x2 +51x)− (2.23x2 +3.5x +85) =−2.5x2 +47.5x −85 พันบาท

(iii) สังเกตว่า P (x) =−2.5x2 +47.5x −85 =−2.5(x −2)(x −17)

ดังนั้น P (x) > 0 ก็ต่อเมื่อ 2 < x < 17 นั่นคือบริษัทจะได้กำไรอย่างแท้จริงเมื่อขายสินค้าได้
ระหว่าง 2,000 และ 17,000 ชิ้น

ชวนคิด ในภาวะเช่นนี้กำไรสูงสุดที่บริษัทได้รับเป็นเท่าใด
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นอกจากพีชคณิตของฟังก์ชันแล้ว ยังมีการดำเนินการของฟังก์ชันอีกรูปแบบหนึ่ง ที่สร้างฟังก์ชัน
ใหม่ขึ้นจากฟังก์ชันเดิมที่ได้นิยามไว้ ดังบทนิยามต่อไปนี้

บทนิยาม 1.2.4 กำหนดให้ f (u) และ g (x) เป็นฟังก์ชัน
จะได้ว่าฟังก์ชันประกอบ (composite function) f (g (x)) เป็นฟังก์ชันของ x ที่คำนวณโดย
แทน u = g (x) ลงใน u ที่อยู่ในสูตรของ f (u)

ตัวอย่าง 1.10 หากทราบว่าอัตราแลกเปลี่ยนเงินตราอยู่ที่ 1 เหรียญสหรัฐ ต่อ 30.05 บาท จะ
ได้ว่าสำหรับเงิน u บาท จะแลกเปลี่ยนเป็น f (u) = u

30.05
เหรียญสหรัฐ ดังนั้นจากตัวอย่าง 1.5

จะได้ว่านักลงทุนชาวสหรัฐอเมริกาต้องเตรียมเงินทุนสำหรับผลิตสบู่จำนวน x ก้อนในรูป

CU S = f (C (x)) = f (100000+15x) = 100000+15x

30.05
เหรียญสหรัฐ

ต่อมาหากพิจารณาเฉพาะฟังก์ชัน f : A → B ที่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง จะได้ว่า สามารถสร้าง
ฟังก์ชันใหม่ได้จากฟังก์ชันเดิมด้วยการกลับทิศทางการจับคู่ โดยสลับบทบาทให้ตัวหน้าเป็นสมาชิก
ในเซต B และตัวหลังเป็นสมาชิกในเซต A ที่เคยจับคู่กันด้วยฟังก์ชัน f มาก่อน จะทำให้เกิดฟังก์ชัน
ใหม่ ดังบทนิยามต่อไปนี้

บทนิยาม 1.2.5 สมมติให้ f : A → B เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง นิยามฟังก์ชันผกผัน (inverse
function) f −1 โดย

f −1(a) = b ถ้า f (b) = a

ดังนั้น Dom( f −1) = Ran( f ) และ Ran( f −1) = A = Dom( f )

ชวนคิด เหตุใด f −1 จึงเป็นฟังก์ชัน

ตัวอย่าง 1.11 ฟังก์ชัน f (x) = 1

2
x + 3 เป็นฟังก์ชันหนึ่ง ต่อหนึ่ง ที่ มี Dom( f ) = R และ

Ran( f ) =R จะได้ว่า จาก

y = f (x) = 1

2
x +3

y −3 = 1

2
x

x = 2y −6

นั่นคือ x = f −1(y) = 2y −6 หรือ f −1(x) = 2x −6
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3−3−6

−3

−6

3

0
x

y

f

f −1

y = x

รูปที่ 1.2: กราฟของฟังก์ชัน f และ f −1 ในตัวอย่าง 1.11

หมายเหตุ จากบทนิยามของฟังก์ชันผกผัน ทำให้ได้ว่า

( f −1 ◦ f )(x) = f −1( f (x)) = f −1(y) = x ทุก x ∈ Dom( f )

( f ◦ f −1)(y) = f ( f −1(y)) = f (x) = y ทุก y ∈ Dom( f −1) = Ran( f )

ซึ่งสมบัติทั้งสองนี้มีประโยชน์อย่างยิ่งในการแก้สมการและอสมการ

1.3 ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (Exponential Function)

บทนิยาม 1.3.1 ให้ a เป็นจำนวนจริงบวกใด ๆ ที่ a 6= 1 จะเรียกฟังก์ชัน f : R→R ที่กำหนด
โดย f (x) = ax ว่าฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (exponential function) ทั้งนี้จะเรียก a ว่าฐาน (base)
และเรียก x ว่าเลขชี้กำลัง (exponent)

หมายเหตุ หาก a = e ซึ่งเป็นจำนวนอตรรกยะที่มีค่าประมาณ 2.718 แล้วจะเรียก f (x) = ex ว่า
ฟังก์ชันเลขชี้กำลังฐานธรรมชาติ

ตัวอย่าง 1.12 f (x) = 2x และ g (x) =
(

1

2

)x

เป็นฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ที่มีกราฟดังรูปต่อไปนี้
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x

y

0

1

f

x

y

0

1

g

ชวนคิด เหตุใด a จึงต้องเป็นจำนวนจริงบวกและ a 6= 1

สมบัติที่สำคัญ

1. กราฟของฟังก์ชันเลขชี้กำลังแบ่งเป็น 2 ลักษณะโดยใช้ฐานเป็นเกณฑ์

x

y

0

1

0 < a < 1

x

y

0

1

a > 1

2. จากกราฟจะได้ว่าฟังก์ชันเลขชี้กำลังเป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น R มีพิสัยเป็น (0,∞) และเป็น
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ซึ่งทำให้ได้ว่า ax = ay ก็ต่อเมื่อ x = y

3. ในกรณีที่ 0 < a < 1 ฟังก์ชันเลขชี้กำลังเป็นฟังก์ชันลด นั่นคือ ax < ay ก็ต่อเมื่อ x > y

ในกรณีที่ a > 1 ฟังก์ชันเลขชี้กำลังเป็นฟังก์ชันเพิ่ม นั่นคือ ax < ay ก็ต่อเมื่อ x < y
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ทฤษฎีบท 1.3.2 ให้ a เป็นจำนวนจริงบวกใด ๆ ซึ่ง a 6= 1 จะได้ว่า สำหรับจำนวนจริง x และ
y ใด ๆ

1. a0 = 1

2. ax+y = ax ·ay

3. a−x = 1

ax

4. ax−y = ax

ay

5. (ax )y = ax y

ตัวอย่าง 1.13 จงหาค่า x ทั้งหมดที่สอดคล้องสมการ 23x ·22

2x−1 = 16

วิธีทำ. จาก 22x+3 = 2(3x+2)−(x−1) = 23x ·22

2x−1 = 16 = 24

จะได้ว่า 2x +3 = 4

นั่นคือ x = 1

2
เป็นค่า x ทั้งหมดที่สอดคล้องสมการข้างต้น

1.4 ฟังก์ชันลอการิทึม (Logarithmic Function)

บทนิยาม 1.4.1 ให้ a เป็นจำนวนจริงบวกที่ a 6= 1 และ f (x) = ax เป็นฟังก์ชันเลขชี้กำลัง จะ
เรียก g (x) = f −1(x) ว่าฟังก์ชันลอการิทึม (logarithmic function) กำหนดโดย g (x) = loga x

นั่นคือ
ay = x ก็ต่อเมื่อ y = loga x

โดยเรียก a ว่าฐาน และ x ว่าเลขหลังลอการิทึม

หมายเหตุ

(i) หาก a = 10 จะเขียน log x แทน log10 x และเรียกว่า ลอการิทึมสามัญ (common loga­
rithm)

(ii) หาก a = e จะเขียน ln x แทน loge x และเรียกว่า ลอการิทึมธรรมชาติ (natural logarithm)

ตัวอย่าง 1.14 f (x) = log3 x และ g (x) = log 1
3

x เป็นฟังก์ชันลอการิทึม ที่มีกราฟดังรูปต่อไปนี้
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x

y

0 1

f

x

y

0 1

g

สมบัติที่สำคัญ
1. กราฟของฟังก์ชันลอการิทึม แบ่งเป็น 2 ลักษณะ โดยใช้ฐานเป็นเกณฑ์

x

y

0 1

0 < a < 1

x

y

0 1

a > 1

2. จากกราฟจะได้ว่าฟังก์ชันลอการิทึมเป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น (0,∞) มีพิสัยเป็น R และเป็น
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ซึ่งทำให้ได้ว่า loga x = loga y ก็ต่อเมื่อ x = y และ x > 0 และ y > 0

3. ในกรณีที่ 0 < a < 1 ฟังก์ชันลอการิทึมเป็นฟังก์ชันลด นั่นคือ

loga x < loga y ก็ต่อเมื่อ x > y > 0

ในกรณีที่ a > 1 ฟังก์ชันลอการิทึมเป็นฟังก์ชันเพิ่ม นั่นคือ

loga x < loga y ก็ต่อเมื่อ 0 < x < y
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ทฤษฎีบท 1.4.2 ให้ a เป็นจำนวนจริงบวกใด ๆ ที่ a 6= 1 จะได้ว่า สำหรับจำนวนจริงบวก x

และ y ใด ๆ

1. loga x = logb x

logb a
= ln x

ln a
= log x

log a
เมื่อ b เป็นจำนวนจริงบวกใด ๆ ที่ b 6= 1

2. loga 1 = 0

3. loga a = 1

4. loga(x y) = loga x + loga y

5. loga

(
x

y

)
= loga x − loga y

6. loga(xr ) = r loga x เมื่อ r เป็นจำนวนจริงใด ๆ

7. logar (x) = 1

r
loga x เมื่อ r เป็นจำนวนจริงใด ๆ

8. loga(ax ) = x

9. aloga x = x

หมายเหตุ ทฤษฎีบท 1.4.2 ข้อ 8 ยังคงเป็นจริงสำหรับทุก ๆ จำนวนจริง x

ตัวอย่าง 1.15 จงหาค่า x ทั้งหมดที่สอดคล้องสมการ ex2+3x ·e ln2 = 2

วิธีทำ. จาก 2ex2+3x = ex2+3x ·e ln2 = 2

จะได้ว่า ex2+3x = 1 = e0

ดังนั้น x(x +3) = x2 +3x = 0

นั่นคือ x = 0 หรือ −3 เป็นค่า x ทั้งหมดที่สอดคล้องสมการดังกล่าว

ตัวอย่าง 1.16 จงหาค่า x ทั้งหมดที่สอดคล้องสมการ log(x2 +5x −4)− log(x +2) = 1

วิธีทำ. จาก log

(
x2 +5x −4

x +2

)
= log(x2 +5x −4)− log(x +2) = 1

จะได้ว่า x2 +5x −4

x +2
= 10

ดังนั้น x2 +5x −4 = 10x +20 หรือ (x −8)(x +3) = x2 −5x −24 = 0

จะได้ว่า x = 8 หรือ −3

แต่เมื่อแทนค่า x =−3 ลงใน x +2 จะได้ −1 ซึ่งทำให้ log(x +2) ไม่นิยาม
จึงได้ว่า x = 8 เป็นค่า x เพียงค่าเดียวที่สอดคล้องสมการดังกล่าว
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ตัวอย่าง 1.17 ยอดจำหน่ายสินค้า S(x) หน่วย (พันบาท) มีความสัมพันธ์กับงบโฆษณา x หน่วย
(พันบาท) ดังสมการต่อไปนี้

S(x) = 200+4ln(3x −2)

(i) จงหายอดจำหน่ายสินค้าเมื่อลงโฆษณาไปเป็นจำนวน 2,500 บาท

(ii) เมื่อใช้งบโฆษณา 21,500 บาท กับ 35,000 บาท จะทำให้ยอดจำหน่ายสินค้าต่างกันเท่าไร

วิธีทำ. (i) หากลงโฆษณาเป็นเงิน 2,500 บาท จะได้ว่า x = 2.5 ทำให้ยอดจำหน่ายสินค้าเป็น

S(2.5) = 200+4ln(3×2.5−2)

≈ 206.81899

นั่นคือยอดจำหน่ายสินค้าเป็น 206,818.99 บาท เมื่อลงโฆษณาไปเป็นจำนวนเงิน 2,500 บาท

(ii) เมื่อใช้งบโฆษณา 21,500 บาท และ 35,000 บาท จะได้ยอดจำหน่ายสินค้าเป็น S(21.5) และ
S(35) พันบาท ตามลำดับ ดังนั้นผลต่างของยอดขายจะเป็น

S(35)−S(21.5) = (200+4ln(3×35−2))− (200+4ln(3×21.5−2))

≈ 1.99825

นั่นคือยอดขายต่างกัน 1,998.25 บาท

ตัวอย่าง 1.18 ฟังก์ชันอุปสงค์ของสินค้าชนิดหนึ่งกำหนดโดย p(x) = 3e2−0.5x เมื่อ x คือ จำนวน
สินค้า (กิโลกรัม) และ p คือ ราคาสินค้าต่อกิโลกรัม (บาท)

(i) จงเขียนจำนวนสินค้า (x) ในรูปของราคาต่อกิโลกรัม (p)

(ii) จงหาความต้องการสินค้าของผู้บริโภค เมื่อสินค้ามีราคากิโลกรัมละ 6 บาท

วิธีทำ. (i) จาก p(x) = 3e2−0.5x จะได้ว่า

e2−0.5x = p

3

2−0.5x = ln
( p

3

)
x = 2− ln

( p
3

)
0.5

= 4−2ln
( p

3

)
(ii) หากสินค้าราคากิโลกรัมละ 6 บาท จะได้โดย (i) ว่าความต้องการสินค้าของผู้บริโภค คือ

x = 4−2ln

(
6

3

)
≈ 2.61 กิโลกรัม
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1.5 สรุปสาระประจำบท
ในบทนี้ ได้กล่าวถึงการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์จากสถานการณ์ ในโลกจริงอย่างง่าย

โดยอาศัยฟังก์ชัน นอกจากนี้ยังได้แนะนำฟังก์ชันพื้นฐานต่าง ๆ เช่น ฟังก์ชันพหุนาม ฟังก์ชันเลขชี้
กำลัง และฟังก์ชันลอการิทึม ซึ่งเป็นฟังก์ชันสำคัญในการศึกษาแคลคูลัสต่อไป ยิ่งไปกว่านั้นยังได้ยก
ตัวอย่างฟังก์ชันที่ใช้ในทางเศรษฐศาสตร์และธุรกิจ จากตัวอย่างเหล่านั้น จะเห็นได้ว่า การวิเคราะห์
เชิงคณิตศาสตร์ช่วยให้สามารถวางแผนการผลิตหรือการจำหน่ายเพื่อให้มีประสิทธิภาพสูงสุดตาม
ต้องการได้
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บทที่
2

คณิตศาสตร์ในการเงิน
(Mathematics in Finance)

2.1 บทนำ
ในบทที่ 1 ได้มีการทบทวนความรู้พื้นฐานเรื่องฟังก์ชันที่สำคัญต่าง ๆ รวมถึงการนำเสนอตัวอย่าง

ในเรื่องแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ ซึ่งทำให้เห็นถึงความสำคัญของวิชาคณิตศาสตร์ในการนำไปแก้ไข
ปัญหาในโลกจริง ในบทที่ 2 นี้ จะแนะนำการประยุกต์ใช้คณิตศาสตร์ในทางการเงิน โดยเริ่มต้น
จากการทบทวนความรู้เรื่องลำดับและอนุกรมของจำนวนจริง ซึ่งเป็นความรู้พื้นฐานที่สำคัญสำหรับ
หัวข้อคณิตศาสตร์ในการเงิน (Mathematics in Finance) จากนั้นจะกล่าวถึงการคำนวณหาดอก
เบี้ยในรูปแบบต่าง ๆ ค่าเงินปัจจุบัน และค่ารายปีตามลำดับ

เนื้อหาเรื่องลำดับและอนุกรมของจำนวนจริงในสองหัวข้อต่อไปนี้จะนำเสนอเฉพาะส่วนที่ใช้เป็น
พื้นฐานสำหรับหัวข้อคณิตศาสตร์ในการเงินเท่านั้น รายละเอียดในสองหัวข้อนี้ ผู้สนใจสามารถศึกษา
ได้จากหนังสือแคลคูลัสเล่มอื่น ๆ รวมถึงหนังสืออ้างอิงที่ได้ให้ไว้ท้ายหนังสือเล่มนี้

2.2 ลำดับของจำนวนจริง (Sequences of Real Numbers)
ในหัวข้อนี้จะศึกษาเร่ืองลำดับของจำนวนจริง โดยเฉพาะลำดับเลขคณิตและลำดับเรขาคณิต เริ่ม

ต้นจากจำนวนจริงต่อไปนี้

1+p
2, 1+2

p
2, 1+3

p
2, 1+4

p
2

หากพิจารณาจำนวนจริงทั้ง 4 จำนวน โดยคำนึงถึงลำดับของการเขียนจำนวนจริงเหล่านั้นด้วยแล้ว
จะเรียกชุดของจำนวนจริงข้างต้นว่า ลำดับของจำนวนจริงที่มีความยาวสี่ ต่อมาพิจารณาชุดของ


