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คํานาํ 
     การเรียนแคลคูลัสกับการเล่นกีฬามีลักษณะคล้ายกัน โดยเฉพาะอย่างยิ7งกีฬากอล์ฟ ซึ7งผู้เขียนอยากนาํ
ทั:งสองสิ7งมาหล่อหลอมเข้าด้วยกัน เพื7อให้นิสิต นักศึกษาและผู้สนใจในวิชาแคลคูลัสได้มองภาพในอนาคต
ได้เหน็ชัดเจนยิ7งขึ:น โดยนาํกีฬากอล์ฟมาอธิบายเปรียบเทยีบ หนังสือเล่มนี: ได้ตั:งชื7อว่า “สนามฝึกซอ้มวิชา
เรขาคณิตวิเคราะห์” (Driving Range of Analytic Geometry) เช่นเดียวกับกีฬากอล์ฟซึ7 งมี สนาม
ฝึกซ้อมกอลฟ์ (Driving Range of Golf) ก่อนที7จะเข้าสนามฝึกซ้อมคงต้องศึกษานิยาม ทฤษฎี และ
คุณสมบัติต่างๆจากห้องเรียนจนเข้าใจดีพอแล้วจึงนาํหนังสอืเล่มนี:มาฝึกฝนให้เกดิความเข้าใจได้ดียิ7งขึ:น 

 หนังสือเล่มนี: ได้ใช้เทคโนโลยีสมัยใหม่ มาช่วยทาํให้รูปแบบของหนังสือทางคณิตศาสตร์ให้ดูมีคุณค่ายิ7ง
โดยใช้โปรแกรม Equations บน Windows 98 โดยเฉพาะการเขียนกราฟโดยโปรแกรม Mathcad 

MapleV และ Mathematica ซึ7งทาํให้ผู้อ่านหนังสือเล่มนี:  สามารถมองเห็นโจทย์ปัญหานั:นๆ ได้เป็น
รูปธรรมและเป็นสัดส่วนตรงกับความเป็นจริงมากขึ:น โดยเฉพาะเส้นตรงใน 3 มิติ เส้นโค้งใน 3 มิติ และผิว
โค้งใน 3 มิติ ซึ7งมีความยุ่งยากในการวาดกราฟ 

 เรขาคณิตวิเคราะหเ์ป็นวิชาที7สาํคัญวิชาหนึ7งในการศึกษาวิชาแคลคูลัสและเป็นพื: นฐานที7สาํคัญในการ
พัฒนานําไปใช้ประยุกต์ในสาขาวิชาต่างๆ ของนักวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนที7จะนาํไปประยุกต์ใช้ได้ดี 
นิสติ นักศึกษา จาํเป็นต้องศึกษาวิชาพื: นฐานให้เข้าใจถ่องแท้ก่อน จากประสบการณ์ด้านการสอนมาประมาณ 
20 ปี ในสถาบันแห่งนี:  และเป็นอาจารย์พิเศษมหาวิทยาลัยอีกหลายแห่ง พบเหน็ปัญหาที7นิสติ นักศึกษา ไม่
สามารถทาํความเข้าใจกับโจทย์ปัญหาซึ7งมีหลากหลายได้ จึงได้รวบรวมเขียนออกมาเป็น แผนทีEแคลคูลสั
พืG นฐาน (Calculus Concept Maps) และแผนทีEอนุกรม (Series Concept Maps) ตามที7ได้นาํเสนอในปก
หลังด้านในของหนังสือเล่มนี: นั:น ผู้เขียนได้แบ่งเนื: อหาออกเป็น SERIES ได้ทั:งหมด 7 SERIES โดยแต่ละ 
SERIES จะมีความสัมพันธ์กันเกี7ยวข้องกันอยู่ตลอดเวลา ดังนั:น การศึกษาวิชาแคลคูลัสจําเป็นต้องมี
พื:นฐานของคณิตศาสตร์ SERIES ต้นๆอยู่ด้วย 

 ทางด้านกีฬากอล์ฟนั:น เราแบ่งไฟท์ออกเป็น 3 ไฟท์เรียงลาํดับตามความสามารถได้ดังนี:  คือ ไฟท์ C 

มือใหม่ (Beginner), ไฟท์ B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท์ A มืออาชีพ (Professional) การเล่น
กอล์ฟนั:น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั:น ต้องใช้ความอดทน ความพยายาม มีจิตใจที7
มุ่งมั7น ผู้เล่นต้องคิดแก้ปัญหาด้วยตัวเองบนพื:นฐานของประสบการณ์ที7มีอยู่ เมื7อถึงจุดหนึ7งผู้เล่นที7มีพื: นฐาน
และการฝึกซ้อมดีพอ ผู้เล่นจะสามารถแก้ปัญหาเฉพาะหน้าได้เสมอ โดยที7ผู้เล่นจะต้องนาํปัจจัยหลายๆอย่าง
ที7สะสมไว้นาํมาช่วยในการคิดแก้ปัญหา 



 ในวิชาเรขาคณิตวิเคราะห์กเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาที7ต้องใช้คณิตศาสตร์ในหลายๆด้านมาประกอบกนั เพื7อ
ช่วยในการคิดแก้ปัญหา ผู้เขียนจึงได้เขียนปูพื: นตั:งแต่เริ7มต้น ตั:งแต่ระดับมัธยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึก
ลงไปในแต่ละเรื7องมากกว่าเดิม นักศึกษาที7พื: นฐานยังไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนักกอล์ฟมือใหม่ ต้องฝึกทาํ
โจทย์ในตั:งแต่ต้นในเรื7องพื:นฐานจนเกิดความเข้าใจก่อนจึงจะเริ7มศึกษาในเนื: อหาของวิชาเรขาคณิตวิเคราะห์
ได้ เมื7อผู้เรียนฝึกซ้อมจนเข้าใจแล้วจึงจะถือได้ว่าอยู่ในระดับมือสมคัรเล่น และนักศึกษาจะต้องทาํการฝึกฝน
ต่อไปอีกจนเกิดความเข้าใจ จึงจะถือว่านักศึกษาจัดอยู่ในชั:นระดับมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั:น
ประยุกต์ได้ ในตาํราชุดนี: เปรียบเสมือนสนามฝึกซ้อม มีโจทย์ตัวอย่างมากมายเพียงพอที7จะทาํให้นักศึกษา
พัฒนาตนเองอยู่ในขั:นมืออาชีพได้อย่างสบาย 

 ในหนังสือประกอบการเรียน ebook SERIES 4 เล่มที7ปรับปรุงใหม่นี:  ได้รวบรวมสรุป นิยาม ทฤษฎี 
และโจทย์ตัวอย่างประกอบกว่า 345 ข้อ พร้อมโจทย์ปัญหาอีกกว่า 1,424 ข้อ ให้นิสิต นักศึกษา ได้ฝึก
ทบทวนเนื: อหา และทดลองทาํแบบฝึกหัดในลักษณะต่างๆ ให้เกิดความรู้ความเข้าใจในทฤษฎีให้ถ่องแท้ อัน
จะเป็นพื:นฐานที7สาํคัญในการเรียนการสอน และการทาํงานได้อย่างมีประสทิธภิาพในอนาคต ถ้าจะให้หนังสือ
เล่มนี: เปรียบเทียบกับกีฬากอล์ฟ ผู้เขียนตั:งใจจะให้เป็นเช่นเดียวกับ สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving

Range) ถ้าใครเข้าสนามฝึกซ้อมมากกจ็ะทาํให้พัฒนาดียิ7งขึ: นและจะส่งผลให้นิสิตและนักศึกษาเข้าสู่สนาม
สอบกลางภาค (Midterm) และการสอบปลายภาค (Final) ด้วยความมั7นใจ เช่นเดียวกับนักกอล์ฟที7มี
ความพร้อม และมีความเชื7อมั7นที7ลงสนามแข่งขัน และได้รับรางวัลให้กบัตนเองในที7สดุ 

 ผู้เขียนขอกราบขอบพระคุณครูทุกท่าน ตั: งแต่ระดับประถมจนถึงระดับมหาวิทยาลัย ที7ได้ประสิทธิ
ประสาทวิชาให้ และขอกราบขอบพระคุณทุกท่าน ที7 ได้ให้การสนับสนุนหนังสือ e-book:Series

1,2,3,4,…และ 8 ขอขอบคุณเพื7อนร่วมงานทุกคนที7คอยให้การสนับสนุน และให้กาํลังใจโดยตลอด และ
ขอบใจ คุณบุปผา จิตรโสม ลูกศิษย์ที7ทุ่มเทช่วยพิมพ์ต้นฉบับบทที71- บทที73และนาย ทินพฒัน ์ แววเจริญ 
ลูกชายที7ทุ่มเทช่วยพิมพ์ต้นฉบับบทที74-บทที75 พร้อมเฉลยคาํตอบทุกข้อ ให้เป็นอย่างดี และสาํคัญที7สุด
ขอขอบคุณภรรยาและลูกๆของผู้เขียนทั:งสอง : คุณยุพิน แววเจริญ ลูกแพรวและลูกเพชร คุณวงษเ์ดือน 
บ่ายเทีEยง ลูกตัGมและลูกตีG  ที7ได้ให้กาํลังใจในการเขียนมาโดยตลอดและเป็นผู้ที7อยู่เบื: องหลังความสาํเรจ็ใน
การเขียนตาํราทั:ง 8 เล่ม 

 ผู้ เขียนห วังว่าห นั งสือประกอบการเรียน เล่ม นี:  คงจะเป็นประโยชน์ ต่อ นิสิต  นั ก ศึกษา ใน
สถาบันอุดมศึกษาต่างๆบ้างตามสมควร หากพบข้อบกพร่องที7ควรแก้ไขในหนังสือเล่มนี:  กรุณาเสนอแนะให้
ผู้เขียนทราบด้วย จักเป็นพระคุณยิ7ง 

คุณความดีทัGงหลายทัGงปวง ขอมอบใหบ้ิดา-มารดา คุณครูทุกท่านของผูเ้ขียนทัGงสอง 

รศ. ศรีบุตร  แววเจริญ รศ. ดร. ชนศักดิ!  บ่ายเที#ยง 



คํานิยม 

ทา่นผู้อ่านหนังสือเล่มนี: ทุกท่าน   ผมได้ติดตามวิธคิีดและการทาํหนังสือ Series  1-8 ของอาจารย์
ทั:งสองท่าน คือ รศ. ศรีบุตร แววเจริญ และ รศ. ดร. ชนศักดิ' บ่ายเที7ยง มาโดยตลอด  ซึ7งได้จัดทาํหนังสือ
คณิตศาสตร์ SERIES ออกมาแล้ว  8  เล่มรวมทั:งปรับปรุงหนังสือคณิตศาสตร์ Series 1-8 มาโดยตลอด
หนังสือคณิตศาสตร์ เล่มนี: เป็นการปรับปรุงหนังสือ Series 4 ให้อยู่ในรูปแบบ e-book:Series 4 การ
วิเคราะห์เวกเตอร์และอนุกรมอนันต์ มีการนาํเอาโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์ Maple   มาช่วยวาด
กราฟและคาํนวณคาํตอบของปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์ให้นักศึกษาได้ตรวจคาํตอบอีกด้วย  ทาํให้การเรียน
วิชาคณิตศาสตร์สามารถทาํความเข้าใจได้ง่ายขึ: น  ผมเองตอนที7เป็นนักเรียน/นักศึกษาเวลาทาํการบ้าน
คณิตศาสตร์ต้องหาให้ได้คาํตอบและต้องถูกต้องแต่มั7นใจว่าคาํตอบที7ถูกต้องนั:นในสมัยก่อน  ต้องตรวจสอบ
ที7ท้ายเล่มเทา่นั:น  

ในปัจจุบันวิวัฒนาการทางคอมพิวเตอร์มีมากขึ:น ท่านอาจารย์ทั:งสองท่านกมิ็ยอมให้การเรียนรู้ด้าน
คณิตศาสตร์เป็นแบบเดิมหรือยํ7าอยู่กับที7 ได้พัฒนาการเรียนรู้โดยการนาํโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์
มาช่วยในการแสดงวิธีทาํและหาคาํตอบ และได้สอดแทรกการแก้ปัญหาโดยโปรแกรมสาํเร็จรูปในหนังสือ
เล่มนี: ด้วย 

ผมเองได้เห็น ความบากบั7น ความพยายามของอาจารย์ทั:งสองท่าน ที7พยายามช่วยให้การเรียน
คณิตศาสตร์เป็นเรื7องที7ไม่ยุ่งยากอีกต่อไป  และในฐานะของผู้บริหารคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ต้อง
ขอขอบคุณและ อยากให้มีหนังสือแบบนี:มากขึ:นในหลายสาขาวิชาของคณะเพื7อให้การเรียนในวิชาของคณะ
วิทยาศาสตร์ประยุกต์สามารถทาํให้นักศึกษาหรือผู้อ่านได้เข้าใจในเนื:อหาของวิชานั:นอย่างดี

 ขอบคุณครับ

 รองศาสตราจารย์  ดร. ฐิตนนท ์  จารุโรจน์กรีติ 
 คณบดีคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์

 แถมฟรี 
e-book:Series 4  เล่มนีG  ผูเ้ขียนไดม้อบแผ่นผบัขนาด A3 รูปRสีสวยงามจํานวน

2  แผ่นทีEจะเป็นประโยชนก์บันกัศึกษาวิชา CALCULAS and ANALYTIC

GEOMETRY  เป็นอย่างดี
1. CALCULUS   CONCEPT   MAPS
2. FORMULA  TABLES   OF   DERIVATIVES   AND   INTEGRALS



คํานิยม 

ท่านผู้อ่านหนังสือ e-book:Series 4 การวิเคราะห์เวกเตอร์และอนุกรมอนันต์ เล่มนี: ทุกท่าน 
ผมเป็นคนหนึ7งที7ใกล้ชิดและเหน็การทาํงาน  แนวการคิดและการทาํหนังสือของรองศาสตราจารย์ ศรีบุตร 
แววเจริญ และ รองศาสตราจารย์ ดร.ชนศักดิ'  บ่ายเที7ยง  มาโดยตลอด ท่านทั:งสองได้เขียนหนังสือ
คณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ (e-book:Series 1- 8) ออกมาแล้ว 8 เล่มอย่างต่อเนื7องและมี
การปรับปรุงเนื: อหาใหม่ในหนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ทั:ง 8 เล่ม โดยมีการเพิ7มเติม
รูปภาพประกอบโจทย์ปัญหาให้เห็นเป็นรูปธรรมและนําเอาโปรแกรมสาํเร็จรูปทางคณิตศาสตร์ Maple

และ Mathcad  มาช่วยในการเรียนการสอนวิชาคณิตศาสตร์เพื7อให้ผู้อ่านหนังสือเล่มนี: ได้เหน็ปัญหาโจทย์
เป็นรูปธรรมยิ7งขึ:น  

ผมเห็นความมุ่งมั7น และความตั:งใจของอาจารย์ทั:งสองท่าน คือ ความสาํเร็จที7 ยังใหม่ที7จะช่วย
ประเทศไทยแก้ปัญหาการขาดแคลนหนังสือคณิตศาสตร์ที7ทันสมัยเหมือนต่างประเทศ  จากจุดเริ7มต้น

ดังกล่าว ท่านตั:งใจจะทาํหนังสือเพื7 อลูกศิษย์ นิสิต นักศึกษาและผู้สนใจในวิชาแคลคูลัสและเรขาคณิต
วิเคราะห์ ทําให้หนังสือไม่เพียงใช้เรียนในชั:นเรียนแต่กลับใช้เรียนเสมือนศึกษาบนเว็บที7 มี รูปภาพ 
คาํอธิบายและโปรแกรมครบทุกส่วน  ทาํให้ผู้เรียนขยายวงกว้างจากนักเรียนในชั:นเรียน  สู่นักเรียนนอกชั:น
เรียนหลายสาขาอาชีพ ตอบสนองต่อยุทธศาสตร์       การพัฒนาประเทศด้านการพัฒนาทรัพยากรมนุษย์ 
เกิดการเรียนรู้ที7สนับสนุนต่อสังคม การมีการเรียนรู้อย่างต่อเนื7องตลอดชีวิต  และนิสิต นักศึกษาจะได้ก้าว
เข้าสู่สงัคมอาเซียนได้เป็นอย่างดี 

นับเป็นภาระกิจของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ ที7ต้องผลิตหนังสือและตาํรา
วิชาการเป็นบริการความรู้แก่สังคม ตามปรัชญาของมหาวิทยาลัยที7ว่า “พัฒนาคน พัฒนาวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยี”  และในฐานะของผู้บริหารภาควิชาคณิตศาสตร์ ต้องขอขอบคุณอาจารย์ทั:งสองท่านที7ปรับปรุง
หนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์  เรื7อง  การวิเคราะห์เวกเตอร์และอนุกรมอนันต์  e-

book:Series 4 เล่มนี:  กนั็บเป็นบริการด้านสติปัญญาอีกเล่มหนึ7งที7  ภาควิชาคณิตศาสตร์ภูมิใจมอบ
ให้แก่สงัคม และประเทศไทย

 ขอบคุณครับ

รองศาสตราจารย์ ดร.เสนอ  คุณประเสริฐ 
 หัวหน้าภาควิชาคณณิตศาสตร์ 



สารบญั Series 4 

บททีE T 
 อนุกรมอนนัต ์
 (Infinite Series)

T.T ลําดบัอนนัต ์(Infinite Sequence) 

T.U อนุกรมอนนัต ์(Infinite Series) 

บททีE U 
 อนุกรมยกกําลงั
 (Power Series) 

U.T การลู่เขา้ของอนุกรมยกกําลงั 
( Convergence of Power Series ) 

U.U 

U.V 

U.R 

การทดสอบการลู่เขา้ของอนุกรมยกกําลงั 
( Test of Convergence of Power Series ) 

อนุกรมเทเลอรแ์ละอนุกรมแมคลอรีน 
( Taylor Series and Maclaulin Series )

การประยุกตข์องอนุกรมยกกําลงั 
( Application of Power  Serie s) 



บททีE V 
 เวกเตอรใ์น 3 มิติ และ 2 มิติ 
(Vector in Plane and Space) 

V.T เวกเตอรใ์นระบบแกนมุมฉาก 
(Rectangular Coordinate System) 

V.U เสน้ตรงและระนาบใน 3 มิติ 
(Line and Plane in Space) 

บททีE 4 
 เวกเตอรแ์คลคูลสั 

((    (Calculus of Vector)

R.T อนุพนัธแ์ละอินกรลัของฟังกช์นัเชิงเวกเตอร ์
(Derivatives and Integrals of Vector Function) 

R.2 เวกเตอรส์มัผสัและเวกเตอรต์ัGงฉากหนึEงหนว่ย 
(Unit Tangent and Unit Normal) 

R.3 ความโคง้ (Curvature)

4.4 อนุพนัธร์ะบุทิศทาง แกรเดียน 

(Directional Derivatives and Gradient)



 บททีE 5 
 อินทิกรลัเชิงผิวโคง้ 

((    (Surface Integral)

R.T อินทิกรลัตามเสน้ 
(Line Integral) 

R.2 ความเป็นอิสระของวิถ ี
(Independence of Path) 

R.3 ทฤษฎีของกรีนในระนาบ 
(Green Theorem in Plane) 

4.4 อินทิกรลัเชิงผิวโคง้ 
(Surface Integral) 

R.5 ทฤษฎีไดเวอรเ์จน 
(Divergence Theorem)

R.6 ทฤษฎีของสโตคส ์(Stokes’s Theorem) 

เฉลย 

เฉลยแบบฝึกหดัทุกข้อ 
 บรรณานุกรม 



 บทที� �  อนุกรมอนนัต์ 

 บทที� 1 

 อนุกรมอนนัต ์
 (Infinite Series)     

คอลิน  แมคอริน 

(Colin Maclaurin) 

ค.ศ. 1698 – 1746 

ประเทศ  สกอตแลนด์ 

 ประวติัการศึกษาและการทํางาน  ผลงาน 

แมคลอรินเขา้ศึกษาที�มหาวทิยาลยั Glasgow 
เมื�ออายไุด ้11 ปี   ไดรั้บปริญญาโท       เมื�ออาย ุ15 ปี 
และรับตาํแหน่งสาขาคณิตศาสตร์ของ     Marischal   
College ที� Aberdeen เมื�ออายุได้ 19 ปี พิมพ์ผลงาน
สําคญัชิAนแรกเมื�ออายุ 21 ปี รับตาํแหน่งเป็นผูช่้วย
ศาสตร์จารยที์�มหาวิทยาลยั Edingrug เมื�ออายุ 27 ปี 
และต่อมาไดรั้บตาํแหน่งเป็นศาสตราจารยที์�สถาบนั
แห่งนีA  

1. Geometria Organica (1719)
2. Treatise of Fluxions (2 Vols., 1742)
3. Maclaurin’s Series

1 



 บทที� �  อนุกรมอนนัต์ 

โจทยต์วัอย่างเกีKยวกบัอนุกรมเรขาคณิตและอนุกรม P 
ตวัอย่าง 1.5 จงพิจารณาว่า อนุกรมเรขาคณิตต่อไปนี@ ลู่เข้าหรือไม่ และถ้าลู่เข้าจงหาผลรวมของอนุกรม

ด้วย 

1. 
2 k

k 0

2 2 2
1 ...

3 3 3





          
   



2. 
2 k

k 0

1 ...
4 4 4

  



         
   



3. 
2 3 5 k

k 2

4 4 4 4
...

5 5 5 5





                 
       



4.      
k

2 3

k 1

ln 3 ln 3 ln 3 ... ln 3





   

5.      
k

2 3

k 1

sin 4 sin 4 sin 4 ... sin 4





   

a
S

1- r

1 r 1

 

  

วิธีทํา 

1.  2
r

3
   เป็นอนุกรมเรขาคณิตที2ลู่เข้า    1 r 1  

2

2 2 1 3 2
1 ... a 1, r

23 3 5 3
1

3

                   
 



2. r
4


 เป็นอนุกรมเรขาคณิตที2ลู่เข้า

2

1 4
1 ... a 1, r

4 4 4 4
1

4

  
 

               
 



3. 4
r

5
 เป็นอนุกรมเรขาคณิตที2ลู่เข้า

2 3 5 2 2

4 4 4 4 4 4
... 1 ...

5 5 5 5 5 5

                          
           

2

4 1

45
1

5

 
     

   
 

16

5
 เป็นอนุกรมที2ลู่เข้า 

16



 บทที� �  อนุกรมอนนัต์ 

1.3 การตรวจสอบการ 
 ลู่เข้าของอนุกรม

( The Test of Convergent Series) 

ในการตรวจสอบการลู่เข้าของอนุกรม อาจทาํได้หลายวิธ ีแบ่งออกเป็นลักษณะ
ใหญ่ คือ 

b. การหาผลรวมโดยตรง โดยการหา  n
n
lim S S

2. การใช้ทฤษฎีในการทดสอบ
นอกจากนี@ เรายังสามารถใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ช่วยในการตรวจสอบการลู่เข้า

ของอนุกรมได้อกีทางหนึ2งด้วย 

ต่อไปนี@จะเป็นทฤษฎีในการตรวจสอบการลู่เข้าของอนุกรมทั@งหมด 

1.3.1 การตรวจสอบการไม่ลู่เขา้โดยเทอมทีK n
(  The 

th
n  Test for divergence  ) 

ทฤษฎี 1.9 

 กาํหนดให้ 
n

n 1

a



  เป็นอนุกรม ถ้า 

n
n
lim a 0


 หรือ
n

n
lim a


 หาค่าไม่ได้ 

แล้วจะได้ว่า 
n

n 1

a



  เป็นอนุกรมไม่ลู่เข้า (Divergent Series) 

Divergent Test 
ทฤษฎีใช้กบัอนุกรม
ทุกแบบไม่ว่าจะเป็น

บวกหรือบวกลบ
สลับกนั 

จากทฤษฎบีทสามารถอธบิายด้วยแผนภาพต่อไปนี@  

29 



 บทที� �  อนุกรมอนนัต์ 

บางคนอาจมีความสบัสนในเรื2อง การลู่เข้าของอนุกรมกบัการลู่เข้าของอนัดับ เราจะเขียนแผนภาพ
เกี2ยวกบัลาํดับ เพื2อประกอบความเข้าใจ ดังนี@  

อนุกรมอนันต์ 

 หาค่าไม่ได้ 

ยังสรุปไม่ได้ว่า 
เป็น Convergent Series 
หรือ Divergent Series 

เป็นอนุกรมไม่ลู่เข้าเสมอ 
(Divergent Series) 

ต้องตรวจสอบด้วยทฤษฎีอื2นๆ 

ลาํดับอนันต์ 

 (จาํนวนจริง)  หาค่าไม่ได้ 

 หรือ  แกว่ง 

เป็นลาํดับลู่เข้าเสมอ 
(Convergence Sequence) 

เป็นลาํดับไม่ลู่เข้าเสมอ 
(Divergence Sequence) 
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1.3.2 การตรวจสอบการลู่เขา้ 
โดยใชก้ารอินทิเกรต 
 ( Integral Test ) 

ทฤษฎี 1.10 ให้ 
n

n=k

a



  เป็นอนุกรมที�เป็นบวก (Positive Term) ถ้า f  เป็นฟังกชั์นที�ต่อเนื�อง

และลดลง (Decreasing function) ทุกๆ x k  ( k  จาํนวนเตม็บวก) แล้ว เราจะได้ว่า 

n

n=k

a



  กบั  
k

f x dx



 จะมีคุณสมบัติการลู่เข้าที�เหมือนกนั กล่าวคือ ถ้าลู่เข้า

(Converge)  กจ็ะลู่เข้าเหมือนกนัทั?งคู่ ถ้าไม่ลู่เข้า (Diverge) กจ็ะไม่ลู่เข้า 

Integral test 
ทฤษฎีใช้ได้เฉพาะ
อนุกรมที�ทุกเทอม
เป็นบวกเทา่นั?น 

ห้ามใช้กบัอนุกรม
สลับเป็นอนัขาด 

ขอ้ควรระวงั 

 1.3.3 การตรวจสอบการลู่เขา้ โดยการเปรียบเทียบ 

 (Comparison Test) 
ทฤษฎี 1.11 กาํหนดให้ 

n

n=k

a



  เป็นอนุกรมที�ทุกเทอมไม่ติดลบ (Nonnegative terms) ถ้ามี

อนุกรม 
n

n=k

c



  ซึ�งเป็นกนุกรมที�ทุกเทอมไม่ติดลบ อกีอนุกรมหนึ�ง (ซึ�งควรจะรู้ก่อนแล้ว

ว่าเป็นอนุกรมที�ลู่เข้าหรือไม่)  แล้วเราจะได้ว่า 

1. ถ้า
n

n=k

c



 เป็นอนุกรมลู่เข้า (Converge) และ 
n n

a c  ทุก n k

แล้ว
n

n=k

a



  จะเป็นอนุกรมที�ลู่เข้า (Converge) ด้วย 

2. ถ้า
n

n=k

c



 เป็นอนุกรมไม่ลู่เข้า (Diverge) และ 
n n

a c  ทุก n k

แล้ว
n

n=k

a



  จะเป็นอนุกรมที�ไม่ลู่เข้า (Diverge) ด้วย 

Comparison Test 
ทฤษฎีนี? ใช้กบั

อนุกรมที�มีทุกเทอม
เป็นบวกหรือเป็น

ศนูย์เท่านั?น 

c
n ควรจะ

ตรวจสอบการลู่เข้า
ได้ง่าย มักเป็น

อนุกรมเรขาคณิต 
หรืออนุกรม P 

สงัเกตได้ง่ายว่า ลู่
เข้าหรือไม่โดยดูจาก

ค่า r หรือค่า p 

กราฟของ 

  n

n=kk

f x dx a

 

 
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 1.3.4 การตรวจสอบการลู่เขา้ 
 โดยการเปรียบเทียบลิมิต 

 (Limit Comparison Test) 

ทฤษฎี 1.12 กาํหนดให้ 
n

n=k

a



  เป็นอนุกรมที�ทุกเทอมเป็นบวก (Positive Terms) ถ้ามี 
n

n=k

b




ซึ�งเป็นอนุกรมที�ทุกเทอมเป็นบวกเช่นกนั (ซึ�งควรจะรู้ก่อนแล้วว่าเป็นอนุกรมที�ลู่เข้า
หรือไม่) แล้ว  จะได้ว่า 

1. n

n
n

a
lim L 0

b
   แล้ว

n

n=k

a



  และ 
n

n=k

b



 จะมีคุณสมบัติในการลู่เข้าที�เหมือนกนั 

 กล่าวคือ ลู่เขา้ (Converge) เหมือนกนั หรือ ไม่ลู่เขา้ (Diverge) เหมือนกนั 

2. ถ้า n

n
n

a
lim 0

b
  และ

n

n=k

b



 เป็น อนุกรมที�ลู่เขา้ (Converge)  แล้ว 
n

n=k

a





 จะ ลู่เขา้ (Converge) ด้วย 

3. ถ้า n

n
n

a
lim

b
   และ

n

n=k

b



 เป็น อนุกรมที�ไม่ลู่เขา้ (Diverge)  แล้ว 
n

n=k

a





 จะ ไม่ลู่เขา้ (Diverge) ด้วย 

Limit Comparison 
Test 

ทฤษฎีนี? ใช้สาํหรับ
อนุกรมที�ทุกเทอม 
เป็นบวกทั?งหมด 

n

n=k

b




มักจะเป็นอนุกรม
เรขาคณิตหรือ

อนุกรม P 
เนื�องจากตรวจสอบ

การลู่เข้าได้ง่าย 

 1.3.5 การตรวจสอบการลู่เขา้โดยดูจากอตัราส่วน 
( Ratio Test ) 

ทฤษฎี 1.13 กาํหนดให้ 
n

n=k

a



  เป็นอนุกรมทั�วๆไป โดยที� n+1

n
n

a
lim ρ

a
 จะได้ว่า

1. ถ้า    ρ 1      แล้ว
n

n=k

a



   จะเป็น อนุกรมที�ลู่เขา้ (Converge) 

2. ถ้า   ρ > 1      แล้ว
n

n=k

a



   จะเป็น อนุกรมที�ไม่ลู่เขา้ (Diverge) 

3. ถ้า   ρ = 1  สรุปไม่ได้   (Inconclusive) 

Ratio Test 
ทฤษฎีใช้ได้กบั

อนุกรมทุกประเภท
ไม่ว่าจะเป็น

อนุกรมบวกหรือ
อนุกรมสลับ
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 บทที� 2
อนุกรมยกกําลงั 

 ( Power Series ) 

บรุก  เทยเ์ลอร ์
(Brook Taylor) 

ค.ศ. 1685 – 1731 
ประเทศ  องักฤษ 

 ประวติัการศึกษาและการทํางาน ผลงาน

        เทยเ์ลอร์เกิดที� Norton ประเทศองักฤษ 

ท่านศึกษาที� St. John’s College มหาวทิยาลยั 

Cambridge ในปี ค.ศ. 1712 ท่านไดรั้บเลือก 

ใหเ้ป็นสมาชิกของ Royal Society  

1. Taylor’s Series (1715)

2. Approximate Solution of Equations (1717)

3. Theory of Perspective
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 2.1 ช่วงแห่งการลู่เขา้ 
 (Interval of Convergence) 

นยิาม 2.1 
 อนุกรมยกกําลงัรอบ 0x   คืออนุกรมที�อยู่ในรูปของ 

2

0 1 2

0

... ...
n n

n n

n

c x c c x c x c x




     

 อนุกรมยกกําลงัรอบ x a  คืออนุกรมที�อยู่ในรูปของ 

       2

0 1 2

0

- - - ... - ...
n n

n n

n

c x a c c x a c x a c x a




     

เรียก a  ว่าศูนยก์ลาง (Center) โดยที� 
1 2 3

, , , ... , , ...nc c c c  เป็นค่าคงที� 

Power Series 

นยิาม 2.2 
 เซตของจุดบนช่วงจาํกดัช่วง ช่วงหนึ�ง (Finite Interval) ที�ทาํให้อนุกรมยกกาํลังเป็น

อนุกรมที�ลู่เขา้ (Converge) เรียก ช่วงจาํกดันี2 ว่า ช่วงของการลู่เขา้ (Interval of 
Convergence) 
 ช่วงจาํกดัอาจจะเป็นช่วงเปิด ช่วงปิด หรือช่วงครึ�งเปิดครึ�งปิด    , , , ,a b a b  ,a b

หรือ  ,a b  กไ็ด้ 

Interval of 
Convergence

นยิาม 2.3  ถ้า R เป็นจาํนวนที�ทาํให้อนุกรมยกกาํลังเป็นอนุกรมที�ลู่เข้าอย่างสมับูรณ์ ทุกๆ x

 ถ้า -x a R  และ a R  เป็นขีดจาํกดับนที�น้อยที�สดุ (The Least Upper Bound)
เราจะเรียก R ว่า รศัมีของการลู่เขา้ (Radius of Convergence) 
ถ้าอนุกรมยกกาํลังลู่เข้าอย่างสมับูรณ์ทุกๆค่าของ  x  เราจะกล่าวว่า ช่วงแห่งการลู่เขา้ไม่
จํากดั  R  

 ถ้าอนุกรมยกกาํลังลู่เข้าเฉพาะที� x a  เทา่นั2น เราจะกล่าวว่า ช่วงแห่งการลู่เขา้ คือ 0 

Radius of 
Convergence 
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2.3 อนุกรมเทยเ์ลอรแ์ละอนุกรมแมคคลอรีน
 ( Taylor and Maclaurin Series ) 

นยิาม 2.4 
 กาํหนดให้ f  เป็นฟังกชั์น ซึ�งหาอนุพันธไ์ด้ทุกอนัดับ ณ ที�จุด 0x     เราจะเรียก

อนุกรมที�อยู่ในรูปของ 

       2

0

0 0(0) (0)
(0) ... ...

! 1! 2! !

k k

k k

k

f ff x f x
x f x

k k





 
     

ว่า อนุกรมแมคคลอรีน (Maclaurin Series) 

Maclaurin 
Series 

นยิาม 2.5 
กาํหนดให้ f  เป็นฟังกชั์น ซึ�งหาอนุพันธไ์ด้ทุกอนัดับ ณ ที�จุด x a  เราจะเรียกอนุกรมที�
อยู่ในรูปของ 

 
         

     2

0

( ) ( )
( ) ... ...

! 1! 2! !

k k
k k

k

f a f af a f a
x a f a x a x a x a

k k





 
         

ว่า อนุกรมเทยเ์ลอร ์(Taylor Series) 

Taylor Series 

ทฤษฎี 2.5 
 กาํหนดให้ f  มีอนุพันธทุ์กอันดับบนช่วงเปิด I ซึ�งมี a I  แล้วสาํหรับจาํนวนเตม็บวก 
n  และ x I

   
     2( ) ( )

( )  ( ) ... ( )
1! 2! !

k
n

n

f af a f a
f x f a x a x a x a R x

n

 
        

เมื�อ 
   
 

 
1

1
( )

1 !

n
n

n

f c
R x x a

n




 


 สาํหรับ C บางตัวบนช่วง  ,a x  เรารียก ( )nR x  ว่า 

Remainder of Order n หรือ Error Term 

Taylor 
Formulas 
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โจทยต์วัอย่างเกี�ยวกบัการหาช่วงการลู่เขา้ของอนุกรมยกกาํลงั 
ตวัอย่าง 2.1 

 จงหาช่วงการลู่เข้าของอนุกรม 
2

0

1 ... ...
n n

n

x x x x




     

-1

1

n a
ar

r



เมื�อ 

1 1x  

ถ้าใช้ Ratio Test 
ต้องทดสอบ ณ ที� 

  1   ด้วย

วิธีทํา 1 เนื�องจากเป็นอนุกรมเรขาคณิต  r x  
ซึ�งจะลู่เข้าเมื�อ 1x   หรือ 1 1x  

ดังนั2น  ช่วงแห่งการลู่เข้าคือ  1 1x    
ในกรณีนี2  เราสามารถบอกผลรวมอนันต์ ได้ด้วยว่า 

2 1
1 ... ... , 1 1

1

n
x x x x

x
        



วิธีทํา 2 ใช้ Ratio Test ,  
n

na x
1

1

1

lim lim
n

n

nn n
n

a x
x

a x





 


    

โดย Ratio Test  อนุกรมจะลู่เข้า  เมื�อ  1   
ดัวนั2น 1x   หรือ 1 1x  

ในกรณีที�   1   จะได้ 1x    หรือ 1x  

ถ้า 1x     จะได้  อนุกรมมีรูปเป็น 1 1 1 1 ... 1        ไม่ลู่เข้า 
ถ้า 1x    จะได้  อนุกรมมีรูปเป็น  1 1 1 1 ...     ไม่ลู่เข้า (แกว่ง) 
จึงสรุปได้ว่า  ช่วงแห่งการลู่เขา้ คือ 1 1x    

วิธีทํา 3 ใช้ Root Test  ,   
n

na x

lim lim
nn n

n
n n

a x x 
 

    

โดย Root Test อนุกรมจะลู่เข้า  เมื�อ  1   เช่นเดียวกนักบั  Ratio Test 
นั�นคือ 1x   หรือ 1 1x    สาํหรับ   1   กท็าํเช่นเดียวกบั
Ratio Test ในวิธทีี� 2 

 จึงสรุปได้ว่า  ช่วงแห่งการลู่เขา้ คือ 1 1x    

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ตวัอย่าง 2.5 
 จงหาช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม 

 
2 -1 3 5

1

0

1 ...
2 1 3 5

n
n

n

x x x
x

n






    


ข้อนี2 ใช้ Ratio Test 
สะดวกกว่า 
Root Test 

เนื�องจากต้องใช้กฎ
ของโลปิตาลหาค่า 

n
n

n
lim a


2 2
x = x

2
= x

เพราะ 2
x 0  

-1  1 
กฎของ Leibnitz 

สาํหรับอนุกรมสลับ 

1. 
n

1
lim 0

2n 1




2. 1 1

2n+1 2n-1


 div   conv    div 

-1  1 

วิธีทํา ใช้  Ratio Test  ,  
2 1

1
1

2 1

n
n

n

x
a

n




 


จะได้ 
2( 1) 1

1

1 2 1

( 1) 2 1
lim lim

2( 1) 1 ( 1)

n n

n

n nn n
n

a x n

a n x

 


  

 


  

2 2 1
lim ( 1)

2 1n

n
x

n


 



 2

1
2

lim ( 1)
1

2
n

n
x

n



  
  
  
 

2 2
 x x   

ให้ 1    จะได้ 2
1x 

2
1 0x  

( 1)( 1) 0x x  

ดังนั2น 1 1x  

ให้   1   จะได้ 2
1 1 , 1x x   

ถ้า  1x   จะได้อนุกรมมีรูปเป็น 
1

1 1 ( 1)
1 ... ...

3 5 2 1

n

n


    


เป็นอนุกรมลู่เขา้  ตามกฎของ Leibnitz 

ถ้า  1x    จะได้อนุกรมมีรูปเป็น 
1

1 1 ( 1)
1 ... ...

3 5 2 1

n

n


     



เป็นอนุกรมสลับเช่นเดียวกนั และจะ ลู่เขา้   ตามกฎของ Leibnitz 
 จึงสรุปได้ว่า  ช่วงของการลู่เขา้ของอนุกรม คือ  1 1x    


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โจทยต์วัอย่างเกี�ยวกบัอนุกรม Maclaurin และ Taylor 

ตวัอย่าง 2.12  จงหาอนุกรม Taylor ของ   1
f x

x
 ณ ที� 2a   และจงหาช่วงแห่งการลู่เข้า ที�ทาํให้

อนุกรมดังกล่าวลู่เข้า 1

x

อนุกรมเรขาคณิตลู่
เข้าเมื�อ 1r 

มีผลรวมเป็น 
1

a

r

วิธีทํา จากสตูรอนุกรม Taylor จะได้ว่า  อนุกรมมีรูปเป็น 
 

 2(2) (2) (2)
(2) ( 2) ( 2) ... 2 ...

1! 2! !

n
nf f f

f x x x
n

 
       

จะต้องหาค่า (2)f , (2)f    , (2)f   , … 
-1 -1

-2 -2

-3 -3

-4 -4

( ) -( 1) ( ) -( 1)

1
( ) , (2) 2

2

( ) , (2) 2

( ) 2! , (2) 2!

( ) (3!) , (2) (3!)2

( ) ( 1) ! , (2) ( 1) !2
n n n n n n

f x x f

f x x f

f x x f x

f x x f

f x n x f n
 

  

    

  

    

   

⋮ ⋮

จะได้  อนุกรมมีรูปเป็น 

       
-4-3 -( 1)

2 3-2
3! 21 2!2 ( 1) !2

2 2 2 2 ... ( 2) ...
2 2! 3! !

n n
nn

x x x x
n


         

2 3

2 3 4 1

1 ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)
- ... ( 1) ...

2 2 2 2 2

n
n

n

x x x x


   
      

หาช่วงแห่งการลู่เข้า 

เนื�องจากอนุกรมดังกล่าวเป็นอนุกรมเรขาคณิต ซึ�ง ( 2)

2

x
r


 

จะลู่เข้า  เมื�อ ( 2)
1 2 2

2

x
x

 
   

0 4x  

โดยมีผลรวมเทา่กบั 1/ 2 1 1

1 ( 2) / 2 2 ( 2)x x x
 

   

แสดงว่า   อนุกรม Taylor  ดังกล่าว   ลู่เข้าหา 1

x
 เมื�อ  0 4x 


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 บทที� 3 
 เวกเตอรใ์น2 มิติและ3 มิติ 
VECTOR IN PLANE AND SPACE 

 เรอเน  เดสก์าร์ตส ์(Rene  Descartes) 

 ค.ศ. 1596 – 1650  ประเทศ  ฝรั�งเศส 

 ประวติัการศึกษาและการทํางาน  ผลงาน 

ท่านเกิดใกลเ้มือง Tours เมื�ออายุ 8 ปี ไดเ้ขา้
ศึกษาในโรงเรียนของคณะสงฆ์เยซูอิต ท่านริเริ� ม
แนวคิดใหม่ทางปรัชญาโดยอาศยัตรรกศาสตร์ และ
สมมติฐานจํานวนน้อยที�สุดที�จะเป็นได้ ท่านได้
กล่าวขอ้ความพื8นฐานทางปรัชญาของท่านที�วา่ “ฉนั
คิด ดังนั8 นจึงมีฉัน” (Cogito Cega Sum) ท่านเป็น
ทหารของ Elector of Bohemia และกล่าวกนัว่าท่าน
เกิดแนวคิดครั8 งแรกเกี�ยวกบัการใช้วิธีการพีชคณิต
กับเรขาคณิตในคืนหนึ� งของปี ค.ศ. 1619 ขณะอยู่
ประจาํท่าใกลแ้ม่นํ8า Danube 

ระหว่างปี 1682 ถึง 1649 ท่านพาํนักอยู่ที�
ประเทศเนเธอร์แลนด์ และในปี ค.ศ. 1649 ท่านไป
สอนคณิตศาสตร์ให้กบัราชินี Christina แห่งสวีเดน 
พระราชินีพระองค์นี8 นิยมศึกษาในปราสาทที�หนาว
เยน็ในตอนเชา้ เดส์การ์ตส์ซึ� งเคยชินกบัการนอนตื�น
สาย ทนอากาศหนาวเหน็บไม่ไหว สิ8นชีวติในปี ค.ศ. 
1650 

ท่านและแฟร์มาตเ์ป็นผูริ้เริ�มเรขาคณิต
วเิคราะห์ หนงัสือของท่านเกี�ยวกบั
คณิตศาสตร์มีเพียงเล่มเดียว คือ La 
geometric ซึ� งเป็นภาคผนวกของ
หนงัสือ Discours de la methode pour 
bien conduire as raison et verite dans 
les sciences ซึ� งเป็นหนงัสือเกี�ยวกบั
ปรัชญา ภาคผนวกเกี�ยวกบัเรขาคณิต
วเิคราะห์นี8  มีการใช ้Descartes’ Rule of 
Sign ดว้ย 
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17. การบวก ลบ และการคูณเวกเตอรด์ว้ยสเกลาร ์เวกเตอรใ์น Z มิติ
ถ้า 

1 1 1
ˆˆ ˆA x i y j z k  

�

 และ 
2 2 3

ˆˆ ˆB x i y j z k  
�

     1 2 1 2 1 2
ˆˆ ˆA B x x i y y j z z k      

� �

     1 2 1 2 1 2
ˆˆ ˆA B x x i y y j z z k      

� �

      1 1 1
ˆˆ ˆcA cx i cy j cz k  

�

 , c    เป็นสเกลาร์ 
[\.  เวกเตอรร์ะหว่างจุด ] จุด 

เวกเตอร์จากจุด  1 1 1 1
, ,P x y z   ไปยัง  2 2 2 2

, ,P x y z  คือ 

19. ขนาดของเวกเตอร์

 ก.  รูป Z.[^  ข. 
20. ขนาดและทิศทาง  (Magnitude and Direction)

ถ้า 0A 
�

 แล้ว A

A

�

�  คือ  Unit Vector ในทศิทางของ A
�

  เราจะเขียนได้ว่า 

A
A A

A


�

� �

�

2 2 2ˆˆ ˆai bj ck a b c    

     1 2 2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆPP x x i y y j z z k     

�����

     
2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1
PP x x y y z z     
�����
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30. พืW นที�และปริมาตร (Area and Volume)
พื&นที�สี�เหลี�ยมด้านขนาน ซึ�งมี A

�

 และ B
�

 เป็นด้านประกอบ คือ 

พื&นที�สี�เหลี�ยมด้านขนาน sinA B A B   
� �� � 1

2
A A B 

� �

 ก  รูปที� 3.21  ข 
 kY. ปริมาตรรูปทรงขนาน (Parallelepiped) ที�มี ,A B

� �

 และ C
�

 เป็นด้านประกอบ คือ 

เมื�อ 
1 1 1 2 2 2 3 3 3

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,A x i y j z k B x i y j z k C x i y j z k        
� ��

 ปริมาตรของรูปทรงขนาน  B C A  
� ��

รูปที� 3.22 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

V A B C x y z

x y z

   
� ��

     A B C B C A C A B       
� � � � � �� � �

sinA A B A B   
� �� �
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ตวัอย่าง 3.24  สมมติว่าลมพัดด้วยแรง F
��

 ด้วยขนาด 500 ปอนด์ ในทศิของ 30N E�  ในขณะแล่น
เรือใบ จงหางานที�ลมทาํให้เรือเคลื�อนที� ไปในทางทศิเหนือ เป็นระยะ 100 ฟุต (ใช้หน่วย
ของงานเป็น ฟุต-ปอนด์) 

วิธทีาํ ดังนั&น  500F 
��

 

ทศิทางและระยะ คือ  ˆ100 , 100PQ j PQ 
���� ����

 ฟุต 

ดังนั&น ˆ ˆ500cos 60 500sin 60F i j � �

��

ˆ ˆ250 250 3i j 

จะได้งานเทา่กบั  100 250 3W F PQ  
��� �� ����

25,000 3   ฟุต-ปอนด์


รูป 3.37 
ตวัอย่าง 3.25  จงหางานที�เกดิจากแรง ˆ5F k

��

 นิวตัน ที�ทาํให้วัตถุเคลื�อนที�ไปตามแนวเส้นตรงจาก
จุดกาํเนิดไปยังจุด  1,1,1  ระยะเป็นเมตร 

วิธทีาํ เคลื�อนที�ไปตามแนวเวกเตอร์  ˆˆ ˆPQ i j k  
����

เป็นระยะทาง 1 1 1 3PQ    
����

จะได้งาน    ˆ ˆˆ ˆ5W F PQ k i j k     
�� ����

5    นิวตัน

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 3.2   เสน้ตรงและระนาบใน 3 มิติ 

 (Line and in Space) 

เสน้ตรงใน 

3 มิติ 

 สมการเสน้ตรงใน 3 มิติ ในรูปของสมการเวกเตอร ์(Vector Equation) ที�ผ่านจุด 

 0 0 0 0
, ,P x y z  และขนานกบัเวกเตอร ์V

��

 มีสมการเป็น    ดูรูป 3.47 
   เมื�อ  , ,P x y z  เป็นจุดใดๆบนเส้นตรง 

 สมการเสน้ตรงใน 3 มิติ ในรูปของสมการพาราเมตริค (Parametric Equations) 

ซึ�งผ่านจุด  0 0 0 0
, ,P x y z  และขนานกบั ˆˆ ˆV ai bj ck  

��

 มีสมการเป็น 

เรียก , ,a b c  ว่าจาํนวนซึ�งกาํหนดทศิทาง (Direction Numer) ของเส้นตรง 

 สมการเสน้ตรงใน 3 มิติ ในรูปแบบสมมาตร (Symmetric Form) ที�ผ่านจุด 

 0 0 0
, ,x y z  และขนานกบั ˆˆ ˆV ai bj ck  

��

 มีสมการเป็น 

Vector Equation 
Form 

Parametric Form 

Direction Number 
of Line 

Symmetric Form 

ก. รูป 3.47 ข. 

0
,P P tV t    

���� ��

0 0 0
, , ,x x at y y bt z z ct t        

0 0 0 , 0, 0, 0
x x y y z z

a b c
a b c

  
    

เส้นตรง L

V
��
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โจทยต์วัอย่างเสน้ตรงและระนาบใน 3 มิติ 
ตวัอย่าง 3.37  จงหาสมการเส้นตรงในรูปของ Parametric ที�ผ่านจุด  3,1,4  และขนานกบัเวกเตอร์ 

ˆˆ ˆ 2V i j k   
��

 และจงหาจุดที�เส้นตรงตัดกับระนาบพิกดั (Co-ordinate Plane) ทั
ง
สามและเขียนกราฟด้วย 

Parametric 
Symmetric Form 

of line 

จะหาสมการ
เส้นตรงได้ต้องรู้ จุด
ผ่านกบั Vector ที�

ขนานกบัมัน 

วิธีทํา 1.  ที�ผ่านจุด  0 0 0
, ,x y z  และขนานกบั ˆˆ ˆV ai bj ck  

��

 
มีสมการเป็น 

0 0 0
, ,x x at y y bt z z ct     

ในที�นี
       0 0 0
, , 3,1,4x y z   และ 1, 1, 2a b c    

ดังนั
นสมการเส้นตรง คือ 
3 , 1 , 4 2x t y t z t          (Parametric) 

หรือ 
3 1 4

1 1 2

x y z  
 

 
 (Symmetric) 

หาจุดจุดตัดบนระนาบ xy  ให้  0z   จะได้ 
0 4 2 , 2t t  

ถ้า   2t   แล้ว  3 2 1x      และ  1 2 3y     
ดังนั
นเส้นตรงตัดระนาบ xy  ที�จุด  1,3,0  
ในทาํนองเดียวกนั จะตัดกบัระนาบ  0xz y   ที�จุด  4,0,6  
และตัดกบัระนาบ  0yz x   ที�จุด  0,4, 2   ดูรูป 3.57 



รูป 3.56 รูป 3.57 
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บทที�   4 
 แคลคูลสัเชิงเวกเตอร ์

 VECTOR CALCULUS 
คารล์ ฟรีดริค เกาส ์(Carl Fridrich Gauss) 

ค.ศ. 1777 – 1855    ประเทศ เยอรมนี 

ประวติัการทํางาน 

 เกาสเ์กดิที� Brunswick ทางตอนเหนือของประเทศ
เยอรมนี บดิาเป็นชาวสวนและช่างปูนซึ�งไม่มทีั1ง
ความสามารถและความพอใจที�จะพัฒนาความสามารถทาง
คณติศาสตร์ของบุตร เกาสแ์สดงความสามารถในทาง
คณติศาสตร์ตั1งแต่เยาวว์ัย เมื�ออายุ 3 ปี ท่านค้นพบ
ข้อผดิพลาดในบญัชีจ่ายเงินของบดิา เมื�ออายุ 10 ปีท่าน
สามารถหาผลบวกของ 1+2+3+… +100 โดยสงัเกตว่า 
100+1 = 101, 99+2 = 101, 98+3 = 101 ฯลฯ ซึ�งมี
ทั1งหมด 50 คู่ ดงันั1นคาํตอบคอื 50x101 หรือ 5050 
ความสามารถทางคณติศาสตร์ที�สงูยิ�งของท่านนี1ทาํให้ได้รับ
การสนับสนุนจากบุคคลต่างๆ ในแถบบ้านเกดิของท่าน 
Duke of Brunswick ได้สนับสนุนให้ท่านศึกษาที�วิทยาลัย 
Caroline ใน Brunswick (1792-1795) และที�มหาวิยาลัย 
Gottingen (1795-1798) ต่อมาท่านศึกษาระดบัปริญญา
เอกที�มหาวิทยาลัย Helmstadt 

 ในปี 1807 ท่านได้รับแต่งตั1งเป็นศาสตราจารย์สาขา
คณติศาสตร์และผู้อาํนวยการหอดูดาวที�  Gottingen และ
ทาํงานที�นี�จนถงึแก่กรรม 

ผลงาน 

1. Disquisitiones Arithmeticae (1798) เป็นหนังสือ
รากฐานที�สาํคัญยิ�งในทฤษฎีจาํนวนสมัยใหม่ ท่านได้พัฒนา 
Congruence พิสูจน์ Fundamental Theorem of Arithmetic 

2. วิทยานิพนธ์ปริญญาเอก (1799) มีการพิสูจน์
Fundamental Theorem of Algebra (สมการโพลิโนเมียลที�มี
สัมประสิทธิgเป็ฯจาํนวนเชิงซ้อน จะมีรากเป็นจาํนวนเชิงซ้อน
อย่างน้อย 1 ราก) ได้มีการใช้ระบบจาํนวนเชิงซ้อนและ
เรขาคณิตในระนาบเชิงซ้อน 

3. Method of Least Square
4. Hypergeometric Series (1812)
5. Dosqiosotopmes Gemera;es Corca Sirca Sierfocoes

Cirvas (1827) เกี�ยวกบั Intrinsic Differential 
Geometry 

6. Biquadratic Residur (1831) พัฒนาจาํนวนเชิงซ้อน
ในเชิงพีชคณิตของคู่อนัดับของจาํนวนจริง พัฒนา Gaussian 
integers 

7. พัฒนา Potential Theory ให้เป็นสาขาหนึ�งของ
คณิตศาสตร์ (1839) พัฒนา Divergence Theorem และ 

Dirichlet’s Principle 
8. พัฒนาเรขาคณิตนอกระบบยุคลิค

196



 บทที� � แคลคูลสัเชิงเวกเตอร์ 

 4.2 เวกเตอรส์มัผสัและ 

 เวกเตอรต์ั�งฉาก 

 (Tangent Vector 

 And Normal Vector) 

 ถ้าให้  r t
�  เป็นเส้นโค้งซึ�งมี t เป็นตัวแปรเสริม (Parameter) ให้ 

0
P เป็นจุดบน

เส้นโค้ง  r t
�  ณ ที� 0

t t  แล้วเราจะได้ว่า 

 
 

0

0 0

0
0

( )
lim

t
t t

r t t r tdr
r t

dt t 


 
 



� �
�

�

และจะเรียก  r t
�  ว่า เวกเตอรส์มัผสั (Tangent Vector) ของเส้นโค้ง ณ ที�จุด 0

t t

และจะเรียก 

 
 

 
ˆ

r t
T t

r t






��

��  ………….(4.1) 

ว่าเป็นเวกเตอรส์มัผสัหนึ+งหน่วย (Unit Tangent Vecter) ของเส้นโค้ง  r t

�

 ณ จุด t 

ใดๆ ดังรูป 4.35 

 ก.  รูป 4.35  ข. 

ระนาบผ่านเสน้สมัผสักบัเสน้ปกติ 

ระนาบผ่านเสน้สมัผสักบัเสน้แนวคู่ฉาก ระนาบผ่านเสน้ปกติกบัเสน้แนวคู่ฉาก 

เสน้โคง้ 

เวกเตอร์สมัผสัหนึ�งหน่วย 

กราฟของระนาบของเวกเตอร์ที�ตั;งฉากกบั
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 บทที� � แคลคูลสัเชิงเวกเตอร์ 

 รูป 4.43     ก.  ข.  ค. 

Tangent และ Normal Component ของ ความเร่ง 

ถ้าให้ ˆ ˆ
T Na a T a N 

�

แล้วจะได้ 

 
2

2T

d s d
a R t

dt dt
 
���

 Tangential Component 

และ  
2

2

N

ds
a k k R t

dt

    
 

���

 Normal component 

และ 2 2

N
T

a a a k 
�  ดูรูป (.(( 

 ก.  รูป 4.44  ข. 

เส้นโค้ง C เส้นโค้ง C 
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 บทที� � แคลคูลสัเชิงเวกเตอร์ 

ตวัอย่าง 4.31  จงหา เวกเตอร์สมัผัสและเวกเตอร์ปกติขนาดหนึ7งหน่วย   ˆ ˆ,T N   ของเส้นโค้ง 

     ˆ ˆcos sin sin cos , 0R t t t t i t t t j t    
��

  มีกราฟดังรูป 4.45 

วิธีทํา    อนุพันธข์อง  R t
��

 เทยีบกบั t  เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ 

     ˆ ˆsin sin cos cos cos sinR t t t t t i t t t t j       
���

   ˆ ˆcos sint t i t t j 

ซึ7งมีขนาด 

  2 2 2 2 2 2 2
cos sin (cos sin )R t t t t t t t t    

���

2
t t t  

ดังนั;น      
 

   ˆ ˆcos sin
ˆ

R t t t i t t j
T t

tR t

 
 



���

���

   ˆ ˆcos sint i t j 

หาเวกเตอร์ปกติขนาดหนึ7งหน่วย N̂  เริ7มด้วยหาอนุพันธข์อง  T̂ t เทยีบกบั  ˆ;t T t  
จะได้       ˆ ˆ ˆsin cosT t t i t j   

และ      2 2ˆ sin cos 1T t t t    

 ดังนั;น    
 

   
ˆ

ˆ ˆ ˆcos sin
ˆ

T t
N t t i t j

T t


  




     ˆ ˆcos sin sin cos , 0R t t t t i t t t j t    
��

 

 รูป 4.45 
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 บทที� � แคลคูลสัเชิงเวกเตอร์ 

ตวัอย่าง 4.39  จงหาความยาวของเส้นโค้งเกลียวกลม (Circular helix) 

กาํหนดโดย   ˆˆ ˆ(3cos ) (3sin ) 4R t t i t j tk  
��

สาํหรับ 0 2t       มีกราฟดังแสดงในรูป 4.48 

วิธีทํา   ในที0นี1  ( ) 3cos , ( ) 3sinx t t y t t    และ  ( ) 4z t t

ดังนั1น ( ) 3sin , ( ) 3cosx t t y t t     และ  ( ) 4z t 

จากทฤษฎี4.11 จะได้  ความยาวเส้นโค้งเกลียวกลมเป็น 

2 2 2
[ ( )] [ ( )] [ ( )]

b

a

S x t y t y t dt    
2

2 2 2

0

( 3 sin ) (3 cos ) 4t t dt



   
2

2 2

0

9(sin cos ) 16t t dt



  
2

0

5 10dt



 



 

  ˆˆ ˆ(3cos ) (3sin ) (4 )R t t i t j t k  
��

  ˆˆ ˆ(2sin ) (2cos ) (3 )R t t i t j t k  
��

 

 ก.  รูป 4.48  ข. 

ทรงกระบอกกลม 
2 2

4x y   

ทรงกระบอกกลม 
2 2

9x y   

เสน้โคง้ 

 r t
�

 

เส้นโค้ง 

 r t
�

(0, 2,0

ทรงกระบอกกลม 
2 2

9x y   

เส้นโค้ง 

 r t
�
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 บทที� � แคลคูลสัเชิงเวกเตอร์ 

ตวัอย่าง 4.86  จงหาสมการของระนาบสมัผัสและเส้นปกติของพื(นผิว 

  2 2
, , 9 0f x y z x y z        (พาราโบลอยด์)     ที�จุด 

0
(1, 2, 4)P

วิธีทํา    พื(นผิวพาราโบลอยด์มีกราฟดังแสดงในรูป 5.CD 

ระนาบสมัผัส คือ ระนาบที�ผ่านจุด 
0

P  และตั(งฉากกบัเกรเดียนของ  f ที� 
0
(1, 2, 4)P

เกรเดียนของ f คือ 

  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , 2 2
x y y

f x y z f i f j f k xi yj k      

ที�จุด 0
ˆˆ ˆ(1,2, 4) , (1,2, 4) 2 4P f i j k   

เพราะฉะนั(น  สมการระนาบสมัผัสผ่านจุด 
0
(1, 2, 4)P  และ 

มีเวกเตอร์ปกติ  ˆˆ ˆ(1, 2, 4) 2 4f i j k        คือ 

 2( 1) 4( 2) 1( 4) 0x y z       
หรือ  2 4 14x y z    

และ  สมการของเส้นปกติของพื(นผิว f ที�จุด 
0
(1, 2, 4)P  คือ 

0

0

0

1 2

2 4

4 1

x x at t

y y bt t

z z ct t

   


   

  







 ก.  รูป 4.79  ข. 

 

เส้นปกต ิ

ระนาบสมัผสั 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง

บทที�   5
 อินทิกรลัเชิงผิวโคง้ 

 SURFACE  INTEGRALS 

ยอร์ช กาเบเรียล สโตกส ์
(George Gabriel Stokes) 

ค.ศ. 1819 - 1903 
ประเทศ องักฤษ 

ประวัตกิารศึกษาและการทาํงาน 
 George Stokes เกดิที7ประเทศองักฤษท่านเป็นนัก

ฟิสกิสเ์ชิงคณติศาสตร์ (Mathematical Physieist) ทาํงาน
ในตาํแหน่ง ศาสตราจารย์ด้านคณติศาสตร์ แห่ง
มหาวิทยาลัย Cmbridge ตัIงแต่ คศ. 1849 และเสยีชวีิตเมื7อ 
1903 เขาได้ถ่ายทอดความรู้ ต่างๆ ทางด้านไฟฟ้า และ
แม่เหลก็ไฟฟ้าต้อเพื7อนของเขาชื7อ William Thomson ซึ7ง
รู้จักกนัในนามของ Lord Kelvin 

 มเีรื7องแปลกเกดิขึIนกบัเขาเกี7ยวเรื7องผลงานของเขาก็
คอื ทฤษฎทีี7ชื7อว่า Stoke’s Theorem ไม่ได้เป็นทฤษฎทีี7เกดิ
จากความคดิของเขาทัIงหมดเขาได้รับแนวคดิในเรื7องนีIมา
จากเพื7อนของเขาที7ชื7อ William Thompson ซึ7งคดิขึIนเป็น
คนแรกใน ปีคศ. 1850 แต่ใน 2-3 ปี ต่อมาเขาได้เขยีน
ทฤษฎนีีI เป็นคาํถามในการสอบครัIงหนึ7งสาํหรับ Smith Prize 
ทฤษฎนีีIกเ็ลยรู้จักในนามของ Stoke’s Theorem ตัIงแต่นัIน
มา ในทางกลับกนัหลักการวเิคราะห์สเปคตรัม (Prineiples 
of Specturm Analysis) ซึ7งเขาเองเป็นคนต้นคดิกลับถูกลืม 
และในปัจจุบนัผู้คนกลับไปยกย่อง และให้เครดติกบั 
Bunsen และ Kirehnoff แทน 

ผลงาน 
1. Stoke’s Theorem เป็นการขยายแนวคดิทฤษฎขีอง

Green จากใน 2 มติเิป็น 3 มติ ิ
2. เป็นผู้ที7ทาํให้วงการทางวทิยาศาสตร์ในยุคนัIน

เปลี7ยนโฉมในการพัฒนาไปอย่างมาก 
3. เป็นผู้พัฒนาทฤษฎทีี7เกี7ยวกบั Hydrodynamies

Elastieity , Gravity , Sound , Heat , Meteorology และ 
Salar Physies 

4. ได้วางพืIนฐานเกี7ยวกบัทฤษฎทีางไฟฟ้า และทฤษฎี
แม่เหลก็ไฟฟ้าโดยเฉพาะอย่างยิ7งต่อเพื7อนของเขาชื7อ 
William Thomson 

5. เป็นผู้ที7ให้หลักการวิเคราะห์ เสเปคตรัม
(Prineiples of Specturm Analysis) 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงพื�นผวิ 

ตัวอย่าง 5.27 จงหางานที'เกดิจากแรง         2 2 2ˆ ˆ, 2 sinF x y x xy i x y y y j   
��

เคลื'อนวัตถุไปตามเส้นโค้ง   C   ซึ'งกาํหนดโดยรูป 5.27 

วิธีทํา  ให้ W แทน งานที'ได้จากการเคลื'อนที'วัตถุด้วยแรง  F
��

 ไปตามเส้นโค้ง  C 
ซึ'งเป็นวิถีปิด (Close Path) 

 กาํหนดโดย  
C

W F d R 
�� ��

�

โดยที'  F
��

 เป็นฟังกชั์นต่อเนื'องที'หาอนุพันธย่์อยได้บน D และ D เป็นบริเวณปิดอย่างง่าย
ดังนั(น   เราสามารถประยุกต ์ทฤษฎีของกรีน    หาอนิทกิรัลเชิงเส้นได้ 
ดังนี(  

   2 2 2
2 2 sin

C R

W F dR x y y y x xy dA
x y

  
        
 
�� ��

�

 
2

1 1

0

4 2 2

R x

xy xy dA xy dy dx    

 2

1 1
1

2 5

0 0

1
2

2

y

y x
xy dx x x dx




   

1

2 6

0

1 1

2 6
x x

    

 1

3
 

 รูป  5.26  รูป  5.27 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง

ตวัอย่าง 5.40  จงหาค่าของ ˆ

R

F N ds
��

 เมื�อ 

ˆˆ ˆ5 4F xi yj zk  
��

 และ S ประกอบด้วย 

1
: 0 , 0 1 , 0 1S x y z      

2
: 1 , 0 1 , 0 1S z x y       ดังรูป  5.44 ข. 

วิธีทํา   บน 1
S  เวกเตอร์หนึ�งหน่วยพุ่งออก 1

ˆ ˆN i   และ 

1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 5 4 ) ( )N xi yj zk i

x

    

 

0  ( x = 0 บน 1
S ) 

ดังนั2น 
1

1 1
ˆ 0

S

F N ds 
��

บน 2
S  เวกเตอร์หนึ�งหน่วยพุ่งออก 

2
N̂ k





2
ˆˆ

4

F N F k

z

  



�� ��

4  ( z = 1 บน 2
S ) 

ดังนั2น 
2 2

2 2 2
ˆ 4

S S

F N ds ds  
��

 =  4 (พื2นที�ของ 2
S ) 

 =  4  ตารางหน่วย 
ในที�สดุ 

1 2

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ

0 4 4

S S S

F N ds F N ds F N ds    

  

  
�� �� ��



 ก.  รูป  5.44  ข. 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง

ตวัอย่าง 5.48  จงหา  พื2 นที�ส่วนที�เป็นหมวกแคปซึ�งตัดจากครึ�งทรงกลม 2 2 2
2 , 0x y z z   

โดยทรงกระบอก 2 2
1x y      ดูรูป 5.52 

วิธีทํา  จัดรูปสมการให้อยู่ในรูป 2 2 2
2 0x y z   

ให้   2 2 2
, , 2f x y z x y z   

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2
x y z

f f i f j f k xi yj zk      

และ 2 2 2

x y z
f f f f   

 

2 2 2

2 2 2

4 4 4

2 2 2

x y z

x y z

  

   ∵

เลือกฉายผิวโค้งครึ�งทรงกลมลงบนระนาบ xy   จึงให้ ˆP̂ k  
ˆˆ 2 2f P f k z z        ( 0z ∵  จะได้ว่า z z )

ดังนั2น 
S R

f
S ds dA

f P


 

 
  ��

2 2
2

2
S R

dA
dA

z z
  

 
2 2

2
2R

dA

x y


 


2 1

2
0 0

2
2

rdrd

r

 



 

12
1

2 2

0 0

2 (2 )r d



     
2

0

2 ( 2 1)d



  2 (2 2)    ตารางหน่วย     

รูป 5.VW 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง

ตวัอย่าง 5.50  จงหา  พื2นที�ของวงรีที�ตัดจากระนาบ z cx  โดยทรงกระบอก 2 2
1x y 

อนิทกิรัลในระบบ 
 พิกดัเชิงขั2ว

วิธีทํา   ให้ ( , , )f x y z z cx   
ˆ ˆˆ ˆ ˆ

x y z
f f i f j f k ci k      

2
1f c       ,     เลือก   ˆˆ ˆ 1P k f P    

2 2

2

1

ˆ

1

S

x y

f
S dA

f P

c dA

 




 

 




2 1

2

0 0

1c r dr d



  
2 2

0

1

2

c
d






 
2

1c 

 ดังรูป 5.VX 

รูป 5.54 
ตวัอย่าง 5.51  จงหา  พื2นที�ผิวของบริเวณที�ตัดจากระนาบ   2 2 5x y z       โดยมีทรงกระบอก 

พาราโบลา (Parabolic Cylinder) 2
x y  ล้อมด้านข้าง  ดังรูป 5.55 

วิธีทํา  ให้ ( , , ) 2 2f x y z x y z  

เพราะว่า 
ˆ

f
ds dA

f P



 

 โดยที� 

ˆP̂ k      ,     ˆ ˆˆ ˆ2 2 3 , 2f i j k f f P         
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง 
ตัวอย่าง 5.65  ถ้าให้ N̂  เป็นเวกเตอร์ตั8งฉากหนึ�งหน่วยที�พุ่งออกจากผิวโค้งทรงรี 

2 2 2
: 4 9 36 36 , 0S x y z z     

ให้ 2 2 4 3/2 ˆˆ ˆ (( ) sin )
xyz

F y i x j x y e k   
��

 

 จงหา ค่าอนิทกิรัล ˆ( )

S

F N ds 
��

 ( Flux ของ Curl )  ดูรูป 5.XZ 

วิธีทํา   เนื�องจาก ˆ( )

S C

F N ds F d R    
�� �� ��

�

ในที�นี8 อาจจะคาํนวนในรูปของ 
C

F d R
�� ��

�  จะง่ายกว่า    เนื�องจากภาพฉายของ S บน 

ระนาบ xy เป็นรูปวงรี  ดังรูป 5.XZ 
2 2

: 4 9 36 , 0
xy

R x y z  

ซึ�งมีสมการแบบพาราเมตริคเป็น 

3cosx t   และ  2siny t    ,   0 2 , 0t z     จะได้ 

     3cos 2 sin 02 2 4 ˆˆ ˆ2sin 9cos (9cos 16sin )sin
t t

F t t i t j t z e k   
��

      ˆ ˆ: 3cos 2sinC R t t i t j 
��

จะได้ ˆ ˆ3sin 2cosd R t dt i t dtj  
��

และ   2 3
6sin 18cosF t dR dt t dt   

�� ��

ดังนั8น 
2

2 3

0

ˆ( ) ( 6sin 18 cos )
S

F N ds t t dt



     
��

2 2

2

0 0

(1 cos 2 )
6 ( 18 cos (sin )

2

t
dt t d t

 
   

2 2

2

0 0

3 (1 cos2 ) 18 (1 sin ) (sin )t dt t d t

 

     

2
3

0

3 sin
3 sin 2 18(sin ) 6

2 3

t
t t t




 

       
 


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 รูป 5.68 
ตวัอย่าง 5.67  ให้ C เป็นเส้นโค้งปิดอย่างง่าย และราบเรียบในระนาบ 2 2 2x y z  

 จงแสดงว่า 2 3
C

x dx zdy xdz �    จะมีค่าเทา่กนั     สาํหรับเส้นโค้ง  C

ซึ�งล้อมรอบพื8นที�ที�มีค่าเทา่กนั  ดูรูป 5.69 

วิธีทํา 2 3
C C

x dx zdy xdz F d R    
�� ��

� �  เมื�อ 

ˆˆ ˆ2 3F yi z j xk  
��

  และ  ˆˆ ˆ:C R xi yj zk  
��

จาก ทฤษฎีของสโตกส ์  ที�ว่า ˆ( )
C S

F d R F N ds    
�� �� ��

�

เพราะว่า 

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ3 2

3

i j k

F i j k
x y z

xy z x

  
     

  



��

 

และ 
ˆˆ ˆ2 2 2 2 1 ˆˆ ˆ ˆ

3 3 34 4 1

i j k
N i j k

 
   

 

จะได้            2 2 1ˆ 3 1 2 2
3 3 3

F N
                  
     

��

ดังนั8น  2 3 2 2
C R R

ydx zdy xdz dA dA       �

2 ( พื� นที7ของ R ซึ7งลอ้มดว้ยเสน้โคง้ )


0 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง 
ตวัอย่าง 5.70  จงหาค่า ˆ

S

F dN ds
��

 ( Flux Integral ) 

เมื�อ 2 3 ˆˆ ˆF x i xyj x yk  
��

 และ S เป็นพื8 นที�ผิวของรูปทรงสี�ด้านที�ล้อมด้วยระนาบ 

1x y z    และระนาบพิกดัฉากทั8งสาม (ระนาบ xy , yz และ xz) 

เมื�อ N̂  คือ เวกเตอร์หนึ�งหน่วยตั8งฉากที�พุ่งออกจาก S     ดังรูป 5.Ze 

วิธีทํา  เนื�องจาก S เป็นผิวโค้งปิด โดยใช้ ทฤษฎีไดเวอรเ์จน ที�ว่า 

ˆ

S D

F N ds div F dv  
�� ��

 …………..(1) 

เพราะว่า 2 3 3
( ) ( ) ( ) 2 0 3div F x xy x x x x x

x y z

  
      
  

��

ดังนั8น 
11 1

0 0 0

3

x yx

D

div F dv x dz dy dx

 

   
��

1 1

0 0

3 (1 )

x

x x y dy dx



   

11

2

00

1
3 (1 )

2

x

x x y xy dx


     

1

2 2

0

1
3 (1 ) (1 )

2
x x x x dx   

1

8
 

 ก.  รูป 5.72  ข. 

R 
R 

1 
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 บทที� � อนิทกิรัลเชิงผวิโค้ง 
ตวัอย่าง 5.73  จงหา Flux ที�พุ่งออก (Out ward Flux) ของ 

3 2 3 3 ˆˆ ˆ(5 12 ) ( sin ) (5 cos )
y y

F x xy i y e z j z e z k     
��

เมื�อ D เป็นบริเวณพื8นผิวของรูปทรงตันที�อยู่ระหว่างทรงกลม 2 2 2
1x y z    และ 

ทรงกลม 2 2 2
2x y z    ดังรูป 5.75 

 อนิทกิรัลในระบบ 
 พิกดัทรงกลม

วิธีทํา  จากนิยาม ˆ

S D

Flux F N ds div F dv   
�� ��

เพราะว่า 3 2 2 2 3 2
(5 12 ) 15 12 , ( sin ) 3 sin

y y
x xy x y y e z y e z

x y

 
     

 

และ 3 2
(5 cos ) 15 sin

y y
z e z z e z

z


  



จะได้ 2 2 2 2
(15 12 ) (3 sin ) (15 sin )

y y
div F x y y e z z e z     
��

2 2 2
15( )x y z    ดังนั8น 

2 2 2
15( )

D D

div F dv x y z dv   
��

2 2

2 2

0 0 0

15( ) sin d d d

 

       

 
2

0 0

12 2 3 sin d d

 

    

2

0

(24 2 6) (48 2 12)d



     

 ก.  รูป 5.Zm  ข. 
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