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กิตติกรรมประกาศ

ผู้เขียนขอขอบพระคุณ ผศ. ดร.มานพ วงศ์สายสุวรรณ สำหรับคำแนะนำและข้อมูลที่เป็นประโยชน์
เมื่อผู้เขียนเริ่มสอนวิชาการหาเอกลักษณ์ของระบบในปีพ.ศ.2554 ขอขอบพระคุณ รศ. ดร.วัชรพงษ์
โขวิฑูรกิจ ผศ. ดร.สุชิน อรุณสวัสดิ์วงศ์ และ ศ. ดร.เดวิด บรรเจิดพงษ์ชัย คณาจารย์ในสาขาระบบ
ควบคุม ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า ที่ได้ให้พื้นฐานความรู้ที่เป็นรากฐานอันสำคัญต่อผู้เขียนขณะเป็นนิสิต
และให้คำแนะนำอันเป็นประโยชน์ ต่อการสอนและพัฒนาเอกสารทางวิชาการ ในตลอดเวลาที่ผู้เขียน
ปฏิบัติหน้าที่ในภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้าตั้งแต่ปีพ.ศ. 2554

ขอขอบพระคุณ Professor Lieven Vandenberghe ซึ่งเป็นอาจารย์ที่ปรึกษาของผู้เขียนในการ
เรียนระดับปริญญาเอก ณ มหาวิทยาลัยแคลิฟอร์เนีย ลอสแองเจลิส ประเทศสหรัฐอเมริกา อาจารย์ได้
จุดประกายให้ผู้เขียนสนใจทำวิจัยด้านเทคนิคการหาค่าเหมาะที่สุดและการเรียนรู้ของเครื่อง ท่านเป็น
แบบอย่างที่ดีในด้านการสอนอันมีเนื้อหาที่ทันสมัยจากงานวิจัยเสมอ การมีปรัชญาในการเขียนผลงาน
ในรูปแบบที่ง่ายต่อผู้อ่านเป็นสำคัญ สิ่งเหล่านี้ ผู้เขียนได้เรียนรู้และนำมาปรับใช้จนถึงปัจจุบัน

ขอขอบคุณคณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย ที่ให้โอกาสผู้เขียนปฏิบัติงานเพิ่มพูน
ความรู้ทางวิชาการ ตั้งแต่ 1 สิงหาคม พ.ศ. 2563 ถึง 31 กรกฎาคม พ.ศ. 2564 ขอขอบคุณคณาจารย์
ในสาขาระบบควบคุมและในภาควิชา ที่ช่วยแบ่งเบาภาระการสอนตลอดระยะเวลาที่ผู้เขียนปฏิบัติงาน
เพื่อเพิ่มพูนความรู้ทางวิชาการ ขอขอบคุณ ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า ที่สนับสนุนการทำงานบุคลากร
อย่างต่อเนื่อง รศ.ดร.แนบบุญ หุนเจริญ รศ.ดร.สุพัฒนา เอื้อทวีเกียรติ ผศ.ดร.อภิวัฒน์ เล็กอุทัย และ
รศ.ดร.นิศาชล ตั้งเสงี่ยมวิสัย ที่ให้คำแนะนำอันเป็นประโยชน์ต่อการทำวิจัยอันเป็นเนื้อหาที่เกี่ยวข้อง
ในการเขียนหนังสือเล่มนี้ รวมถึงเพื่อนคณาจารย์ในจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย ที่แลกเปลี่ยนกำลังใจซึ่ง
กันและกันในการทำงานตลอดมา ขอขอบคุณนิสิตในที่ปรึกษาระดับป.ตรี ป.โท และป.เอกทุกคน นิสิต
ในสาขาระบบควบคุมและที่เรียนวิชา 2102531 การหาเอกลักษณ์ของระบบในอดีตจนถึงปัจจุบัน ที่
ได้ให้ความเห็นอันเป็นประโยชน์ต่อการสอนและการทำวิจัยร่วมกัน ครูบาอาจารย์ระดับประถมศึกษา
จนถึงมหาวิทยาลัยที่ได้อบรมสั่งสอนและเป็นแบบอย่างที่ดีต่อผู้เขียน

ขอขอบคุณกองบรรณาธิการแห่งสำนักพิมพ์จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัยที่ให้คำปรึกษาอย่างดีในการ
จัดพิมพ์ โดยเฉพาะอย่างยิ่งผู้ทรงคุณวุฒิที่กรุณาอ่านต้นฉบับและให้คำแนะนำที่เป็นประโยชน์ และคุณ
บุศรินทร์ สรวัตร ที่ตรวจพิสูจน์อักษรอย่างถี่ถ้วน

ขอขอบคุณ รศ. ดร.เบญจมาศ พนมรัตนรักษ์ และผศ. ดร.สุดชาย บุญโต มหาวิทยาลัยเทคโนโลยี
พระจอมเกล้าธนบุรี และรศ.ดร.พีระยศ แสนโภชน์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ ที่ให้คำแนะนำอันเป็น
ประโยชน์ในการเรียบเรียงเนื้อหา ขอบคุณนายณภัทร สามเสาร์ นิสิตที่เรียนวิชาการหาเอกลักษณ์ของ



vi กิตติกรรมประกาศ

ระบบ ที่ช่วยตรวจทานแก้ไข สิ่งที่ผิดพลาดในหนังสือเล่มนี้ และนายปรินทร มโนมัยเสาวภาคย์ ที่ได้
ช่วยเตรียมรูปผลการทดลองบางส่วนเพื่ออธิบายประกอบเนื้อหา

ผู้เขียนขอขอบคุณโครงการสนับสนุนการเขียนตำรา/หนังสือ/คู่มือ ของคณาจารย์และบุคลากรสาย
สนับสนุนคณะวิศวกรรมศาสตร์ที่ให้การสนับสนุน และหนังสือ “การหาเอกลักษณ์ของระบบ” เล่มนี้
เป็นหนังสือเล่มที่ 32 ในโครงการสนับสนุนการเขียนตำรา/หนังสือ/คู่มือ ของคณาจารย์และบุคลากร
สายสนับสนุน คณะวิศวกรรมศาสตร์

ขอขอบคุณแบรนด์ KILTT จากบริษัทคู่คิดดีไซน์ #kilttdesign ที่เอื้อเฟื้อชุดเฟอร์นิเจอร์ทำงานไม้
โอ๊ค ให้ผู้เขียนใช้ทำงานที่บ้าน ตั้งแต่เริ่มมีสถานการณ์โควิด-19 เมื่อเดือนเมษายน พ.ศ. 2562 ทำให้ผู้
เขียนมีเครื่องมือที่พร้อมในการเขียนหนังสือและทำงานวิจัยในตลอดเวลาที่ลาปฏิบัติหน้าที่ ขอขอบคุณ
ดีไซน์เนอร์ของ KILTT และคุณอาทิมา อุทัยชลานนท์ ที่ออกแบบกราฟิกของหนังสือเล่มนี้

สุดท้ายนี้ ขอขอบพระคุณ คุณพ่อกอบกิจ ส่งศิริ คุณแม่ละเมียด ส่งศิริ คุณพิมพ์ใจ ส่งศิริ และ
คุณกิตติภูมิ ส่งศิริ ที่เป็นกำลังใจซึ่งกันและกันในครอบครัว โดยเฉพาะคุณแม่ที่ช่วยเหลือจัดการธุระใน
บ้าน น้องสาว น้องชายและภรรยาที่ช่วยเกื้อกูลดูแลความเป็นอยู่และสุขภาพสมาชิกทุกคน ตลอดเวลา
สถานการณ์โควิด-19 คุณพ่อที่ได้ช่วยตรวจสอบการเขียนภาษาไทยในหนังสือนี้ ครอบครัวได้เกื้อกูลให้
ผู้เขียนได้มีเวลาทุ่มเทกับหนังสือเล่มนี้จนสำเร็จ
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คำนำ

ข้อมูลรอบตัวที่เติบโต. ในยุคที่ข้อมูลรอบตัวเข้าถึงได้ง่ายและมีปริมาณมากขึ้น การใช้ข้อมูลอนุมาน
สิ่งที่สนใจจากงานประยุกต์หนึ่งๆ ด้วยหลักการทางคณิตศาสตร์ จะเป็นเครื่องมือหลักในการตัดสินใจ
นโยบายสำคัญของงานประยุกต์นั้น การใช้ข้อมูลสัญญาณเข้า/ออกของระบบพลวัตเพื่อประมาณแบบ
จำลองระบบ ทำให้ใช้แบบจำลองนั้นในการออกแบบตัวควบคุม การเรียนรู้รูปแบบการใช้พลังงานของ
ยูนิตต่างๆ ร่วมกับการพยากรณ์แหล่งจ่ายพลังงานสะอาด เพื่อจัดสรรกำลังการจ่ายพลังงานจากแหล่ง
จ่ายต่างๆ ในช่วงเวลาหนึ่งให้มีประสิทธิภาพมากขึ้น การใช้สัญญาณชีพ เช่นสัญญาณสมองของคนไข้
เพื่อวิเคราะห์ภาวะผิดปกติทางสมองเบื้องต้น ก็จะพัฒนาระบบคัดกรองให้มีความเป็นอัตโนมัติมากขึ้น
และลดการใช้ทรัพยากรบุคคลไปได้มาก จากตัวอย่างเหล่านี้แสดงให้เห็นว่า ทฤษฎีด้านการประมาณ
แบบจำลอง การใช้เครื่องมือทางคณิตศาสตร์เพื่อเรียนรู้เชิงสถิติจากข้อมูล กลายเป็นสิ่งจำเป็นในหลาย
ภาคส่วนของงานประยุกต์

ศาสตร์ที่เกี่ยวข้อง. การหาเอกลักษณ์ของระบบคือ เทคนิควิธีการประมาณแบบจำลองพลวัตเพื่อนำ
ไปใช้อธิบายระบบกายภาพจริง มีวัตถุประสงค์ร่วมกันกับศาสตร์ด้านการเรียนรู้เชิงสถิติ ในแง่ที่เป็นการ
หาแบบจำลอง เพื่ออธิบายความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรต้นและตัวแปรตอบสนอง ด้วยการใช้ฟังก์ชัน
คณิตศาสตร์ ทั้งสองศาสตร์นี้ อาศัยรากฐานเดียวกันคือ ทฤษฎีการประมาณ เพื่อที่จะวิเคราะห์ข้อมูล
ด้วยหลักการทางสถิติและประมาณพารามิเตอร์ของแบบจำลองนั้น โดยส่วนใหญ่ ปัญหาการประมาณ
แบบจำลองมักจะอาศัยขั้นตอนเชิงตัวเลขที่ใช้แก้ปัญหาการหาค่าเหมาะที่สุด หนังสือเล่มนี้เน้นที่การใช้
แบบจำลองพลวัต เชื่อมโยงกับหลักการเรียนรู้เชิงสถิติในด้านปัญหาถดถอย และให้พื้นฐานที่จำเป็นใน
ด้านทฤษฎีการประมาณ เพื่อให้ผู้อ่านสามารถนำทักษะเหล่านี้ไปสร้างแบบจำลองจากข้อมูลที่ได้รับใน
งานประยุกต์ที่สนใจ ถึงแม้ว่าเทคนิคการหาค่าเหมาะที่สุดจะเป็นสิ่งที่จำเป็นอย่างยิ่ง แต่หนังสือเล่มนี้
จะกล่าวได้พอสังเขปในแง่การใช้เท่านั้น

กลุ่มผู้อ่านที่คาดหวัง. หนังสือเล่มนี้สามารถใช้ประกอบกับการเรียนวิชาการหาเอกลักษณ์ของระบบ
(System Identification) อันเป็นวิชาเลือกสำหรับนิสิตระดับปริญญาตรีปี 4 และนิสิตระดับบัณฑิต
ศึกษา ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า คณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย เนื้อหาบางส่วนด้าน
ทฤษฎีการประมาณ การถดถอย และการประมาณเชิงสถิติเป็นพื้นฐานสำคัญที่ใช้ในวิชาการอนุมานเชิง
สถิติและแบบจำลอง (ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า) และวิชาเทคนิคเชิงสถิติสำหรับวิศวกรรมการเงิน (ของ
หลักสูตรวิศวกรรมการเงิน) เนื้อหางานประยุกต์ของปัญหาที่ต่อยอดมาจากวิธีกำลังสองน้อยสุดเชิงเส้น
ได้มีกล่าวถึงในวิชา การหาค่าเหมาะที่สุดแบบคอนเวกซ์ (ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า) หนังสือเล่มนี้ได้เริ่ม
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พัฒนาจากเอกสารคำสอนที่ได้ใช้มาตั้งแต่ปีพ.ศ. 2554 ซึ่งอาศัยพื้นฐานด้านพีชคณิตเชิงเส้น เมทริกซ์
ความน่าจะเป็นและสถิติ กระบวนการสุ่ม และระบบเชิงเส้น ผู้อ่านที่มีพื้นฐานเหล่านี้จึงติดตามเนื้อหา
ได้ไม่ยากนัก ผู้เขียนจัดเนื้อหาหลักการประมาณด้านทฤษฎี บทพิสูจน์ที่สำคัญ เพื่อให้มีความรัดกุมใน
เชิงคณิตศาสตร์สำหรับวิศวกรรม ส่วนผู้อ่านที่เน้นการใช้งานภาคปฏิบัติ จะมีตัวอย่างเชิงตัวเลขแสดง
ด้วยโปรแกรม MATLAB เพื่อจำลองข้อมูลด้วยคอมพิวเตอร์ ชี้ความเชื่อมโยงของหลักการทฤษฎีกับการ
เรียกใช้งานชุดคำสั่ง และแสดงการแปลผล

เนื้อหาของหนังสือ แบ่งเป็น 3 ส่วนหลัก ได้แก่ หนึ่ง การแจกแจงแบบจำลองและการเลือกสัญญาณ
กระตุ้นระบบ สอง เทคนิควิธีการประมาณแบบจำลองต่างๆ อันได้แก่ วิธีกำลังสองน้อยสุดเชิงเส้นและ
ปัญหาต่อขยาย วิธีปริภูมิย่อย วิธีความผิดพลาดในการทำนาย การประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด และ
การประมาณภายหลังสูงสุด จากนั้นส่วนสุดท้ายที่สาม จะกล่าวถึง การเลือกและตรวจสอบความสม
เหตุสมผลของแบบจำลอง เนื้อหาเหล่านี้ ได้นำมาจากหนังสือด้านการหาเอกลักษณ์ของระบบ หรือการ
เรียนรู้เชิงสถิติหลายเล่ม ตัวอย่างเช่น

• L. Ljung, System Identification: Theory for the User, Springer, 1999
• T. Söderström และ P. Stoica, System Identification, Prentice Hall, 1989
• T. Hastie and R. Tibshirani and J. Friedman, The Elements of Statistical Learning:
Data Mining, Inference and Prediction, Springer, 2009

• G. James, D. Witten, T. Hastie, และ R. Tibshirani, An Introduction to Statistical
Learning with Applications in R, Springer, 2013

เนื้อหาบทของแบบจำลองในบทที่ 2 จะเสนอกลุ่มแบบจำลองพลวัตเชิงเส้นเวลาวิยุตและประโยชน์เพื่อ
ไปใช้ด้านการทำนายผลตอบ บทที่ 3 จะอธิบายถึงสัญญาณเข้าที่ดีเพื่อวัตถุประสงค์การหาเอกลักษณ์
ระบบนั้น ต้องมีสมบัติกระตุ้นระบบที่เพียงพอ ซึ่งการเลือกสัญญาณเข้านี้จะแตกต่างกับวัตถุประสงค์
เพื่อวิเคราะห์ผลตอบระบบ หรือเพื่อออกแบบตัวควบคุม ก่อนที่จะอธิบายเรื่องวิธีประมาณแบบจำลอง
ต่างๆ บทที่ 4 จึงปูพื้นฐานด้านทฤษฎีการประมาณให้ทราบสมบัติของตัวประมาณที่ควรรู้ ได้แก่ ความ
ไม่เอนเอียง ความคงเส้นคงวา และประสิทธิภาพ ผลลัพธ์สำคัญที่ใช้กันแพร่หลาย คือสมบัติการแจกแจง
เชิงเส้นกำกับแบบปรกติของตัวประมาณเมื่อเรามีข้อมูลมาก ผู้อ่านอาจจะอ่านข้ามบทที่ 4 ก่อน หาก
ต้องการศึกษาเรื่องขั้นตอนการประมาณแบบจำลองโดยตรง แต่การแปลผลเพื่อเปรียบเทียบสมบัติเชิง
สถิติของแบบจำลอง จำเป็นต้องมีพื้นฐานในบทที่ 4 ที่สามารถศึกษาได้ภายหลัง

บทที่ 5-9 กล่าวถึงรายละเอียดเทคนิคการประมาณต่างๆ เริ่มต้นด้วยวิธีพื้นฐานคือปัญหากำลังสอง
น้อยสุดเชิงเส้น เพราะในงานวิศวกรรม แบบจำลองเชิงเส้นยังมีการใช้งานอย่างแพร่หลาย บทที่ 5 จึง
เริ่มด้วยการจัดรูปแบบปัญหา การหาผลเฉลย สมรรถนะของแบบจำลองถดถอยเชิงเส้น และแง่มุมที่
สำคัญในการประยุกต์ใช้งาน การศึกษาในบท 5 นี้อาศัยพีชคณิตเชิงเส้นและการทดสอบสถิติ บทที่ 6
ได้ขยายต่อปัญหากำลังสองน้อยสุดเชิงเส้นที่มีเงื่อนไขบังคับ ฟังก์ชันลงโทษ หรือมีพารามิเตอร์ของรูป
แบบปัญหาที่มีความไม่แน่นอน รวมถึงปัญหากำลังสองน้อยสุดไม่เชิงเส้น การอธิบายเนื้อหาในบทนี้ จะ
เน้นการจัดรูปแบบปัญหาการประมาณ ให้อยู่ในรูปปัญหาการหาค่าเหมาะที่สุดที่ส่วนใหญ่จะเป็นกลุ่ม
ปัญหากำลังสอง (หรือไม่ก็เป็นปัญหาไม่เชิงเส้น) การแก้ปัญหาเชิงตัวเลขจึงเป็นการแนะนำชุดคำสั่งใน
MATLAB จากนั้น เพื่อความต่อเนื่องของการใช้พื้นฐานของวิธีกำลังสองน้อยสุด จึงเสนอวิธีปริภูมิย่อย
ในบทที่ 7 ถัดมาอันเป็นวิธีที่ใช้ประมาณแบบจำลองปริภูมิสถานะเชิงเส้นที่ประมาณทั้งตัวแปรสถานะ
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และเมทริกซ์ของระบบ จากข้อมูลสัญญาณเข้า/ออกเท่านั้น การหาคำตอบเชิงตัวเลขใช้วิธีแบบไม่ทำซ้ำ
เทคนิคของวิธีนี้อาศัยพื้นฐานด้านพีชคณิตเชิงเส้น การฉายภาพเชิงตั้งฉากและการแยกตัวประกอบของ
เมทริกซ์ บทที่ 8 เสนอวิธีความผิดพลาดในการทำนาย ที่สามารถประยุกต์ใช้กับแบบจำลองเชิงเส้นใน
รูปทั่วไป ไม่ว่าจะในรูปฟังก์ชันถ่ายโอน หรือปริภูมิสถานะ หลักการของวิธีนี้คือการใช้ฟังก์ชันสูญเสียที่
บ่งชี้ค่าคลาดเคลื่อนของแบบจำลอง พารามิเตอร์ของแบบจำลองจึงถูกเลือกเพื่อให้ฟังก์ชันสูญเสียมีค่า
ต่ำสุด จัดเป็นปัญหาการหาค่าเหมาะที่สุดและการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขจึงใช้ขั้นตอนวิธีทำซ้ำ หลักการ
ทางทฤษฎีของวิธีนี้มีความเป็นทั่วไปสูง โดยเฉพาะในด้านสมบัติเชิงเส้นกำกับของตัวประมาณที่อาศัย
พื้นฐานจากบทที่ 4 ผู้เขียนจึงได้ยกตัวอย่างในกรณีเฉพาะเพื่ออธิบายประกอบให้เกิดความเข้าใจได้ง่าย

วิธีประมาณในบทที่ 5-8 อยู่ในกลุ่มที่ไม่ได้อาศัยสมบัติเชิงสถิติของตัวแปรในแบบจำลองในขั้นตอน
การประมาณ (แต่เราจำเป็นต้องใช้สมบัติเชิงสถิติในการวิเคราะห์สมรรถนะของแบบจำลอง) บทที่ 9 จะ
นำเสนอวิธีในกลุ่มที่เรียกว่า การประมาณเชิงสถิติ เพราะว่าแบบจำลองที่สมมตินั้นจะมีตัวแปร หรือมี
พารามิเตอร์ที่สมมติให้มีความไม่แน่นอน การทราบถึงการแจกแจง หรือโมเมนต์บางอันดับของตัวแปร
เหล่านั้น จึงนำมาใช้เป็นสมมติฐานส่วนหนึ่งในการจัดรูปแบบปัญหาประมาณ เทคนิควิธีในกลุ่มเหล่านี้
คือ การประมาณความคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ยน้อยสุด ภาวะน่าจะเป็นสูงสุด และภายหลังสูงสุด
อันเป็นวิธีพื้นฐานในหลายศาสตร์ ทั้งในการเรียนรู้เชิงสถิติ หรือการเรียนรู้ของเครื่อง หลักการของวิธี
กลุ่มนี้อาศัยความรู้ทางตัวแปรสุ่มและสถิติ สมบัติเชิงสถิติของค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ประมาณได้ขึ้น
กับจำนวนตัวอย่างข้อมูลและสมมติฐานที่ใช้ การศึกษาสมบัติเชิงเส้นกำกับของตัวประมาณจะใช้เนื้อหา
พื้นฐานทฤษฎีการประมาณจากบทที่ 4

เมื่อผู้อ่านได้เข้าใจหลักการประมาณแบบจำลองหลายวิธีแล้ว บทที่ 10 จึงเสนอประเด็นที่สำคัญ
เพื่อเลือกแบบจำลองจากหลายแบบในกลุ่มตัวเลือก หลายแบบจำลองนั้นอาจแปรจากกลุ่มโครงสร้าง
แบบจำลองต่างชนิดกัน หรือแปรจากอันดับของแบบจำลองในโครงสร้างหนึ่งๆ กระบวนการเลือกแบบ
จำลองอิงกับทฤษฎีสำคัญทางสถิติ คือการค้านกันระหว่างความเอนเอียงและความแปรปรวนของแบบ
จำลอง แบบจำลองอย่างง่ายหรือแบบซับซ้อน จะมีทั้งข้อดีและข้อเสียในสองมุมดังกล่าว ผู้เขียนกล่าว
ถึงกระบวนการเลือก 2 วิธีได้แก่ การใช้เกณฑ์การเลือกแบบจำลองและการตรวจสอบไขว้ อันเป็นวิธี
พื้นฐานในศาสตร์ด้านการเรียนรู้เชิงสถิติ เมื่อได้แบบจำลองที่เลือกแล้ว การตรวจสอบแบบจำลองเป็น
ขั้นตอนสุดท้ายที่จะทดสอบว่าแบบจำลองที่เลือกนั้น นำไปใช้อธิบายข้อมูลชุดใหม่ได้ดีเพียงใด

ผู้เขียนได้คัดเลือกตัวอย่างงานวิจัยของการหาเอกลักษณ์ระบบในด้านการอนุมานพารามิเตอร์ของ
แบบจำลอง เพื่ออธิบายความสัมพันธ์ของตัวแปรที่มีจำนวนมากในระบบซับซ้อน บทที่ 11 เสนอการ
ใช้แบบจำลองแบบเบาบาง (sparse models) และเทคนิควิธีการประมาณที่ใช้ฟังก์ชันนอร์ม-1 เป็น
ส่วนหนึ่งของฟังก์ชันสูญเสียของรูปแบบปัญหาประมาณ เนื่องจากการใช้นอร์ม-1 มีสมบัติสนับสนุนให้
พารามิเตอร์ของแบบจำลองมีค่าศูนย์เป็นจำนวนมาก งานวิจัยในกลุ่มนี้เป็นที่ใช้แพร่หลายในการเรียน
รู้เชิงสถิติและการเรียนรู้ของเครื่องจนถึงปัจจุบัน และมีการพัฒนาอย่างมากในด้านขั้นตอนวิธีเชิงเลขที่
ใช้แก้ปัญหาเหมาะที่สุดขนาดใหญ่ ผู้เขียนได้เสนองานประยุกต์ด้านการเรียนรู้ความเชื่อมโยงการทำงาน
ของสมองในบริเวณต่างๆ จากหลายรูปแบบปัญหาประมาณด้วยกัน

โครงสร้างของหนังสือจะเริ่มจากการอธิบายหลักการและทฤษฎีบทที่สำคัญ บทพิสูจน์ที่ไม่ยากต่อ
การทำความเข้าใจจะนำเสนอหลังจากทฤษฎีบท จากนั้นจะแสดงตัวอย่างการประยุกต์เพื่อจัดรูปแบบ
ปัญหา และการคำนวณเชิงตัวเลขที่อิงจากการใช้ชุดคำสั่ง MATLAB ด้วยกล่องเครื่องมือด้านสถิติ และ
การหาเอกลักษณ์ของระบบ ท้ายบทจะมีแบบฝึกหัดให้ผู้อ่านได้ทบทวนความเข้าใจ บางแบบฝึกหัดจะ
เป็นการพิสูจน์ผลลัพธ์ของขั้นตอนระหว่างที่อธิบายในหนังสือ บางแบบฝึกหัดเป็นการทดลองของการ



x คำนำ

จำลองด้วยคอมพิวเตอร์จากข้อมูลที่ให้ อย่างที่ได้กล่าวไว้ว่าเนื้อหาของหนังสืออาศัยพื้นฐานด้านระบบ
เชิงเส้น เมทริกซ์ กระบวนการสุ่ม ตัวแปรสุ่ม และสถิติ ผลลัพธ์พื้นฐานเฉพาะที่นำมาใช้ในหนังสือเล่ม
นี้ จึงได้รวบรวมไว้ในภาคผนวก ผู้อ่านสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้จากตำราพื้นฐานทั่วไปที่มีแนะนำไว้ใน
รายการอ้างอิง

โปรแกรมและเว็บไซต์. เนื้อหาที่เกี่ยวข้องกับการคำนวณด้วยคอมพิวเตอร์ จะมีตัวอย่างการใช้ฟังก์ชัน
ใน MATLAB เพื่อให้ผู้อ่านได้ทดลองเขียนโปรแกรมประกอบ โดยการใช้กล่องเครื่องมือ System Iden-
tification, Statistics and Machine Learning, และบางส่วนจาก Econometric ผู้อ่านสามารถ
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สัญลักษณ์ คำอธิบาย
R เซตจำนวนจริง
Rn ปริภูมิเวกเตอร์ค่าจริงอันดับ n

Rm×n ปริภูมิเมทริกซ์ค่าจริงอันดับ m× n

Sn ปริภูมิเมทริกซ์สมมาตรค่าจริงขนาด n× n

C เซตจำนวนเชิงซ้อน
i

√
−1

Re(z) ค่าจริงของจำนวนเชิงซ้อน z

Im(z) ค่าจินตภาพของจำนวนเชิงซ้อน z

Cm×n ปริภูมิเมทริกซ์ค่าเชิงซ้อนอันดับ m× n

Sn เซตของเมทริกซ์สมมาตรขนาด n× n

N (A) ปริภูมิสู่ศูนย์ (nullspace) ของเมทริกซ์ A
R(A) ปริภูมิพิสัย (range space) ของเมทริกซ์ A (หรือปริภูมิคอลัมน์)
M⊥ ส่วนเติมเต็มตั้งฉากของปริภูมิ M
tr(A) ผลรวมแนวทแยงมุมของ A

diag(A) สมาชิกแนวทแยงมุมของเมทริกซ์ A
rank(A) ลำดับชั้นของเมทริกซ์ A
σ(A) ค่าเอกฐานของ A

A† ตัวผกผันเทียม (pseudo inverse) ของ A

A∗ สังยุคเฮอร์มิเทียนของ A ∈ Cn×n (Hermittian conjugate) มีค่าเท่ากับ A∗ = ĀT

E[X] ค่าคาดหมายของตัวแปรสุ่ม X

var[X] ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X เมื่อ X เป็นสเกลาร์
cov(X) เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ X

dist(x, S) ระยะระหว่างจุด x ใดๆ ไปยังเซต S

หนังสือเล่มนี้ใช้ตัวแปรสำหรับเวกเตอร์และเมทริกซ์เป็นหลัก ดังนั้น x ∈ Rn จะหมายถึงเวกเตอร์
ที่มี n สมาชิก (เราจะไม่ใช้ x⃗) ดังนั้นการแยกแยะระหว่างสเกลาร์กับเวกเตอร์จึงพิจารณาอันดับของ x
ได้ตามบริบท เช่น xyT เป็นเมทริกซ์ n × n ส่วน xT y เป็นค่าสเกลาร์ หรือ พจน์ (I + xT y)−1

แท้ที่จริงแล้วเป็นสเกลาร์ จึงมีค่าเท่ากับ 1/(1 + xT y) สัญลักษณ์ 1 คือเวกเตอร์ที่ทุกสมาชิกเท่ากับ
หนึ่ง นอร์มต่างๆ ของเวกเตอร์ x ใช้สัญลักษณ์เป็น ∥x∥1, ∥x∥2, ∥x∥∞ หมายถึงนอร์ม-1 นอร์ม-2
และนอร์มอนันต์ ตามลำดับ เราใช้ ∥x∥ สำหรับนอร์มใดๆ (ขอให้ดูตามบริบท) การอ้างถึงสมาชิกตัว
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ที่ i ของ x ใช้ xi ส่วนสัญลักษณ์ x ⪰ y หมายถึง xi ≥ yi สำหรับทุก i ฟังก์ชันของเวกเตอร์ที่
ดำเนินการทีละสมาชิกของ x (elementwise operator) จะใช้สัญลักษณ์ที่คล้ายกับคำสั่ง MATLAB
เช่น sign(x) ให้ค่าเครื่องหมายของแต่ละสมาชิกใน x เป็น ±1 หรือ max(0, x) = x+ คือการให้
ค่า xi หาก xi ≥ 0 และให้ค่าเป็นศูนย์ถ้าหาก xi < 0

สัญลักษณ์X ∈ Rm×n หมายถึงเมทริกซ์ค่าจริง และ xij จะหมายถึงตำแหน่ง (i, j) ของX เมื่อ
เราใช้ XT จะหมายถึงเมทริกซ์สลับเปลี่ยนของ X (transpose) ในพีชคณิตเมทริกซ์ เรามักจะแบ่ง
X ∈ Rm×n ออกเป็นแถวหรือคอลัมน์ ดังนี้

X =


xT
1

xT
2...

xT
m

 , X =
[
x1 x2 · · · xn

]

สัญลักษณ์ X ⪰ 0 และ X ≻ 0 หมายถึง X เป็นเมทริกซ์บวกกึ่งแน่นอน (positive semidefinite)
และเมทริกซ์บวกแน่นอน (positive definite) ตามลำดับ หาก X ⪰̸ 0 จะหมายถึง X เป็นเมทริกซ์
ไม่แน่นอน (indefinite matrix) สำหรับ X ⪰ 0 เราใช้ X1/2 ว่าเป็นรากที่สองของเมทริกซ์ X (ดู
นิยาม B.2) ถ้าหาก X ⪰ 0 สัญลักษณ์ X−1/2 หมายถึงตัวผกผันของ X1/2

ในการอธิบายฟังก์ชัน f : X → Y เป็นฟังก์ชัน f ที่แปลงค่าจากสมาชิกในเซต X ไปยังภาพฉาย
ที่อยู่ในเซต Y สัญลักษณ์ dom f คือโดเมนของฟังก์ชัน f

ในแต่ละศาสตร์จะมีแนวปฏิบัติการใช้ตัวแปรที่ต่างกันไป เช่น

• ด้านพีชคณิตเชิงเส้นใช้ตัวพิมพ์เล็ก x เป็นเวกเตอร์ ตัวพิมพ์ใหญ่ X เป็นเมทริกซ์ หรือบางครั้ง
เป็น เซต/ปริภูมิ

• ด้านระบบควบคุมใช้ G,H,F แทนฟังก์ชันถ่ายโอน และ g, h, f แทนผลตอบสนองอิมพัลส์ที่
สมนัย

• ด้านความน่าจะเป็น ใช้ตัวแปรพิมพ์ใหญ่ X เพื่อแทนตัวแปรสุ่ม ตัวพิมพ์เล็ก x เป็นค่าที่เป็นได้
ค่าหนึ่งของ X หากเป็นเรื่องกระบวนการสุ่ม เราเลือกใช้สัญลักษณ์ x(t) แทนกระบวนการสุ่ม
(ถึงแม้ว่าหากจะกล่าวให้รัดกุมต้องใช้ {x(t)}t∈T อันหมายถึงเซตของ x(t) ทุกเวลา) โดยทั่วไป
จะกำหนดให้ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) เป็นเวกเตอร์กระบวนการสุ่ม

เนื่องจากตำราเล่มนี้ มีเนื้อหาที่ประยุกต์จากหลายศาสตร์ จึงยังไม่ได้ปรับการใช้สัญลักษณ์ให้เป็น
ไปตามแนวปฏิบัติของแต่ละศาสตร์ อย่างสม่ำเสมอกับทุกบท เพราะอาจทำให้ผู้อ่านสับสน (เช่น การ
ใช้ตัวแปร X ที่อาจจะหมายถึงเมทริกซ์ หรือตัวแปรสุ่ม) จึงขอให้ผู้อ่านตีความจากบริบทเป็นสำคัญ



อักษรย่อ

AIC เกณฑ์สารสนเทศของอะกะอิเกะ Akaike Information Criterion.
AR ถดถอยในตัว Autoregressive.
ARIMA รวมการถดถอยในตัวกับการเฉลี่ยเคลื่อนที่ Autoregressive Integrated Moving Average.
ARMA เฉลี่ยเคลื่อนที่ถดถอยในตัว Autoregressive Moving Average.
ARMAX เฉลี่ยเคลื่อนที่ถดถอยในตัวที่มีสัญญาณนอกระบบ Autoregressive Moving Average with

Exogeneous Input.
ARX ถดถอยในตัวที่มีสัญญาณนอกระบบ Autoregressive with Exogeneous Input.

BIC เกณฑ์สารสนเทศของเบส์ Bayesian Information Criterion.
BLUE ตัวประมาณไม่เอนเอียงเชิงเส้นดีที่สุด Best Linear Unbiased Estimator.

CLT ทฤษฎีบทลิมิตกลาง Central Limit Theorem.
CR อสมการคราเมอร์-ราว Cramér-Rao inequality.
CV การตรวจสอบไขว้ Cross validation.
CVA Canonical Variate Analysis.

DCM การจำลองเชิงเหตุผลพลวัต Dynamic causal modeling.
DGP กระบวนการก่อกำเนิดข้อมูล Data Generating Process.

EEG อีอีจี Electroencephalogram.
ESS ผลบวกกำลังสองที่ถูกอธิบาย Explained Sum of Squares.

FIR ผลตอบสนองอิมพัลส์อันดับจำกัด Finite Impulse Response.
fMRI เอฟเอ็มอาร์ไอ Functional magnetic resonance imaging.

i.i.d. ไอไอดี Independently and Identically Distributed.

KL การลู่ออกของคัลล์แบก-ลีบเลอร์ Kullback–Leibler divergence.

LMSE การประมาณเชิงเส้นไม่เอนเอียงที่มีค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ยต่ำสุด Linear Unbiased
MMSE Estimation.

LS กำลังสองน้อยสุดเชิงเส้น Linear Least-Squares.



xxiv อักษรย่อ

MA การเฉลี่ยเคลื่อนที่.
MAE ค่าความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์เฉลี่ย Mean Absolute Error.
MAP การประมาณภายหลังสูงสุด Maximum a posteriori estimation.
MEG เอ็มอีจี Magnetoencephalography.
MIMO หลายสัญญาณเข้าและหลายสัญญาณออก Multiple Input Multiple Output.
MLE การประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด Maximum likelihood estimation.
MMSE ค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ยต่ำสุด Minimum mean square error.
MSE ค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย Mean Square Error.
MVUE ตัวประมาณไม่เอนเอียงแปรปรวนต่ำสุด Minimum Variance Unbiased Estimator.

N4SID Numerical Algorithms for Subspace State Space System Identification.
NLS กำลังสองน้อยสุดไม่เชิงเส้น Nonlinear Least Squares.

OE ค่าคลาดเคลื่อนที่สัญญาณออก Output Error.
OLS กำลังสองน้อยสุดสามัญ Ordinary Least-Squares.

PEM วิธีความผิดพลาดในการทำนาย Prediction Error Method.
PO­MOESP Past outputs Multivariable Output-Error State-space.
PRBS ลำดับฐานสองสุ่มเทียม Pseudo Random Binary Sequence.

QP กำหนดการกำลังสอง Quadratic programming.

RMSE รากของค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย Root Mean Square Error.
RSE ความคลาดเคลื่อนส่วนเหลือมาตรฐาน Residual Standard Error.
RSS ผลบวกกำลังสองของส่วนเหลือ Residual Sum of Squares.

SE ความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของสัมประสิทธิ์ Standard Error of the Coefficient.
SEM การจำลองแบบสมการเชิงโครงสร้าง Structural equation models.
SISO สัญญาณเข้าเดี่ยวและสัญญาณออกเดี่ยว Single Input Single Output.

TSS ผลบวกกำลังสองทั้งหมด Total Sum of Squares.

VAR เวกเตอร์กระบวนการถดถอยในตัว Vector autoregressive process.

WLLN กฎจำนวนมากอย่างอ่อน Weak law of large numbers.
WLS กำลังสองน้อยสุดถ่วงน้ำหนัก Weighted Least-squares.
WSS คงที่เชิงกว้าง Wide-sense stationary.



บทที่ 1

บทนำ

การหาเอกลักษณ์ของระบบ คือการสร้างแบบจำลองเพื่อเป็นตัวแทนของระบบนั้นจากข้อมูลของ
สัญญาณเข้าและสัญญาณออกที่วัดได้ ด้วยการกระตุ้นสัญญาณเข้าไปยังระบบ จากรูป 1.1 (ซ้าย) แสดง
ถึงระบบพลวัตทั่วไปที่มีสัญญาณออก (output) y อันเป็นผลตอบสนองของระบบที่มีต่อสัญญาณเข้า
(input) u และสัญญาณรบกวน (disturbance) e ผสมกัน เนื่องจากโดยทั่วไป สัญญาณรบกวนเป็นสิ่ง
ที่ไม่ทราบค่า ส่วนสัญญาณเข้า u นั้นจะเป็นสิ่งที่ผู้ใช้กำหนด หรือ u สามารถหาค่าได้ รูปแบบปัญหา
การหาเอกลักษณ์ของระบบ คือ การมีเซตข้อมูลของ (u, y) อันจะเรียกว่าข้อมูล I/O ที่พึงตระหนัก
เสมอว่า y นั้นจะมีทั้งส่วนที่เป็นผลตอบสนองต่อ u และผลตอบสนองต่อสัญญาณรบกวน (อันเป็นส่วน
ไม่พึงประสงค์) ดังนั้น การจะหาแบบจำลอง หรือคำจำกัดความของระบบ จึงต้องอาศัยทฤษฎีด้านการ
ประมาณแบบจำลอง ตัวอย่างง่าย เช่น ให้ระบบ G = 2 เป็นระบบค่าคงตัว หากเราใส่ u = 2 และมี
สัญญาณรบกวน e = 0.01 โดยที่สัญญาณรบกวนนั้นเกิดในรูปแบบการบวก (additive noise) กล่าว
คือ y = Gu + e เราจะวัดได้ว่า y = 4.01 ดังนั้นหากเราถือว่า จะหา G = y/u เราจึงประมาณ
ได้ว่า Ĝ = 2.005 ซึ่งเกิดความคลาดเคลื่อนของระบบที่ประมาณได้เมื่อเทียบกับระบบจริง อันเป็นผล
มาจาก e

Disturbance

Input Output
System

predictor response

+
+

Noise

รูป 1.1: ความสัมพันธ์ของสัญญาณเข้ากับสัญญาณออกผ่านระบบที่มีสัญญาณรบกวน

รูป 1.1 (ขวา) แสดงถึงการอธิบายระบบในรูปแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ในศาสตร์การเรียนรู้เชิง
สถิติ สัญญาณออก y เรียกว่า ตัวแปรตอบสนอง (response) ซึ่งเกิดจากตัวแปรทำนาย (predictor) x
อันส่งผลถึง y ผ่านทางความสัมพันธ์ที่อธิบายด้วยฟังก์ชัน f และโดนรบกวนด้วย e ที่พิจารณาให้เป็น
ตัวแปรสุ่มอันเป็นลักษณะของสัญญาณรบกวน (noise) การประมาณระบบ จึงหมายถึงการประมาณ
ฟังก์ชัน f จากชุดข้อมูล (x, y) หรือ หมายถึงระบบ G จากชุดข้อมูล (u, y) นั่นเอง

การหาเอกลักษณ์ของระบบ หรือการประมาณแบบจำลองนั้น มีความเกี่ยวข้องในงานประยุกต์ที่
หลากหลายสาขา บทนี้จะกล่าวถึง ความสำคัญของการเข้าใจพื้นฐานหลักการประมาณแบบจำลอง และ
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องค์ประกอบ ขั้นตอนที่สำคัญเพื่อบรรลุวัตถุประสงค์ในการหาแบบจำลอง ในตอนท้ายของบทนี้จะเสนอ
ตัวอย่างผลลัพธ์เบื้องต้นเพื่อประกอบการอธิบายขั้นตอนเหล่านั้น

1.1 ความสำคัญของการหาเอกลักษณ์ของระบบ
กำหนดให้แบบจำลองทางคณิตศาสตร์ที่แสดงลักษณะของระบบ คือ

y = Gu+ e (1.1)
หรือ

y = f(x) + e (1.2)
หลังจากการประมาณระบบ นั่นคือ หา Ĝ หรือ f̂ ได้ เราสามารถแบ่งผลการนำไปใช้ของการประมาณ
แบบจำลอง ได้เป็น 3 กลุ่มใหญ่ดังนี้

การทำนาย ปัญหากลุ่มนี้ คือเราจะมีข้อมูลของ u หรือ x แต่ว่าเราไม่ทราบค่า y หรืออาจจะหาได้
ยาก ดังนั้น หากเราทราบค่าประมาณของระบบ เราจึงประมาณค่า y ได้ด้วย ŷ = Ĝu หรือ ŷ = f̂(x)

ตัวอย่างเช่น หาก G แสดงถึงระบบมอเตอร์กระแสตรงที่ y คือ ความเร็วเชิงมุมของมอเตอร์ (สมมติให้
หน่วยเป็นโวลต์ หรือ V เมื่อแปลงเป็นสัญญาณทางไฟฟ้า) และ u คือ สัญญาณเข้ามอเตอร์ (V) เมื่อเรา
ประมาณได้ว่า Ĝ(s) = 3

(0.05s+1) เราก็ประมาณได้ว่า เมื่อใส่ u(t) = 2 V สำหรับ t ≥ 0 เข้ามอเตอร์
เราจะประมาณความเร็วเชิงมุมของมอเตอร์ในภาวะอยู่ตัวได้เป็น 6 V โดยที่ค่าจริงของ y ที่วัดได้นั้น
อาจจะเบี่ยงเบนจาก 6 จากผลของสัญญาณรบกวนใน (1.1) หรือเราอาจตั้งคำถามว่า เราจะประมาณ
ค่า ความเร็วเชิงมุม ณ วินาทีที่ 0.05 ได้เป็นเท่าใด เราก็สามารถใช้แบบจำลอง Ĝ เพื่อประมาณค่า
ŷ(0.05) ได้ ดังรูป 1.2 (ซ้าย) ตัวอย่างที่สอง คือความสัมพันธ์ระหว่าง y ที่เป็นกำลังผลิตไฟฟ้าจาก
แผงเซลล์สุริยะหนึ่งกับ x ที่เป็น ความเข้มแสงอาทิตย์ หากเราประมาณความสัมพันธ์นั้นได้เป็น y =

a1x + a2x
2 โดยที่ a1, a2 คือค่าคงตัวที่ประมาณได้ เราจึงสามารถประมาณ ŷ ได้ หากเราทราบค่า

ความเข้มแสงอาทิตย์และอุณหภูมิแผง ณ เวลาหนึ่งของวันที่สนใจ ดังรูป 1.2 (ขวา) ปัญหาการทำนาย
ยังรวมถึงการพยากรณ์ค่า y ในอนาคต เช่นรูป 1.2 (ล่าง) หากเราสมมติแบบจำลอง เป็น ŷApr =

a1yMar + a2yFeb และเราประมาณค่า a1, a2 ได้ เมื่อทราบค่าอัตราแลกเปลี่ยนเงินบาทในอดีตสอง
เดือนก่อนหน้า เราจึงสามารถทำนายค่าอัตราแลกเปลี่ยนในเดือนถัดไปได้

การออกแบบตัวควบคุม เมื่อพิจารณารูป 1.3 การออกแบบตัวควบคุมโดยทั่วไปนั้น จะอาศัยแบบ
จำลองคณิตศาสตร์ของระบบ เช่น ฟังก์ชันถ่ายโอน หรือสมการปริภูมิสถานะ เพื่อให้ผู้ออกแบบเข้าใจ
สมบัติพื้นฐานของระบบ เช่น เสถียรภาพของระบบวงเปิด ตำแหน่งโพล ก่อนที่จะออกแบบตัวควบคุม
เพื่อแก้ปัญหาควบคุมใดที่สนใจ ในภาคปฏิบัติ หากเรามีระบบG ทางกายภาพ เช่น มอเตอร์กระแสตรง
แต่ผู้ใช้ไม่ทราบข้อกำหนดรายละเอียดของฮาร์ดแวร์ที่นำมาประกอบเป็นมอเตอร์นั้น จึงสามารถกำหนด
โครงสร้างของแบบจำลอง เช่น การพิจารณาแบบจำลองเชิงเส้นอันดับหนึ่ง และนำข้อมูล (u, y) มา
ประมาณ G เมื่อประมาณได้ Ĝ แล้ว จึงออกแบบตัวควบคุมที่ใช้ค่าพารามิเตอร์ของ Ĝ

การอนุมาน เมื่อเราใช้แบบจำลองคณิตศาสตร์ในการบรรยายระบบ พารามิเตอร์ของแบบจำลอง หรือ
ฟังก์ชันของพารามิเตอร์นั้น สามารถบ่งชี้นัยบางอย่างทางการเรียนรู้เชิงสถิติ หรือบ่งชี้รูปแบบใดในข้อมูล
ได้ ตัวอย่างหนึ่งสำหรับ (1.2) เมื่อ f เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น y = β1x1 + β2x2 เราสามารถทดสอบ
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รูป 1.2: ตัวอย่างการใช้แบบจำลองที่ประมาณได้ในการทำนายค่าสัญญาณออก y
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รูป 1.3: การหาเอกลักษณ์ของระบบเพื่อนำไปใช้ร่วมกับการออกแบบตัวควบคุม

สมมติฐานเชิงสถิติว่า β1 = 0 หรือไม่ ซึ่งผลการทดสอบนั้นจะอธิบายว่า ตัวแปรทำนาย x1 มีความ
สำคัญต่อการอธิบาย y หรือไม่ กล่าวคือ รูปแบบของศูนย์ในพารามิเตอร์ β ใช้เพื่ออนุมานความสำคัญ
ของตัวแปรทำนาย อันเป็นวิธีพื้นฐานหนึ่งของการคัดเลือกคุณลักษณะ (feature selection) ในปัญหา
การเรียนรู้เชิงสถิติ ตัวอย่างที่สอง คือ ระบบพลวัตเชิงเส้นในรูปแบบฟังก์ชันถ่ายโอน (1.1) ที่มีหลาย
สัญญาณเข้าและหลายสัญญาณออก Multiple Input Multiple Output (MIMO) เช่น

G(s) =


G11(s) G12(s) · · · G1m(s)
G21(s) G22(s) · · · G2m(s)

... ...
Gr1(s) Gr2(s) · · · Grm(s)


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หากสัมประสิทธิ์ทั้งหมดของพหุนามเศษในฟังก์ชันถ่ายโอนย่อย Gij(s) เป็นศูนย์ จึงสรุปได้ว่า ถึงแม้
จะใส่สัญญาณเข้า uj ̸= 0 ใส่ในระบบนี้ แต่ yi จะไม่เกิดผลตอบสนองต่อ uj แต่อย่างใด กล่าวคือ รูป
แบบศูนย์ของฟังก์ชันถ่ายโอนแบบ MIMO จะบอกถึงโครงสร้างความสัมพันธ์ระหว่าง u กับ y

การนำ Ĝ ไปใช้เป็นตัวแทนของ G จะมีสมรรถนะดีเพียงใด ก็ขึ้นกับความถูกต้องในการประมาณ
แบบจำลอง ที่จะเกิดจากปัจจัยอันสำคัญ คือ หนึ่ง การใช้ความรู้เกี่ยวกับสัญญาณรบกวน e ในการ
ประมาณแบบจำลอง สอง การมีสมมติฐานของโครงสร้างแบบจำลองว่าจะใกล้เคียงกับระบบจริงเพียง
ใด และ สาม เทคนิควิธีในการประมาณแบบจำลองนั้น ในตำรานี้ จะกล่าวถึงรายละเอียดต่อไปสำหรับ
ผลกระทบของปัจจัยทั้งสาม และเทคนิคการประมาณต่างๆ สำหรับระบบเชิงเส้น

1.2 องค์ประกอบที่สำคัญ
การประมาณแบบจำลองเกี่ยวข้องกับองค์ประกอบที่สำคัญ 3 ส่วน และมีขั้นตอน ดังนี้

ส่วนแรก คือ ข้อมูล (u, y) สัญญาณเข้า-สัญญาณออก หรือ (x, y) ตัวแปรทำนาย-ตัวแปรตอบสนอง
หากเราประมาณระบบทางกายภาพ เช่น ระบบอุณหภูมิในห้องปิด เราจำเป็นต้องมีตัววัดค่าพลังงาน
เข้า u และวัดค่าอุณหภูมิ y ในห้องนั้น การออกแบบสัญญาณเข้าเพื่อไปกระตุ้นระบบให้เกิดสัญญาณ
ออก ก็เป็นหัวข้อสำคัญที่จะกล่าวต่อไป ว่าควรเลือก u เป็นสัญญาณลักษณะอย่างไร ในภาคปฏิบัติ
ที่ข้อมูลจริงนั้นจะมีความไม่เป็นอุดมคติ เช่น ค่าวัดหายไปในบางช่วงเวลา ค่า y คลาดเคลื่อนไปจาก
ความจริง เช่น วัดอุณหภูมิบรรยากาศในกรุงเทพในหน่วยเซลเซียสออกมาได้เป็นค่าลบ หรือ การวัด
สัญญาณไฟฟ้าของคลื่นสมอง (EEG) ก็สามารถคลาดเคลื่อนไปในระดับสูงหากเรากระพริบตา หรือขยับ
กล้ามเนื้อในส่วนใบหน้า ดังนั้น ขั้นตอนสำคัญก่อนที่จะนำข้อมูลไปใช้ประมาณระบบ มีตัวอย่างเช่น การ
เติมข้อมูล (missing-value imputation) การจำกัดสิ่งแปลกปน (artifacts) นอกจากนี้ ในการพิจารณา
แบบจำลองหนึ่งๆ หรือ การใช้เทคนิควิธีเชิงตัวเลขในการประมาณ อาจมีสมมติฐานเกี่ยวกับช่วงของ
ข้อมูล ที่จะส่งผลกับรูปแบบการประมาณแบบจำลอง หรืออาจจะส่งผลกับสมรรถนะของเทคนิควิธีเชิง
ตัวเลขนั้น ขั้นตอนการจัดการข้อมูลจึงอาจรวมถึง การจัดเรียงข้อมูลให้เข้ากับรูปแบบจำลอง หรือ การ
แปลงค่าข้อมูลให้อยู่ช่วงมาตรฐาน (normalization) เช่น การกำจัดแนวโน้ม (detrend) และแปลง
ให้ข้อมูลมีความแปรปรวนเป็นหนึ่ง เป็นต้น ทั้งนี้ ในหลายงานประยุกต์ x อาจจะเป็นปริมาณที่แปลง
มาจากตัวแปรต้นตัวอื่น เช่น การจะอธิบายสัญญาณกะพริบของตาจาก EEG เราจะสกัดองค์ประกอบ
ของสัญญาณที่ความถี่ใกล้เคียงกับการกะพริบตา (9-13 ครั้งต่อนาที) ดังนั้น ในที่นี้เราอาจจะพิจารณา
กำหนดให้ x คือพลังงานของสัญญาณในช่วงความถี่ 0.15-0.22 Hz ซึ่งต้องอาศัยการแปลงเชิงสเปกตรัม
จากสัญญาณทางเวลา ให้ไปเป็นสัญญาณเชิงความถี่ก่อน กล่าวโดยสรุปนั้น การจัดการข้อมูลในขั้นต้น
(pre-processing) จะเกี่ยวข้องกับ การจัดการความผิดพลาดของข้อมูล การเติมข้อมูล การแปลงข้อมูล
ให้เป็นเวกเตอร์คุณลักษณะ (feature) ที่สนใจ (หากมี) การจัดเรียงและแปลงข้อมูลในช่วงมาตรฐาน

ส่วนที่สอง คือ แบบจำลองคณิตศาสตร์ที่เป็นส่วนสำคัญอันส่งผลถึงสมรรถนะของการใช้แบบจำลอง
อันดับแรก ผู้ออกแบบต้องเลือกโครงสร้างแบบจำลองที่เหมาะสมกับระบบจริงที่ต้องการประมาณ เช่น
การอธิบายระบบกายภาพที่ทราบว่ามีคุณสมบัติเชิงเส้นในจุดทำงานหนึ่ง เราเลือกใช้ระบบพลวัตแบบ
เชิงเส้นที่มีอันดับจำกัดเหมาะสม การเลือกแบบจำลองไม่เชิงเส้นเป็นฟังก์ชันคณิตศาสตร์ที่ได้จากการ
วิเคราะห์สมการลักษณะเฉพาะของระบบ หรือ การใช้แบบจำลองเชิงความน่าจะเป็น (probabilistic
model) สำหรับการอธิบายปรากฏการณ์หนึ่งๆ ของตัวแปรสุ่ม เป็นต้น เราจะเลือกแบบจำลองได้ดี
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และเหมาะสม หากเรามีความเข้าใจในตัวแปร y อย่างถ่องแท้ เพราะการทราบว่า y มีผลมาจากตัวแปร
ใด นั่นคือ กำหนดให้ชัดว่าตัวแปรกายภาพใดควรเป็นสัญญาณเข้า (หรือเป็นตัวแปรทำนาย) จะทำให้
เราพิจารณาสมการคณิตศาสตร์ที่อธิบายความสัมพันธ์ของ (u, y) หรือ (x, y) ได้เหมาะสม ตัวอย่าง
เช่น เราต้องการหาแบบจำลองเพื่ออธิบายกำลังผลิตไฟฟ้าจากเซลล์สุริยะ เมื่อเราศึกษาหลักการฟิสิกส์
ของงานประยุกต์นี้ จะพบว่ากำลังผลิตไฟฟ้าจะขึ้นกับความเข้มแสงอาทิตย์ และอุณหภูมิของแผงเซลล์
แต่เนื่องจากการแผ่รังสีของดวงอาทิตย์เป็นปรากฏการณ์ธรรมชาติ ค่าของความเข้มแสงอาทิตย์จึงขึ้น
กับตัวแปรสภาพอากาศหลายตัวแปร เช่น ปริมาณเมฆ (เพราะเมฆจะมาบังแดดได้) ขนาดและทิศทาง
ลม (เพราะลมพัดก้อนเมฆให้ลอยไปจากจุดที่แผงเซลล์ตั้งอยู่) อุณหภูมิ หรือความชื้นสัมพัทธ์ในอากาศ
ตัวแปรเหล่านี้จึงกำหนดให้เป็น x ในการอธิบาย y ที่เป็นกำลังผลิตไฟฟ้า เป็นต้น นอกจากนี้ การหา
แบบจำลองที่เหมาะสมกับชุดข้อมูล ไม่ได้ถูกจำกัดที่ผู้ใช้จะต้องเลือกแค่ประเภทเดียว โดยที่เราสามารถ
พิจารณาแบบจำลองหลายประเภท เช่น ฟังก์ชันถ่ายโอน ปริภูมิสถานะแบบไม่เชิงเส้น และสามารถ
ทดสอบสมรรถนะของแต่ละแบบจำลอง เพื่อผ่านกระบวนการคัดเลือกแบบจำลอง อันจะได้กล่าวต่อ
ไปในหัวข้อ 10.2

ส่วนที่สาม คือ เทคนิคการประมาณแบบจำลอง อันเป็นเนื้อหาหลักของตำรานี้ วิธีการประมาณตั้ง
อยู่บนหลักการเลือกพารามิเตอร์ ที่ทำให้แบบจำลองมีความเหมาะที่สุดด้วยตัวชี้วัดบางอย่าง เช่น วิธี
ประมาณแบบกำลังสองน้อยสุด จะเลือกค่าพารามิเตอร์ที่ทำให้ ŷ = Ĝu นั้นมีความผิดพลาดจาก y

(ผลตอบระบบจริง) น้อยที่สุด เมื่อวัดความผิดพลาดนั้นด้วยผลรวมกำลังสองของค่าความคลาดเคลื่อน
ในรูป y − ŷ เทคนิคในการประมาณที่เราสามารถเลือกมาใช้ได้นั้น จะขึ้นกับสมมติฐานที่ใช้ของแบบ
จำลองหนึ่งๆ ด้วย เช่น หากแบบจำลองที่เราเลือก มีการกำหนดเทอมที่ส่งผลจากสัญญาณรบกวน e

มายัง y ในลักษณะที่เป็นพลวัต กล่าวคือ y ขึ้นกับค่า e ในอดีต ดังนั้น การใช้เทคนิควิธีความผิดพลาด
ในการทำนาย Prediction Error Method (PEM) หรือ วิธีการหาเอกลักษณ์แบบจำลองปริภูมิสถานะ
จึงเป็นตัวเลือกที่ใช้ได้กับแบบจำลองนี้ แต่เราไม่สามารถประยุกต์ใช้วิธีกำลังสองน้อยสุดได้ เป็นต้น ใน
ขั้นตอนการประมาณแบบจำลองนั้น วิธีการประมาณจะแบ่งเป็น 2 กลุ่มใหญ่ คือกลุ่มที่ใช้ข้อมูลของ
สัญญาณรบกวน e ในแบบจำลอง กับกลุ่มที่ไม่ต้องใช้สมมติฐานใดเลยจาก e หากเรามีความรู้เกี่ยวกับ
e มาก เราน่าจะใช้สิ่งนี้ในการช่วยประมาณแบบจำลองได้ดีขึ้น เช่น หาก e มีความแปรปรวนมาก เรา
น่าจะเชื่อมั่นได้น้อยลงเกี่ยวกับค่าวัด y ที่นำมาประมาณแบบจำลอง ความเชื่อมั่นใน y ที่น้อยลงจะ
ถูกชดเชยอย่างไรในวิธีการประมาณแบบจำลอง ก็จะเป็นรายละเอียดที่จะอภิปรายในหัวข้อ 5.3 และ
บทที่ 9 สำหรับระดับขั้นความรู้เกี่ยวกับ e ซึ่งเป็นตัวแปรสุ่ม (หรืออาจจะจำลองเป็นกระบวนการสุ่ม)
นั้น เราจะทราบเป็นเพียงแค่บางโมเมนต์ (เช่น ค่าเฉลี่ย ความแปรปรวน) หรือเราจะทราบถึงรูปแบบ
การแจกแจง (เช่น ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น) ก็จะเป็นปัจจัยที่สอดคล้องต่อหลักการของ
วิธีประมาณแบบจำลองที่ต่างกันไป

การหาเอกลักษณ์ของระบบเกี่ยวข้องกับทฤษฎีการประมาณ ตัวแปรสุ่ม และกระบวนการสุ่ม ด้วย
สาเหตุที่ว่า ข้อมูล (u, y) ที่เราเก็บมาถูกสมมติว่ามีสัญญาณรบกวนปนมาด้วย จากองค์ประกอบทั้ง
สามที่กล่าวมาข้างต้นพบว่า ข้อมูลความรู้เกี่ยวกับสัญญาณรบกวนนั้น สามารถนำไปใช้ร่วมกับขั้นตอน
การจัดการข้อมูล การเลือกแบบจำลอง หรือ การเลือกเทคนิคการประมาณแบบจำลองได้ ขึ้นกับว่า
เราทราบเกี่ยวกับสัญญาณรบกวนนั้นมากเพียงใด หากสมมติว่า y(t) = s(t) + e(t) โดยกำหนดให้
s = Gu คือสัญญาณจากระบบที่แท้จริง และ e คือสัญญาณรบกวน และ y คือสัญญาณออกจาก
ระบบที่เราวัดได้ ในแต่ละแถวของรูป 1.4 แสดงตัวอย่างของการทราบสมบัติเกี่ยวกับ e ดังนี้

• การทราบกำลังของ e (คือทราบความแปรปรวน) เป็นตัวอย่างที่พบได้ทั่วไปในทางปฏิบัติ เพราะ



6 1 บทนำ

รูป 1.4: ความรู้เกี่ยวกับสมบัติของสัญญาณรบกวนที่นำไปใช้ร่วมกับการประมาณแบบจำลอง

ความรู้เกี่ยวกับบางโมเมนต์ของตัวแปรสุ่ม (เช่น ค่าเฉลี่ย ความแปรปรวน) เป็นสิ่งที่ประมาณ
ได้ง่ายจากค่าตัวอย่าง ตัวอย่างเช่น หาก e แทนสัญญาณรบกวนที่มากับเครื่องมือวัด (sensor
noise) การวัดสัญญาณพื้นหลังและดูค่า RMS จึงเสมือนเป็นการประมาณค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน
ของ e ในแถวที่ 1 ของรูป 1.4 แสดงตัวอย่างการวัด y จาก e ที่มีความแปรปรวนมากกับน้อย
หากการเก็บข้อมูล y ในแต่ละค่าตัวอย่างนั้น e มีความแปรปรวนไม่คงที่ (เช่น อาจเกิดจากการ
เปลี่ยนเครื่องมือวัด) ในหัวข้อ 5.3 จะอธิบายหลักการว่า เราควรนำความแปรปรวนของ e ที่ไม่
เท่ากันนั้นมาชดเชยได้อย่างไร ในขั้นตอนการประมาณแบบจำลองด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด

• การทราบช่วงความถี่ของ e คือคุณสมบัติในโดเมนความถี่ของ e ว่ามีการแจกแจงพลังงานของ
e อยู่ในช่วงใด ตัวอย่างในแถวสองของรูป 1.4 คือ e เป็นสัญญาณรบกวนขาวที่มีความหนาแน่น
พลังงานในทุกย่านความถี่พอๆ กัน หรือเป็นสัญญาณรบกวนชมพู ที่มีความหนาแน่นสเปกตรัม
เป็นส่วนกลับกับความถี่ นั่นคือ มีพลังงานสูงในย่านความถี่ต่ำ คุณสมบัติเชิงความถี่ของ e ทำให้
เราสามารถจัดการข้อมูลได้เหมาะสม เช่น การใช้ตัวกรองเพื่อกำจัด e ออก ต้องออกแบบย่าน
ความถี่ในตัวกรอง เพื่อไม่ให้บิดเบือน s ที่ต้องการวัด แต่ต้องกำจัด e ออกไป

• การทราบการแจกแจงของ e เช่นแถวสามของรูป 1.4 ว่า e ว่ามีการแจกแจงแบบเกาส์เซียน
หรือแบบอื่น เช่น เบต้า แกมมา และเป็นการทราบว่าการแจกแจงนั้น มีพารามิเตอร์อย่างไร เช่น
การทราบว่า e มีการแจกแจงแบบเกาส์เซียนที่มีพารามิเตอร์ (µ, σ2) เป็น (0, 1) หรือเป็น (2, 3)

ก็ถือว่าเป็นการแจกแจงที่ต่างกัน สมบัตินี้จะส่งผลโดยตรงต่อ เทคนิคการประมาณแบบจำลอง
ที่เลือกใช้ ดังจะอธิบายในบทที่ 9

สำหรับความรู้เกี่ยวกับ e นั้น หากทราบการแจกแจงของ e ก็จะหมายถึง การทราบกำลังของ e

ด้วย (แต่บทกลับไม่จริง) เราจึงคาดเดาได้ว่า การทราบการแจกแจงเป็นความรู้เชิงสถิติที่สมบูรณ์ที่สุด
ของ e (เทียบกับการทราบเพียงแค่บางโมเมนต์) ผลการประมาณที่ใช้ความรู้การแจกแจงด้วย น่าจะ
ทำให้ผลที่ดีกว่า เมื่อเทียบกับการใช้ความรู้บางส่วนของ e เท่านั้น


