
攀ⴀ戀漀漀欀 㨀 匀攀爀椀攀猀 㠀攀ⴀ戀漀漀欀 㨀 匀攀爀椀攀猀 㠀

攀ⴀ戀漀漀欀 猀攀爀椀攀猀 

甀挀甀

⨎⌎㠎ᬎ⨎㤎ᔎ⌎ᤎ㐎∎㈎ℎ ᜎ␎⤎ฎ㔎 䄎┎『ᔎㄎ✎ᬎ⌎『Ďⴎᨎ
㐀㔀㜀  ᔎㄎ✎ⴎ∎૷㈎܎䈎ࠎᜎ∎໷Ḏ⌎௷ⴎℎ䀎ऎ┎∎䈎ᐎ∎┎『䀎ⴎ㔎∎ᐎ
㄀㌀㜀㄀  䈎ࠎᜎ∎໷ᬎჷഎ⬎㈎Ḏ⌎௷ⴎℎЎ㌎ᔎⴎᨎᜎ㠎ĎȎ௷ⴎ
㄀㠀㠀  Ď⌎㈎Ἆ䈎ᐎ∎䈎ᬎ⌎䄎Ď⌎ℎ 䴀愀琀栀挀愀搀 ☀ 䴀愀琀栀攀洀愀琀椀挀愀 ☀ 䴀愀瀀氀攀

⌎ⴎ܎⠎㈎⨎ᔎ⌎㈎ࠎ㈎⌎∎໷ ⠎⌎㔎ᨎ㠎ᔎ⌎ 䄎✎✎䀎ࠎ⌎㐎എ

䘀刀䔀䔀
℀

䌀䄀䰀䌀
唀䰀唀匀

 䌀伀一䌀
䔀倀吀

䴀䄀倀匀

䐀刀䤀嘀䤀一䜀 刀䄀一䜀䔀 伀䘀 䰀䤀一䔀䄀刀 䄀䰀䜀䔀䈀刀䄀

⌎ⴎ܎⠎㈎⨎ᔎ⌎㈎ࠎ㈎⌎∎໷ ᐎ⌎⸀ ਎ᤎ⠎ㄎĎᐎ㐎䰎 ᨎ૷㈎∎䀎ᜎ㔎䠎∎܎
‎㈎Ў✎㐎਎㈎Ўጎ㐎ᔎ⠎㈎⨎ᔎ⌎໷ Ўጎ『✎㐎ᜎ∎㈎⠎㈎⨎ᔎ⌎໷ᬎ⌎『∎㠎Ďᔎ໷







㈀㤀㤀⸀ⴀ ⠀㜀⸀㤀㤀 ␀⤀

䤀匀䈀一㨀 㤀㜀㠀ⴀ㘀㄀㘀ⴀ㔀㤀　ⴀ㐀㘀㌀ⴀ㘀



คณติศาสตรส์าํหรบัวิศวกรรมและวิทยาศาสตร ์
(MATHEMATICS OF ENGINEER AND SCIENTISTS) 

เมทรกิซ ์พชีคณติเชงิเสน้  และ การประยุกตข์องพชีคณติเชงิเสน้ 
(MATRIX  LINEAR  ALGEBRA   AND  THEIR  APPLICATIONS) 

รวบรวมและเรยีบเรยีงโดย

รศ. ศรบีตุร   แววเจรญิ รศ.ดร. ชนศกัดิ ์   บ่ายเท่ียง 
ภาควิชาคณติศาสตร ์          คณะวิทยาศาสตรป์ระยุกต ์

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าพระนครเหนือ   

      ราคา 299 บาท ( 7.99 USD )



 คณิตศาสตรส์าํหรบัวิศวกรรมและวิทยาศาสตร ์
 MATHEMATICS OF ENGINEER AND SCIENTISTS 

  เมทริกซ ์พชีคณิตเชิงเสน้และการประยกุต ์
  MATRIX  LINEAR  ALGEBRA  AND  THEIR  APPLICATIONS 

Linear Algebra : e-book:Series 8
 สําหรบัหนงัสือ Series 8 ISBN                   974-974-350-227-9  

ISBN (e-book)    978-616-590-463-6  สําหรบั e-book : Series 8

สงวนลิขสทิธิ์ในประเทศไทย พ.ร.บ.ลิขสทิธิ์ พศ. 2521

ห้ามลอกเลียนไม่ว่าส่วนหน่ึงส่วนใดของหนังสอืเล่มน้ี นอกจากได้รับอนุญาต
วนัวางจําหน่าย : 20-04-2022 ขนาดไฟล ์:  105   MB

จํานวนหนา้     :  687 หนา้           ประเทศ   : THAILAND

ประเภทไฟล ์   : PDF ภาษา      : Thai

ออกแบบปกและ Artwork       ทินพฒัน ์ แววเจริญ    ภาควิชาสถติิประยกุต ์
       คณะวิทยาศาสตรป์ระยกุต ์    มหาวิทยาลยัเทคโนโลยพีระจอมเกลา้พระนครเหนอื

จดัทําโดย 

 
 
 
 

 การส่งซื� อ ebook series 8 สามารถติดต่อได้ท่ีศูนยห์นังสอืจุฬาฯทุกสาขา 
รศ. ศรีบุตร แววเจริญ รศ. ดร. ชนศกัด์ิ บ่ายเทีย่ง 
Tel. 081-904-1608
ID Line sribudh
E-mail : swr@kmitnb.ac.th

Tel. 
ID Line 
E-mail :

081-908-5090
mala0928
chanasak.b@op.kmitnb.ac.th

เมทริกซพีชคณิตเชิงเส้นและการประยุกต์

 รศ.ศรีบุตร แววเจริญ และ รศ.ดร. ชนศักดิ�  บ่ายเท่ียง 
     ซื� อหนงัสือ e-book:Series 8 เล่มนี�

 ราคา 299 บาท ( 7.99  USD )



คํานาํ 

  การเรียนแคลคูลสักบัการเล่นกีฬามีลกัษณะคลา้ยกนั โดยเฉพาะอยา่งยิง่กีฬากอลฟ์  “ไทเกอร์ วูดส์” 
นกักอลฟ์สายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดงัระเบิดไปทัว่โลก ดว้ยประวติัการเรียนและกีฬากอลฟ์อนัเยีย่มยอด 
เป็นแชมป์กอลฟ์เยาวชนของสหรัฐหลายสมยั หลงัการกา้วเขา้สู่กอลฟ์อาชีพเพยีงเวลาไม่ก่ีเดือน กส็ามารถควา้
แชมป์กอลฟ์รายการใหญ่ไดห้ลายรายการ ดว้ยวยัเพียง 21 ปี  ดา้นการเรียน  มีผลการเรียนดีเยีย่มสามารถเขา้
เรียนในมหาวทิยาลยั ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลยัทอ็ปเทนของสหรัฐ  ผูเ้ขียนอยากนาํทั้งสองส่ิงมาหล่อหลอมเขา้
ดว้ยกนั เพื่อใหนิ้สิต  นกัศึกษา  และผูส้นใจในวิชาแคลคูลสัไดม้องภาพในอนาคตไดเ้ห็นชดัเจนยิง่ข้ึน  โดยนาํ
กีฬากอลฟ์มาอธิบายเปรียบเทียบ     หนงัสือเล่มน้ีไดต้ั้งช่ือวา่    “ สนามฝึกซ้อมวชิาแคลคูลสั ” (Driving 
Range of Calculus) เช่นเดียวกบักีฬากอลฟ์ซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range of Golf) ก่อนท่ีจะ
เขา้สนามฝึกซอ้มคงตอ้งศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบติัต่างๆ จากหอ้งเรียนจนเขา้ใจดีพอ แลว้จึงนาํหนงัสือ
เล่มน้ีมาฝึกฝนใหเ้กิดความเขา้ใจใหดี้ยิง่ข้ึน 
  หนงัสือเล่มน้ีไดใ้ชเ้ทคโนโลยสีมยัใหม่ มาช่วยทาํใหรู้ปแบบของหนงัสือดีมีคุณค่ายิง่ข้ึน โดยใช ้
โปรแกรม  Mathcad  และ Maple ซ่ึงทาํใหผู้อ่้านหนงัสือเล่มน้ี   สามารถมองเห็นโจทยปั์ญหานั้นๆ ไดเ้ป็น
รูปธรรมมากข้ึน 
  แคลคูลสัเป็นวชิาท่ีสาํคญัวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัในการพฒันา
นาํไปใชป้ระยกุตใ์นสาขาวิชาต่างๆ ของนกัวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนท่ีจะนาํไปประยกุต ์ ใชไ้ดดี้ นิสิต 
นกัศึกษา จาํเป็นตอ้งศึกษาวิชาพื้นฐานใหเ้ขา้ใจถ่องแทก่้อน  จากประสบการณ์ดา้นการสอนมามากกวา่ 40 ปี 
ในสถาบนัแห่งน้ี  และเป็นอาจารยพ์ิเศษมหาวิทยาลยัอีกหลายแห่ง จึงไดร้วบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีว่ชิา
แคลคูลสัพืน้ฐาน (Calculus Concept Maps) ตามท่ีนาํเสนอในปกหลงัดา้นในของหนงัสือเล่มน้ีนั้น  
ผูเ้ขียนไดแ้บ่งเน้ือหาออกเป็น e-Book:Series 1-8 โดยแต่ละ Series จะมีเน้ือหาความสมัพนัธ์กนัเก่ียวขอ้ง
กนัอยูต่ลอดเวลา ดงันั้น การศึกษาวิชาแคลคูลสัจาํเป็นตอ้งมีพื้นฐานของคณิตศาสตร์ e-Book:Series ตน้ๆ 
อยูต่ลอดเวลา  
  ทางดา้นกีฬากอล์ฟนั้นผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรับการฝึกอบรมจากคุณครูกอลฟ์ Bell Penny 
(Head Professional-Class A C.P.G.A.) จากโรงเรียนการศึกษากอลฟ์ไทย ซ่ึงเป็นโรงเรียนกอลฟ์แห่งแรก
ของประเทศไทย เม่ือปี 1994 ทาํใหผู้เ้ขียนไดเ้กิดแนวคิดท่ีจะนาํทั้งสองเร่ืองน้ี คือ แคลคูลสัและกอลฟ์มา 



ผนวกเขา้ดว้ยกนั ซ่ึงมีหลายๆ ส่ิงสามารถนาํมาเปรียบเทียบใหนิ้สิต นกัศึกษา ไดม้องเห็นภาพการศึกษา
แคลคูลสัไดดี้ยิง่ข้ึนในกีฬากอลฟ์นั้นเราแบ่งไฟทอ์อกเป็น 3 ไฟท ์ เรียงลาํดบัตามความสามารถไดด้งัน้ี คือ 
ไฟท ์C มือใหม่ (Beginner) , ไฟท ์B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท ์A มืออาชีพ (Professional)  
การเล่นกอลฟ์นั้น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั้น ตอ้งใชค้วาม 
อดทน ความพยายาม มีจิตใจท่ีมุ่งมัน่ การเล่นกอลฟ์จะตอ้งแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ตลอดเวลาและรูปแบบของ
ปัญหานั้นเปล่ียนแปลงอยูเ่สมอผูเ้ล่นตอ้งคิดแกปั้ญหาดว้ยตวัเองบนพื้นฐานของประสบการณ์ท่ีมีอยู ่ เม่ือถึงจุด
หน่ึงผูเ้ล่นท่ีมีพื้นฐานและการฝึกซอ้มดีพอ ผูเ้ล่นจะสามารถแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ไดเ้สมอ โดยท่ีผูเ้ล่นจะตอ้ง
นาํปัจจยัหลายๆ อยา่งมาช่วยในการคิดแกปั้ญหา 
  ในวิชาแคลคูลสักเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาท่ีตอ้งใชค้ณิตศาสตร์หลายๆ ดา้นมาประกอบกนั เพื่อช่วยใน
การคิดแกปั้ญหา ผูเ้ขียนจึงไดเ้ขียนปูพื้นตั้งแต่เร่ิมตน้ ตั้งแต่ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึกลงไปในแต่
ละเร่ืองมากกวา่เดิม  นกัศึกษาท่ีพื้นฐานยงัไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนกักอลฟ์มือใหม่ ตอ้งฝึกทาํโจทยต์ั้งแต่ตน้
ในเร่ืองพื้นฐานจนเกิดความเขา้ใจก่อน จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลสัได ้ เม่ือผูเ้รียนฝึกซอ้มจน
เขา้ใจแลว้จึงจะถือไดว้า่อยูใ่นระดบัมือสมัครเล่น และนกัศึกษาจะตอ้งทาํการฝึกฝนต่อไปอีกจนเกิดความ
เขา้ใจ จึงจะถือวา่นกัศึกษาจดัอยูใ่นขั้นระดบัมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยกุตไ์ด ้  ในตาํราชุดน้ี
เปรียบเสมือนสนามฝึกซอ้ม มีโจทยต์วัอยา่งมากมายเพียงพอท่ีจะทาํใหน้กัศึกษาพฒันาตนเองอยูใ่นขั้นมือ
อาชีพไดอ้ยา่งสบาย  
                หนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 8 ก่อนที่จัดทาํเป็น e-book:Series 8 ได้ปรับปรงุมาแล้ว3
คร้ัง โดยทาํการปรับปรงุจากหนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 8 จะเน้นในเร่ือง เมทริกซ ์พชิคณิตเชิง
เสน้ และการประยกุต ์    โดยปรับปรงุ จากการจดัพิมพ์คร้ังแรกในปี 2546 มีการเพ่ิมเน้ือหาและรปูกราฟ
ของฟังกชั์นอกีมากมายรวมทั้งรปูเล่ม ตัวหนังสอืเป็นสนีํา้เงิน และกราฟของฟังกชั์นสองตัวแปรเป็นรปูพ้ีน
ผวิใน3มิติ 4 ส ี เพ่ือให้ผู้อ่านดูชัดเจน และสวยงาม นอกจากน้ีผู้เขยีนได้เพ่ิมตัวอย่างพร้อมแสดงวิธทีาํโดย
ละเอยีดที่น่าสนใจจากเดิม  รวมตัวอย่างโจทย์เป็น 457 ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์ปัญหาพร้อมคาํเฉลย เป็น 
1,371 ข้อ และใช้โปรแกรม Maple และ Mathcad วาดกราฟและคาํนวณคาํเฉลย โดยโปรแกรม Maple
ทั้งหมดเป็น 188 รปู เพ่ือให้นักศึกษาได้เหน็เป็นรปูธรรมนามธรรมย่ิงขึ้น และเกดิความเข้าใจลึกซ้ึง โดยดู
จากกราฟของฟังกชั์นจริง โดยเฉพาะอย่างย่ิง ในส่วนเฉลยคาํตอบเดิมได้ย่อหน้าให้เหลือ 50% ทาํให้คาํ
เฉลยดูไม่ชัดเจน ผู้เขยีนได้ขยายเป็น 100% เพ่ือให้ผู้อ่านได้ตรวจคาํตอบได้สะดวกขึ้น จากการเพ่ิมข้อมูล
ต่างๆ ทาํให้จาํนวนหน้าเพ่ิมขึ้นอกีมากจากเดิม 576 หน้า เป็น 686 หน้า   นกัศึกษาไดฝึ้กทบทวนเน้ือหา
และทดลองทาํแบบฝึกหดัวิชาน้ีในลกัษณะต่างๆ   ทาํใหเ้กิดความรู้ความเขา้ใจในทฤษฎีใหถ่้องแท ้  อนัจะเป็น 



พื้นฐานท่ีสาํคญัต่อการเรียนการสอน และการทาํงานไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพในอนาคตถา้จะใหห้นงัสือเล่มน้ี
เปรียบเทียบกบักีฬากอลฟ์ผูเ้ขียนตั้งใจจะใหเ้ป็นเช่นเดียวกบั สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range) ถา้ใคร
เขา้สนามฝึกซอ้มมากกจ็ะทาํใหพ้ฒันาดียิง่ข้ึน แลว้จะส่งผลใหนิ้สิต-นกัศึกษา ขอ้สอบกลางภาค (Midterm)

และสอบปลายภาค (Final) ดว้ยความมัน่ใจ เช่นเดียวกบันกักอลฟ์ท่ีมีความพร้อม และมีความเช่ือมัน่ท่ีลง
สนามแข่งขนั และไดรั้บรางวลัใหก้บัตนเองในท่ีสุด 
 ผูเ้ขียนขอกราบขอบคุณ คุณครู-อาจารย ์ทุกท่าน ตั้งแต่ประถมจนถึงมหาวิทยาลยัท่ีไดป้ระสิทธิประสาท
วิชาให ้ขอกราบขอบคุณทุกท่านท่ีไดใ้หก้ารสนบัสนุนหนงัสือตั้งแต่ e-book:Series 1 ถึง e-book :Series
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บทท ี่ 1 เมทริกซ์ 

    บทที ่1 

      เมทริกซ ์ 

         (Matrices) 

1.1 ความหมายและสญัลกัษณ ์ 

นยิาม 1.1 เมทริกซ ์คือ กลุ่มของจาํนวนหรือฟังกชั์น ซ่ึงเขยีนเรียงกนัเป็นรปูสเีหลียมมุมฉาก ่ ่

(Rectangular Array) ภายในเคร่ืองหมาย [   ] Matrices 

รปูทั่วๆ ไปของเมทริกซ์น้ัน เรานิยมเขยีนดังน้ี 

A = 
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 หลักท ี่ 1  หลักท ี่ 2      หลักท ี่ n 

จาํนวนซ่ึงเขยีนเรียงกนัในแนวนอน รวมเรียกว่า แถว (Row) 

จาํนวนซ่ึงเขยีนเรียงกนัในแนวดิ่ง รวมเรียกว่า หลกั (Column) 

จะเหน็ว่า  เมทริกซ์  A มี  m แถว  และมี  n หลัก  เราจะกล่าวว่า  A มี ขนาด m n
หรือ  มิติ m n  

      จากรปูทั่วไปของเมทริกซ์ A เราจะเรียก a
11
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 แต่ละตัวว่า สมาชิก (Element หรือ Entry) ของเมทริกซ์ A และจะใช้

สญัลักษณ ์a
ij
 แทน สมาชิกทีอ่ยู่ในแถวที ่i  หลกัที ่j ของเมทริกซ ์A และจะกล่าวว่า a

ij
 

เป็นสมาชิกทอียู่ในตาํแหน่ง ่ (i,j) ของเมทริกซ์  A 

จากรปูทั่วๆ ไปของเมทริกซ์ A เราอาจเขยีนได้ย่อๆ ว่า 

A = [a
ij
]       เม่ือ  i  = 1, 2, …, m  และ  j  =  1, 2, …, n    

หรือ            A    =    [a
ij
]
mxn

 

เราจะเรียก  i ว่า ตวัช้ีแถว  เพราะเป็นตัวทบีอกให้เราทราบว่าสมาชิกน้ันมาจากแถวใด ่

และจะเรียก j ว่า ตวัช้ีหลกั เพราะเป็นตัวทบีอกให้เราทราบว่าสมาชิกน้ันมาจากหลักใด่  

แถวท ี ่ 1 

แถวท ี ่ 2 

แถวท ี ่ m 

1 



บทท ี่ 1 เมทริกซ์ 

หมายเหตุ 1. เราอาจใช้เคร่ืองหมาย  (  )  เขยีนแทนเคร่ืองหมาย [  ] กไ็ด้ เช่น

A = 






 
402

531

2. โดยปกติเรานิยมใช้อกัษรโรมันตัวพิมพ์ใหญ่ เช่น A, B, C, … เรียกช่ือเมทริกซ์

และใช้อกัษรโรมันตัวพิมพ์เลก็ เช่น a, b, c,… แทนสมาชิกของเมทริกซ์ A,B,C,…

ตามลาํดับ

นยิาม 1.2      ถ้า A = [a
ij
]
 nxn

 เป็นเมทริกซ์ขนาด n n แล้วเทรส (Trace) ของเมทริกซ ์A  

ซ่ึงจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ Tr(A)  คือ  ผลบวกของสมาชิกทีอ่ยู่ในแนวเสน้ทแยง 

มุมของเมทริกซ ์A  น่ันคือ 

Tr(A)  = 

1

n

ii
i

a

  = a

11
 + a

22
 + … + a

nn
 

  1.2   การกระทําระหว่างเมทริกซ ์ (Matrix Operations)  

Trace 

1.2.1 การเท่ากนัของเมทริกซ ์(Equality of Matrices) 

นยิาม 1.3 

Equality of 
Matrix 

ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 และ B = [b
ij
]
mxn

 เป็นเมทริกซ์ซ่ึงมีขนาด m  n ทั้งคู่ เราจะกล่าวว่า 

เมทริกซ ์A เท่ากบัเมทริกซ ์B ถ้าสมาชิกทุกตัวของ A และ B ทอียู่ในตาํแหน่งเดียวกนั่  

เท่ากนั 

ขอ้สงัเกต จากนิยามจะได้ว่า  A  =  B  กต่็อเม่ือ a
ij
 = b

ij
   i = 1,2,…,m  และ  j = 1,2,..,n 

1.2.2 การบวกเมทริกซ ์ (Addition of Matrices) 

นยิาม 1.4 ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 และ B = [b
ij
]
mxn

 เป็นเมทริกซ์ซ่ึงมีขนาด m n ทั้งคู่แล้ว 

ผลบวกของเมทริกซ ์A และ B  เท่ากบั 

A + B = C = [c
ij
]
mxn

 โดยที่ c
ij
 = a

ij
 + b

ij
 เม่ือ i = 1,2,…,m และ j = 1,2,…,n 

Addition of 
Matrix 

 จากนิยามจะเหน็ว่าการบวกเมทริกซ์น้ันจะทาํได้กต่็อเม่ือ เมทริกซ์ทั้งสองน้ันมีขนาด 

เท่ากนั และถ้าเมทริกซ์ทั้งสองมีขนาดเป็นm n แล้วผลบวกกจ็ะเป็นเมทริกซ์ซ่ึงมีขนาด 

m n  ด้วย   ในบางคร้ังเราอาจจะเขยีนผลบวกของ A และ B ในรปูย่อๆ ดังน้ี 

A + B  =  [a
ij
 + b

ij
]
mxn

นยิาม 1.5 

Zero Matrix 
เมทริกซศู์นย ์(Zero Matrix) คือ เมทริกซ์ซ่ึงมีสมาชิกทุกตัวเป็น 0 และจะเขยีน 

แทนด้วยสญัลักษณ ์ 0

2 



บทท ี่ 1 เมทริกซ์ 

1.2.3 การลบเมทริกซ ์ (Subtraction of Matrices) 

นยิาม 1.6 
Subtraction of 

Matrix 

ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 และ  B = [b
ij
]
mxn

 แล้ว  

A-B  =  A + (-B)  =  [a
ij
-b

ij
]
mxn

หมายเหตุ  ถ้า A + B = 0  แล้ว เราจะกล่าวว่าเมทริกซ ์B เป็นอินเวอรส์ (Inverse) สําหรบั

การบวกของเมทริกซ ์A และจะใช้สญัลักษณ ์–A เขยีนแทนเมทริกซ์ B ซ่ึงทาํให้ 

A + B  =  0   ดังน้ัน  A +(-A) = 0

1.2.4 การคูณเมทริกซด์ว้ยสเกลาร ์ (The Scalar Multiplication) 

นยิาม 1.7 
Scalar 

Multiplication 

ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 เป็นเมทริกซ์ขนาด m  n และให้ c เป็นสเกลาร์ใดๆ  

ผลคูณของสเกลาร ์c และเมทริกซ ์A คือ cA = C = [c
ij
]
mxn

  โดยที่ c
ij
 = ca

ij
 เม่ือ  

i = 1, 2,…,m และ j = 1, 2,…,n 

หมายเหตุ  คาํว่า “สเกลาร”์ ในทน้ีีหมายถงึ่ จาํนวนจริงหรือจาํนวนเชิงซ้อนใดๆ ดังน้ัน การคูณ 

เมทริกซ์ด้วยสเกลาร์ กค็ือ การคูณเมทริกซ์ด้วยจํานวนจริงหรือจํานวนเชิงซ้อนใดๆ 

น่ันเอง 

 จากนิยามจะได้ว่าการคูณเมทริกซด์ว้ยสเกลารค์ือ การเอาสเกลาร์คูณสมาชิกทุกตัว 

ของเมทริกซ์น้ันน่ันเอง ดังน้ัน  

cA =  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
c

a a a

 
 
 
 
 
 




 


 = 



















mn2m1m

n22221

n11211

cacaca

cacaca

cacaca







 =  Ac 

ในการคูณเมทริกซ์  A = [a
ij
]
mxn

 ด้วยสเกลาร์ c น้ันอาจเขยีนได้ง่ายๆ ว่า cA = [ca
ij
]
mxn

ขอ้สงัเกต (-1)A = -A 

1.2.5 การคูณระหว่างเมทริกซ ์ (The Multiplication of Matrices) 

นยิาม 1.8 
Multiplication 

of Matrix 

ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 เป็นเมทริกซ์ขนาด m n และ B = [b
ij
]
nxp

 เป็นเมทริกซ์ขนาด 

n p    ผลคูณของเมทริกซ ์A และ B  คือ  AB = C = [c
ij
]
mxp

  โดยที่ 

c
ij
  =  



n

1k

kjik
ba  = a

i1
b

1j
 + a

i2
b

2j
 + … + a

in
b

nj
 

เม่ือ  i  =  1, 2,…,m  และ  j = 1, 2,…,p  
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บทท ี่ 1 เมทริกซ์ 

 จากนิยามจะเหน็ว่าการคูณเมทริกซ์ A ด้วยเมทริกซ์ B น้ัน จะคูณกนัได้  กต่็อเม่ือ 
จาํนวนหลักของเมทริกซ์ A จะต้องเท่ากบัจาํนวนแถวของเมทริกซ์ B และผลคูณทไีด้่

จากการคูณเมทริกซ์ A ด้วยเมทริกซ์ B จะเขียนแทนด้วย AB ดังน้ัน เราอาจกล่าวโดย

ทั่วๆ ไปได้ว่าเมทริกซส์องเมทริกซจ์ะคูณกนัได ้ ก็ต่อเมือ่ จํานวนหลกัของเมทริกซที์่

เป็นตวั 
ตั้งจะตอ้ง เท่ากบั จํานวนแถวของเมทริกซที์่เป็นตวัคูณ  และถ้าให้ C เป็นผลคูณของ 

เมทริกซ์ A และ B  

ดังน้ัน  AB  =  C  =  [c
ij
]
mxp

  

โดยที่    c
ij  

 =   


n

1k

kjik
ba    =    a

i1
b

1j
 + a

i2
b

2j
 + … a

ik
b

kj
 + …  + a

in
b

nj
  

 น่ันคือ  c
ij 
 ซ่ึงเป็นสมาชิกทอียู่ในตาํแหน่ง่  (i,j) ของเมทริกซ์  A  และสมาชิกแต่ละ 

ตัวในหลักที่ j ของเมทริกซ์ B 

























mn2m1m

in2i1i

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

aaa


































npnj2n1n

p2j22221

p1j11211

bbbb

bbbb

bbbb







 = 

























mp2m1m

n22221

n11211

ccc

ccc

ccc






ในบางคร้ังเราอาจเขยีนผลคูณของเมทริกซ์ A และ B ในรปูย่อๆ ดังน้ี 

AB  = 

mxp

n

1k

kjik
ba 







ตวัอย่าง 1.1 กาํหนดให้ 

  A = 







062

421

 ,  B = 


















2572

1310

3414

จงหา (1)  สมาชิกซ่ึงอยู่ในแถวท ี่ 2  หลักท ี่ 3 ของ AB 

(2) สมาชิกซ่ึงอยู่ในแถวท ี่ 1  หลักท ี่ 4 ของ AB

c
ij
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บทท ี่ 1 เมทริกซ์ 

วิธีทํา (1) 









062

421


















2572

1310

3414

= 










(24) + (63) + (05)  = 26 

วิธีทํา (2) 









062

421



















2572

1310

3414

= 










(1  3) + (2  1) + (4  2)  = 13

 

1.2.6 การทรานสโพสของเมทริกซ ์ (The Transpose of a Matrix) 

 ถ้าเราสลับทรีะหว่างแถวและคอลัมน์ของเม่ ทริกซ์ A  กจ็ะได้เมทริกซ์ใหม่ ซ่ึงเราจะ 
เรียกเมทริกซ์ใหม่น้ีว่า  ทรานสโพสของเมทริกซ์ A  ดังน้ัน  เราจึงนิยามทรานสโพสของ 
เมทริกซ์ ดังน้ี 

นยิาม 1.9 ถ้า A = [a
ij
]
mxn

 เป็นเมทริกซ์ขนาด m  n แล้ว  

ทรานสโพส (Transpose) ของเมทริกซ ์A คือ เมทริกซ์ A
T
 = ]a[

T

ij
  เม่ือ  

T

ij
a  = a

ji

Transpose of a 
Matrix 

 จากนิยามแสดงว่า เม่ือ A เป็นเมทริกซ์ขนาด m  n จะได้ A
T
 (อ่านว่า A  

ทรานสโพส หรือ ทรานสโพสของเมทริกซ์ A)  เป็นเมทริกซ์ทมีีขนาด ่ n  m  

และสมาชิกทอียู่ในตาํแหน่ง่  (i , j) ของ A
T
 กค็ือ สมาชิกทอียู่ในตาํแหน่ง่  (j , i)  

ของเมทริกซ์ A น่ันเอง    ทรานสโพสของเมทริกซ์  เรียกอกีช่ือว่า เมทริกซส์ลบัเปลีย่น 

ตวัอย่าง 1.2  กาํหนดให้ A, B, C, D, E มีขนาด 45, 45, 54, 42 และ 54  ตามลาํดับ 

จงพิจารณาว่าเมทริกซ์ในข้อใดมีความหมาย     ในกรณทีมีีความหมายจงหาขนาดและ่  

จาํนวนสมาชิกในเมทริกซ์น้ันด้วย 

(1) BA (2) AC+D (3) E(A+B) (4) (A
T
+E)D

วิธีทํา (1) BA = [b
ij
]
4x5

  [a
ij
]
 4x5

 

 ไม่เท่ากนั 

หา BA ไม่ได้   เน่ืองจากจาํนวนหลักของตัวตั้งไม่เท่ากบัจาํนวนแถวของตัวคูณ 

  26 

   13 
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