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คํานาํ 
 

  การเรียนแคลคูลสักบัการเล่นกีฬามีลกัษณะคลา้ยกนั โดยเฉพาะอยา่งยิง่กีฬากอลฟ์  “ไทเกอร์ วูดส์” 
นกักอลฟ์สายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดงัระเบิดไปทัว่โลก ดว้ยประวติัการเรียนและกีฬากอลฟ์อนัเยีย่มยอด 
เป็นแชมป์กอลฟ์เยาวชนของสหรัฐหลายสมยั หลงัการกา้วเขา้สู่กอลฟ์อาชีพเพยีงเวลาไม่ก่ีเดือน กส็ามารถควา้
แชมป์กอลฟ์รายการใหญ่ไดห้ลายรายการ ดว้ยวยัเพียง 21 ปี  ดา้นการเรียน  มีผลการเรียนดีเยีย่มสามารถเขา้
เรียนในมหาวทิยาลยั ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลยัทอ็ปเทนของสหรัฐ  ผูเ้ขียนอยากนาํทั้งสองส่ิงมาหล่อหลอมเขา้
ดว้ยกนั เพื่อใหนิ้สิต  นกัศึกษา  และผูส้นใจในวิชาแคลคูลสัไดม้องภาพในอนาคตไดเ้ห็นชดัเจนยิง่ข้ึน  โดยนาํ
กีฬากอลฟ์มาอธิบายเปรียบเทียบ     หนงัสือเล่มน้ีไดต้ั้งช่ือวา่    “ สนามฝึกซ้อมวชิาแคลคูลสั ” (Driving 
Range of Calculus) เช่นเดียวกบักีฬากอลฟ์ซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range of Golf) ก่อนท่ีจะ
เขา้สนามฝึกซอ้มคงตอ้งศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบติัต่างๆ จากหอ้งเรียนจนเขา้ใจดีพอ แลว้จึงนาํหนงัสือ
เล่มน้ีมาฝึกฝนใหเ้กิดความเขา้ใจใหดี้ยิง่ข้ึน 
  หนงัสือเล่มน้ีไดใ้ชเ้ทคโนโลยสีมยัใหม่ มาช่วยทาํใหรู้ปแบบของหนงัสือดีมีคุณค่ายิง่ข้ึน โดยใช ้

โปรแกรม  Mathcad   Maple และ  Mathematica  ซ่ึงทาํใหผู้อ่้านหนงัสือเล่มน้ี   สามารถมองเห็นโจทย์
ปัญหานั้นๆ ไดเ้ป็นรูปธรรมมากข้ึน 
  แคลคูลสัเป็นวชิาท่ีสาํคญัวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัในการพฒันา
นาํไปใชป้ระยกุตใ์นสาขาวิชาต่างๆ ของนกัวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนท่ีจะนาํไปประยกุต ์ ใชไ้ดดี้ นิสิต 
นกัศึกษา จาํเป็นตอ้งศึกษาวิชาพื้นฐานใหเ้ขา้ใจถ่องแทก่้อน  จากประสบการณ์ดา้นการสอนวชิาคณิตศาสตร์
วิศวกรรมมามากกวา่ 40 ปี ในมหาวทิยาลยัเทคโนโลยพีระจอมเกล้าพระนครเหนือแห่งน้ี   และเป็นอาจารย์
พิเศษสอนวิชาคณิตศาสตร์ในมหาวิทยาลยัของรัฐอีกหลายแห่ง จึงไดร้วบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีว่ชิา
แคลคูลสัพืน้ฐาน (Calculus Concept Maps) ตามท่ีผูเ้ขียนไดแ้นบใหใ้นดา้นหลงัของปกหลงัของหนงัสือ
เล่มน้ีและยงัมอบตารางรวมสูตรอนุพนัธ์และอินทิกรัลจาํนวน 147 สูตรอีกหน่ึงแผน่ภาพส่ีสี ขนาดA3 ให้
ผูอ่้าน  ผูเ้ขียนไดแ้บ่งเน้ือหาออกเป็น e-Book:Series 1-8 โดยแต่ละ Series จะมีเน้ือหาความสมัพนัธ์กนั
เก่ียวขอ้งกนัอยูต่ลอดเวลาดงันั้นการศึกษาวิชาแคลคูลสัจาํเป็นตอ้งมีพื้นฐานของคณิตศาสตร์ e-Book:Series 
ตน้ๆ อยูต่ลอดเวลา  
  ทางดา้นกีฬากอล์ฟนั้นผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรับการฝึกอบรมจากคุณครูกอลฟ์ Bell Penny 
(Head Professional-Class A C.P.G.A.) จากโรงเรียนการศึกษากอลฟ์ไทย ซ่ึงเป็นโรงเรียนกอลฟ์แห่งแรก
ของประเทศไทย เม่ือปี 1994 ทาํใหผู้เ้ขียนไดเ้กิดแนวคิดท่ีจะนาํทั้งสองเร่ืองน้ี คือ แคลคูลสัและกอลฟ์มา 
 
 
 



 

 

 
 

ผนวกเขา้ดว้ยกนั ซ่ึงมีหลายๆ ส่ิงสามารถนาํมาเปรียบเทียบใหนิ้สิต นกัศึกษา ไดม้องเห็นภาพการศึกษา
แคลคูลสัไดดี้ยิง่ข้ึนในกีฬากอลฟ์นั้นเราแบ่งไฟทอ์อกเป็น 3 ไฟท ์ เรียงลาํดบัตามความสามารถไดด้งัน้ี คือ 
ไฟท ์C มือใหม่ (Beginner) , ไฟท ์B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท ์A มืออาชีพ (Professional)  
              การเล่นกอลฟ์นั้น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั้น ตอ้งใชค้วาม 
อดทน ความพยายาม มีจิตใจท่ีมุ่งมัน่ การเล่นกอลฟ์จะตอ้งแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ตลอดเวลาและรูปแบบของ
ปัญหานั้นเปล่ียนแปลงอยูเ่สมอผูเ้ล่นตอ้งคิดแกปั้ญหาดว้ยตวัเองบนพื้นฐานของประสบการณ์ท่ีมีอยู ่ เม่ือถึงจุด
หน่ึงผูเ้ล่นท่ีมีพื้นฐานและการฝึกซอ้มดีพอ ผูเ้ล่นจะสามารถแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ไดเ้สมอ โดยท่ีผูเ้ล่นจะตอ้ง
นาํปัจจยัหลายๆ อยา่งมาช่วยในการคิดแกปั้ญหา 
  ในวิชาแคลคูลสักเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาท่ีตอ้งใชค้ณิตศาสตร์หลายๆ ดา้นมาประกอบกนั เพื่อช่วยใน
การคิดแกปั้ญหา ผูเ้ขียนจึงไดเ้ขียนปูพื้นตั้งแต่เร่ิมตน้ ตั้งแต่ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึกลงไปในแต่
ละเร่ืองมากกวา่เดิม  นกัศึกษาท่ีพื้นฐานยงัไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนกักอลฟ์มือใหม่ ตอ้งฝึกทาํโจทยต์ั้งแต่ตน้
ในเร่ืองพื้นฐานจนเกิดความเขา้ใจก่อน จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลสัได ้ เม่ือผูเ้รียนฝึกซอ้มจน
เขา้ใจแลว้จึงจะถือไดว้า่อยูใ่นระดบัมือสมัครเล่น และนกัศึกษาจะตอ้งทาํการฝึกฝนต่อไปอีกจนเกิดความ
เขา้ใจ จึงจะถือวา่นกัศึกษาจดัอยูใ่นขั้นระดบัมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยกุตไ์ด ้  ในตาํราชุดน้ี
เปรียบเสมือนสนามฝึกซอ้ม มีโจทยต์วัอยา่งมากมายเพียงพอท่ีจะทาํใหน้กัศึกษาพฒันาตนเองอยูใ่นขั้นมือ
อาชีพไดอ้ยา่งสบาย  
         หนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 6 ก่อนที่จัดทาํเป็น e-book:Series 6 ได้ปรับปรงุมาแล้ว2คร้ัง 
โดยทาํการปรับปรุงจากหนังสอืคณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 6 จะเน้นในเร่ือง การแปลงลาปลาซ อนุกรม
ฟูเรียร ์และสมการเชิงอนุพนัธย่์อย โดยปรับปรงุ จากการจัดพิมพ์คร้ังแรกในปี 2543 มีการเพ่ิมเน้ือหาและ
รูปกราฟของฟังก์ชันในระบบสี่สีอีกมากมายรวมทั้งรูปเล่ม ตัวหนังสือเป็นสีนํ้าเงิน เพ่ือให้ดูชัดเจน และ
สวยงาม นอกจากน้ีผู้เขียนได้เพ่ิมตัวอย่างพร้อมแสดงวิธีทาํโดยละเอียดที่น่าสนใจจากเดิม  รวมตัวอย่าง
โจทย์เป็น 311 ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์ปัญหาพร้อมคาํเฉลย เป็น 1,136 ข้อ  วาดกราฟ ทั้งหมดเป็น 187 
รปู  และ แสดงขั้นตอนวิธกีารหาคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธ ์   และวาดกราฟโดยสี่สใีช้โปรแกรม Maple  
เพ่ือให้นักศึกษาได้เหน็เป็นรูปธรรมนามธรรมย่ิงขึ้น และเกิดความเข้าใจลึกซ้ึง โดยดูจากกราฟของฟังก์ชัน
จริง โดยเฉพาะอย่างย่ิง ผู้เขยีนยังได้เพ่ิมโจทย์ปัญหาและแบบฝึกหัดทาํให้จาํนวนหน้าเพ่ิมขึ้นอกีมากจากเดิม 
534 หน้า เป็น 620 หน้า   นกัศึกษาและผูอ่้านจะไดฝึ้กทบทวนเน้ือหาและทดลองทาํแบบฝึกหัดในลกัษณะ
ต่างๆทาํใหเ้กิดความรู้ความเขา้ใจในทฤษฎีใหถ่้องแท ้ อนัจะเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัต่อการเรียนการสอน และการ
ทาํงานไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพในอนาคต ถา้จะให้หนงัสือ e-book:Series 6 เล่มน้ีเปรียบเทียบกบักีฬากอลฟ์
ผูเ้ขียนตั้งใจจะให้เป็นเช่นเดียวกบั สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range) ถา้ใครเขา้สนามฝึกซ้อมมากก็จะ
ทาํใหพ้ฒันาดียิง่ข้ึน แลว้จะส่งผลใหนิ้สิต-นกัศึกษา ขอ้สอบกลางภาค (Midterm) และสอบปลายภาค  
 
 
 



(Final) ดว้ยความมัน่ใจ เช่นเดียวกบันกักอลฟ์ท่ีมีความพร้อม และมีความเช่ือมัน่ท่ีลงสนามแข่งขนั 

  ผูเ้ขียนขอกราบขอบคุณ คุณครู-อาจารย ์ทุกท่าน ตั้งแต่ประถมจนถึงมหาวิทยาลยัท่ีได้ประสิทธิ
ประสาทวิชาให้ ขอกราบขอบคุณทุกท่านท่ีไดใ้ห้การสนบัสนุนหนงัสือตั้งแต่ e-book:Series 1 ถึง e-book

:Series 8 ขอขอบคุณเพื่อนร่วมงานทุกคนท่ีไดค้อยให้กาํลงัใจและให้คาํแนะนาํดว้ยดีมาตลอด ขอขอบคุณ  
คุณ คุณวีณา เนตรสว่าง และ คุณฉัตรสุมาลย ์  ลาภเวธี  ท่ีทุ่มเทช่วยพิมพต์น้ฉบบั Series 6 คร้ังแรกให้เป็น
อย่างดีและขอบคุณนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์หลายรุ่นท่ีไดช่้วยตรวจตน้ฉบบัให้เป็นอย่างดี และท่ี
สาํคญัท่ีสุดขอขอบคุณและขอบใจ  ภรรยา และลูกๆ ของผูเ้ขียนทั้งสอง :   คุณยพุิน   แววเจริญ   ลูกแพรวและ
ลูกเพชร    คุณวงษ์เดือน   บ่ายเท่ียง  ลูกตั้มและลูกต้ี  ท่ีได้ให้กาํลังใจในการเขียนมาตลอดและเป็นผูอ้ยู่
เบ้ืองหลงัของความสาํเร็จในการจดัทาํ น้ี    
         หนงัสือ e-book:Series 6 การแปลงลาปลาซ อนุกรมฟูเรียร ์และสมการเชิงอนุพนัธย่์อย เล่มน้ีจะ
ไม่สามารถเกิดข้ึนได ้  ถา้ไม่มี  ผูบ้ริหารของ มจพ. หลายท่าน โดยเฉพาะ  รศ.ดร.ฐิตนนท์  จารุโรจน์กีรติ 
คณบดีคณะวิทยาศาสตร์ประยกุต ์ รศ.ดร.เสนอ คุณประเสริฐ หวัหนา้ภาควิชาคณิตศาสตร์  และเพ่ือนร่วมงาน
ในภาควิชาคณิตศาสตร์และนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ทั้งในอดีตและปัจจุบนั ดงัเช่น ดร. อมรรัตน์ 
สังข์สุวรรณ   (MA16) คุณ นพดล สวนดอน (MA17)  คุณ วนัเพญ็  แต่งงาม(MA17)  และ คุณ บุปผา จิตรโสม 
(MA20)   ท่ีทุ่มเทเวลาช่วยพิมพต์น้ฉบบัให้เป็นอยา่งดียิ่ง  ทา้ยสุดน้ีขอขอบใจ นาย ทินพฒัน์  แววเจริญ ( AS 
23) ของ  มจพ. (KMUTNB) ท่ีช่วยออกแบบปก และ Artwork ของ e-book:Series 6 เล่มน้ีทั้งหมด

  ผูเ้ขียนหวงัวา่หนงัสือประกอบการเรียนเล่มน้ี คงจะเป็นประโยชนต่์อนิสิต นกัศึกษา ใน
สถาบนัอุดมศึกษาต่างๆ บา้งตามสมควร หากพบขอ้บกพร่องท่ีควรแกไ้ขในหนงัสือเล่มน้ี กรุณาเสนอแนะให้
ผูเ้ขียนทราบดว้ย จกัเป็นพระคุณยิง่  ขอใหแ้ฟนพนัธ์แทแ้ละผูส้นใจคอยติดตาม e-book:Series 7 ตอ่ไป 

คุณความดแีละคุณประโยชน์ทั้งหลายทั้งปวง ขอมอบให้บิดา – มารดา ครู-อาจารย์ ของผู้เขยีนทั้งสอง 

รศ. ศรีบุตร  แววเจริญ    รศ. ดร. ชนศักดิ์  บ่ายเทีย่ง 



 

 

คํานยิม 
 
ท่านผู้อ่านหนังสอืเล่มน้ีทุกท่าน   ผมได้ติดตามวิธคีิดและการทาํหนังสอื Series  1-8 ของอาจารย์

ทั้งสองท่าน คือ รศ. ศรีบุตร แววเจริญ และ รศ. ดร. ชนศักดิ์ บ่ายเที่ยง มาโดยตลอด  ซ่ึงได้จัดทาํหนังสือ
คณิตศาสตร์ SERIES ออกมาแล้ว  8  เล่มรวมทั้งปรับปรุงหนังสือคณิตศาสตร์ SERIES 1-8 มาโดยตลอด
หนังสอืคณิตศาสตร์ เล่มน้ีเป็นการปรับปรุงหนังสอื Series 6 ให้อยู่ในรปูแบบ e-book Series 6  การ
แปลงลาปลาซ อนุกรมฟูเรียร์ และสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย  มีการนําเอาโปรแกรมสําเร็จรูปทาง
คณติศาสตร์ Maple   มาช่วยวาดกราฟและคาํนวณคาํตอบของปัญหาสมการเชิงอนุพันธใ์ห้นักศึกษาได้ตรวจ
คําตอบอีกด้วย  ทําให้การเรียนวิชาคณิตศาสตร์สามารถทําความเข้าใจได้ง่ายขึ้ น  ผมเองตอนที่ เป็น
นักเรียน/นักศึกษาเวลาทาํการบ้านคณิตศาสตร์ต้องหาให้ได้คาํตอบและต้องถูกต้องแต่ม่ันใจว่าคาํตอบที่
ถูกต้องน้ันในสมัยก่อน  ต้องตรวจสอบที่ท้ายเล่มเท่าน้ัน   

 

ในปัจจุบันวิวัฒนาการทางคอมพิวเตอร์มีมากขึ้น ท่านอาจารย์ทั้งสองท่านกมิ็ยอมให้การเรียนรู้ ด้าน
คณิตศาสตร์เป็นแบบเดิมหรือยํ่าอยู่กบัที่ ได้พัฒนาการเรียนรู้ โดยการนาํโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์
มาช่วยในการแสดงวิธีทาํและหาคาํตอบ และได้สอดแทรกการแก้ปัญหาโดยโปรแกรมสาํเรจ็รูปในหนังสือ
เล่มน้ีด้วย  

ผมเองได้เห็น ความบากบั่น ความพยายามของอาจารย์ทั้งสองท่าน ที่พยายามช่วยให้การเรียน
คณิตศาสตร์เป็นเร่ืองที่ไม่ยุ่งยากอีกต่อไป  และในฐานะของผู้บริหารคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ต้อง
ขอขอบคุณและ อยากให้มีหนังสอืแบบน้ีมากขึ้นในหลายสาขาวิชาของคณะเพ่ือให้การเรียนในวิชาของคณะ
วิทยาศาสตร์ประยุกต์สามารถทาํให้นักศึกษาหรือผู้อ่านได้เข้าใจในเน้ือหาของวิชาน้ันอย่างดี 
                                                    ขอบคุณครับ 
 
 
                                             รองศาสตราจารย์  ดร. ฐิตนนท ์  จารโุรจน์กรีติ 
                                              คณบดีคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ 

                                แถมฟรี   

 e-book:Series 6  เล่มนี้  ผูเ้ขียนไดม้อบแผ่นผบัขนาด A3 รูป4สีสวยงามจํานวน 

  2  แผ่นทีจ่ะเป็นประโยชนก์บันกัศึกษาและผูส้นใจวิชา CALCULAS เป็นอย่างดี 

1. CALCULUS   CONCEPT   MAPS 
2. FORMULA  TABLES   OF   DERIVATIVES   AND   INTEGRALS 
3. SOME   COMPUTER-GENERATED    SURFACES   IN  3-SPACE   

 
 



 

 

คํานยิม 
 
ท่านผู้อ่านหนังสือ e-book:Series 6 การแปลงลาปลาซ อนุกรมฟูเรียร์ และสมการเชิง

อนุพนัธย่์อย เล่มน้ีทุกท่าน  ผมเป็นคนหน่ึงที่ใกล้ชิดและเหน็การทาํงาน  แนวการคิดและการทาํหนังสอืของ
รองศาสตราจารย์ ศรีบุตร แววเจริญ และ รองศาสตราจารย์ ดร.ชนศักดิ์ บ่ายเที่ยง  มาโดยตลอด ท่านทั้ง
สองได้เขียนหนังสอืคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ (e-book:Series 1- 8) ออกมาแล้ว 8 เล่ม
อย่างต่อเน่ืองและมีการปรับปรงุเน้ือหาใหม่ในหนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ทั้ง 8 เล่ม โดย
มีการเพ่ิมเติมรปูภาพประกอบโจทย์ปัญหาให้เหน็เป็นรปูธรรมและนาํเอาโปรแกรมสาํเรจ็รปูทางคณติศาสตร์ 
Maple และ Mathcad  มาช่วยในการเรียนการสอนวิชาคณิตศาสตร์เพ่ือให้ผู้อ่านหนังสือเล่มน้ีได้เห็น
ปัญหาโจทย์เป็นรปูธรรมย่ิงขึ้น  

ผมเห็นความมุ่งม่ัน และความตั้งใจของอาจารย์ทั้งสองท่าน คือ ความสาํเร็จที่ยังใหม่ที่จะช่วย
ประเทศไทยแก้ปัญหาการขาดแคลนหนังสือคณิตศาสตร์ที่ทันสมัยเหมือนต่างประเทศ  จากจุดเร่ิมต้น
ดังกล่าว ท่านตั้งใจจะทาํหนังสือเพ่ือลูกศิษย์ นิสิต นักศึกษาและผู้สนใจในวิชาแคลคูลัส ทาํให้หนังสือไม่
เพียงใช้เรียนในช้ันเรียนแต่กลับใช้เรียนเสมือนศึกษาบนเวบ็ที่มีรูปภาพ  คาํอธิบายและโปรแกรมครบทุก
ส่วน  ทาํให้ผู้เรียนขยายวงกว้างจากนักเรียนในช้ันเรียน  สู่นักเรียนนอกช้ันเรียนหลายสาขาอาชีพ ตอบสนอง
ต่อยุทธศาสตร์       การพัฒนาประเทศด้านการพัฒนาทรัพยากรมนุษย์   เกดิการเรียนรู้ที่สนับสนุนต่อสงัคม 
การมีการเรียนรู้อย่างต่อเน่ืองตลอดชีวิต  และนิสติ นักศึกษาจะได้ก้าวเข้าสู่สงัคมอาเซียนได้เป็นอย่างดี 

นับเป็นภาระกิจของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ ที่ต้องผลิตหนังสือและตาํรา
วิชาการเป็นบริการความรู้แก่สังคม ตามปรัชญาของมหาวิทยาลัยที่ว่า “พัฒนาคน พัฒนาวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยี”  และในฐานะของผู้บริหารภาควิชาคณิตศาสตร์ ต้องขอขอบคุณอาจารย์ทั้งสองท่านที่ปรับปรุง
หนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ เร่ือง  การแปลงลาปลาซ อนุกรมฟูเรียร ์และสมการเชิง
อนุพนัธย่์อย  e-book:Series 6 น้ี กนั็บเป็นบริการด้านสติปัญญาอีกเล่มหน่ึงที่ภาควิชาคณิตศาสตร์
ภมิูใจมอบให้แก่สงัคม และประเทศไทย 
                                                                                  ขอบคุณครับ 

 
 
 
 
   
 

รองศาสตราจารย์ ดร.เสนอ  คุณประเสริฐ                                
                   หัวหน้าภาควิชาคณ 
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บทที ่1 
คําตอบแบบอนุกรมกาํลงัของ
สมการเชิงเสน้
(Power Series Solutions of Linear 
Equations and Special Functions)

1.1 ทบทวนอนุกรมยกกาํลัง 
     (Review of Power Series) 
1.2 สมการโคชี-ออยเลอร์ 
     (The Cauchy-Euler Equation) 
1.3 คาํตอบแบบอนุกรมกาํลังรอบจุดสมมัญ 
    (Power Series Solutions About Ordinary Points) 
1.4 คาํตอบแบบอนุกรมกาํลังรอบจุดเอกฐาน 
     (Power Series Sollutions About Singular Points) 
1.5 ฟังกชั์นพิเศษ(Special Functions) 
       1.5.1  ฟังกชั์นเบสเซล (Bessel Functions) 
        1.5.2  ฟังกชั์นเลอจองด์ (Legender Functions) 

1.1 ทบทวนอนุกรมกาํลงั (Review of Power Series) 
     ใน SERIES 5 เราได้ศึกษาการหาคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธเ์ชิงเส้นอนัดับที่ n  
ส่วนใหญ่เป็นสมการที่มีสัมประสิทธิ์เป็นค่าคงตัวและมีวิธีการหาคําตอบเฉพาะโดย
ระเบียบวิธเีทยีบสมัประสทิธิ์วิธใีช้ตัวลบล้างวิธกีารแปรตัวพารามิเตอร์และระเบียบวิธตีัว
ดาํเนินการผกผันแต่มีปัญหาอกีมากมายทั้งทางวิศวกรรมศาสตร์และวิทยาศาสตร์ที่เป็น
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์ที่ไม่ใช่ค่าคงตัวเช่นสมการโคชี-ออย
เลอร์ สมการเลอจองด์ และสมการเบสเซลเป็นต้นการหาคาํตอบของสมการโคชี-ออย 
เลอร์สามารถกระทาํได้     โดยอาศัยวิธีหาคาํตอบของสมการเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์
เป็นค่าคงตัวมาช่วยอย่างไรกต็ามสมการเชิงเส้นที่มีสมัประสทิธิ์เป็นตัวแปรโดยทั่วไปไม่ 
สามารถหาคาํตอบได้ด้วยวิธีดังกล่าวเหมือนสมการโคชี-ออยเลอร์และไม่สามารถหา
คาํตอบได้ในรปูของฟังกชั์นมูลฐานดังน้ันเราจึงพยายามหาคาํตอบในรปูอนุกรมอนันต์ 
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ซ่ึงบ่อยคร้ังพบว่าคาํตอบที่หาได้จะอยู่ในรูปอนุกรมกาํลังในบทน้ีเราจะเน้นถึงการหา
คาํตอบของสมการเชิงเส้นที่มีสัมประสทิธิ์เป็นตัวแปรที่มีอันดับในรูปของอนุกรมกาํลัง
ซ่ึงผู้อ่านจะต้องมีพ้ืนฐานทางด้านอนุกรมกาํลังซ่ึงสามารถหาอ่านรายละเอียดเร่ือง
ดังกล่าวในหนังสือของผู้แต่งในSeries 4 อย่างไรก็ตามจะขอทบทวนพอสังเขปดัง
รายละเอยีดที่จะกล่าวต่อไปน้ี 

นยิาม 1.1      อนุกรมกาํลังในเทอมของ 0x x คืออนุกรมอนันต์ที่อยู่ในรปู 

       2
0 1 0 2 0 0 0

0

n n
n n

n
c c x x c x x c x x c x x





          

โดยที่ 0 1 2 3, , , , , nc c c c c เป็นค่าคงตัวไม่เจาะจงและเรียกอนุกรมดังกล่าวว่า 
อนุกรมกาํลังศูนย์กลางที่ 0x

Power Series 

ตัวอย่างเช่น 

1. อนุกรมกาํลัง  
0

1
2

n
n

n
x





 
 
 

     เป็นอนุกรมกาํลังที่มีศูนย์กลางที่ 0 

2. อนุกรมกาํลัง   
0
3 2 nn

n
x





  เป็นอนุกรมกาํลังที่มีศูนย์กลางที่ 2 

นยิาม 1.2      อนุกรมกําลงั  0
0

n
n

n
c x x





  ลู่เขา้(Convergence) ที่ค่าใดค่าหน่ึง  ถ้าลาํดับของ

ผลบวกย่อย   NS x ลู่เข้า  น่ันคือ     0
0

lim lim n
N nN N n

S x c x x


 


  มีค่า    

ถ้าลิมิตไม่มีค่าที่ x ใดๆ   เราจะกล่าวว่า อนุกรมไม่ลู่เขา้(Divergence) 

Convergence & 
Divergence

ตัวอย่างเช่น 

1. อนุกรมกาํลัง  
0

1 n n

n
x





 ลู่เข้าทุกค่า x เม่ือ 1 1x    

2. อนุกรมกาํลัง   2

0

1
2 !

n n

n

x
n






 ลู่เข้าทุกค่า x เม่ือ x   

3. ณ ที่ 1x  ในอนุกรมกาํลัง    1

0

1
1

n
n

n
x

n






    มีรปูเป็น 

  1

0

1 1 1 1 1 .....
1 1 2 3 4

n

n n





          
 ซ่ึงเป็นอนุกรมที่ลู่เข้าโดยกฎของ Liebnitz 

ใน Series 4 
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   บทที่ 1.1-1.2 คําตอบแบบอนุกรม

นยิาม 1.3      ช่วงแห่งการลู่เขา้(Interval of Convergence)ของอนุกรมกําลงั หมายถึง เซตของ

จาํนวนทั้งหมดซ่ึงทาํให้อนุกรมกาํลังเป็นอนุกรมทลู่ีเข้า่  
Interval of 

Convergence 

ตัวอย่างเช่น 

1. ช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม
0

n

n

x



  คือ  1,1  เ น่ืองจากเป็นอนุกรม

เรขาคณติ  โดยที่ r x   ถ้า 1r x   จะทาํให้อนุกรมลู่เข้า 

2. ช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม   
0

1
n n

n

x




    คือ  1,1

3. ช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม  
  2

0

1

2 !

n n

n

x

n






  คือ  ,   

นยิาม 1.4      อนุกรมกาํลัง  
0

n

n
n

c x a




 จะมี รศัมีของการลู่เขา้(Radius of Convergence) R

ได้ 3 แบบ คือ 
(1) ถ้าอนุกรมลู่เข้าทจุีดศูนย์กลาง่  x a  เพียงจุดเดียว  จะได้ 0R 

(2) อนุกรมลู่เข้าสาํหรับทุกๆ x ซ่ึง x a R    โดยที่ 0R 

และอนุกรมไม่ลู่เข้า  เม่ือ x a R 

(3) อนุกรมลู่เข้าสาํหรับทุกๆ x  ในกรณน้ีี  รัศมีการลู่เข้าคือ R  เราเขยีน R  

Radius of 

Convergence 

     ณ ทีจุดปลายช่วง่ (End Point)อาจจะลู่เข้า หรือไม่ลู่เข้ากไ็ด้  จึงสามารถจาํแนก

ออกเป็นกรณต่ีางๆได้  ดังน้ี 

ถ้า x a R   แล้ว R x a R     หรือ R a x a R       ดังน้ัน 
(1) ช่วงแห่งการลู่เข้าคือ  ,a R a R     หรือ
(2) ช่วงแห่งการลู่เข้าคือ  ,a R a R     หรือ

(3) ช่วงแห่งการลู่เข้าคือ  ,a R a R     หรือ

(4) ช่วงแห่งการลู่เข้าคือ  ,a R a R 

นยิาม 1.5       สาํหรับ x  ทอียู่ในช่วงแ่ ห่งการลู่เข้าททีาํให้อนุกรมในรปูค่าสมับูรณ์่  

 0
0

n

n
n

c x x





เป็นอนุกรมทีลู่เข้า่  เราจะกล่าวว่า อนุกรมกําลงัเป็นอนุกรมที่ลู่เขา้อย่างสมับูรณ์

(Absolute Convergence) 

Absolute 

Convergence 

   การหาช่วงของการลู่เข้าของอนุกรมกาํลังสามารถหาได้จากทฤษฎต่ีอไปน้ี 
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   บทที่ 1.1-1.2 คําตอบแบบอนุกรม

ทฤษฎี 1.1 

Finding the 
Interval of 

Convergence 

      การลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง     0
0

n

n
n

c x x




    สามารถตรวจสอบได้โดยใช้การ

ทดสอบแบบอตัราส่วนสมมติ  0nc    สาํหรับทุก n  และ 

 
 

1

1 0 1
0

0

lim lim
n

n n
nn n

nn

c x x c
x x L

cc x x


 

 


  


 

จะได้ว่า 

1. ถ้า  1L    แล้ว  อนุกรมจะลู่เข้าอย่างสมับูรณ์

2. ถ้า  1L    แล้ว  อนุกรมไม่ลู่เข้า

3. ถ้า  1L    แล้ว  ไม่มีข้อสรปุ  (Inconclusive)

ตวัอย่าง 1.1       จงหาช่วงของการลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง 

       2 3

1

4 4 4 4

2 2 8 24

n

n
n

x x x x

n





   
      

วิธีทํา   จากการทดสอบแบบอตัราส่วน 

 
 

   

1

1
1

4

2 1
lim lim 4 lim

2 14

2

1
4

2

n

n
n

nn n n
n

n

x

na n
x

a nx

n

x L






  




  


  

เราจะได้ว่า    อนุกรมน้ีลู่เข้าอย่างสมับูรณ ์  สาํหรับ   
1

4 1
2

x    

หรือ    4 2x       หรือ   2 6x      หรือ     2,6x

อนุกรมน้ีไม่ลู่เข้าสาํหรับ    
1

4 1
2

x       หรือ    4 2x      หรือ 

เม่ือ   6x     หรือ   2x 

ที่จุดปลายซา้ย  2x    ของช่วงเปิดของการลู่เข้าได้อนุกรมของค่าคงตัว
 

1

1
n

n n








เป็นอนุกรมลู่เข้าโดยการทดสอบด้วยอนุกรมสลับ    

ทีจุ่ดปลายขวา 6x   จะได้ อนุกรมของค่าคงตัว 
1

1

n n




  เป็นอนุกรมฮาร์มอนิกไม่ลู่เข้า 

ดังน้ัน    ช่วงของการลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง   
1

4

2

n

n
n

x

n






   คือ    2,6     และรัศมี

ของการลู่เข้าคือ   4R  
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