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คํานาํ 
การเรียนแคลคูลัสกบัการเล่นกฬีามีลักษณะคล้ายกนั  โดยเฉพาะอย่างย่ิงกฬีากอล์ฟ ซ่ึงในปัจจุบัน “ 

ไทเกอร์ วูดส ์” นักกอล์ฟสายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดังระเบิดไปทั่วโลก  ด้วยประวัติการเรียนและกฬีา
กอล์ฟอันเย่ียมยอด เป็นแชมป์กอล์ฟเยาวชนของสหรัฐหลายสมัย หลังการก้าวเข้าสู่กอล์ฟอาชีพเพียงเวลา
ไม่กี่เดือน กส็ามารถคว้าแชมป์กอล์ฟรายการใหญ่ได้หลายรายการ ด้วยวัยเพียง 21 ปี ด้านการเรียน 
มีผลการเรียนดีเย่ียมสามารถเข้าเรียนในมหาวิทยาลัย ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลัยทอ็ปเทนของสหรัฐ ผู้เขียนอยาก
นาํทั้งสองสิ่งมาหล่อหลอมเข้าด้วยกัน  เพ่ือให้นิสิต นักศึกษา และผู้สนใจในวิชาแคลคูลัสได้มองภาพใน
อนาคตได้เห็นชัดเจนย่ิงขึ้ น  โดยนํากีฬากอล์ฟมาอธิบายเปรียบเทียบ หนังสือเล่มน้ีได้ตั้งช่ือว่า “สนาม
ฝึกซ้อมวิชาแคลคูลสั” (Driving Range of Calculus) เช่นเดียวกับกีฬากอล์ฟซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอลฟ์
(Driving Range of Golf)  ก่อนที่จะเข้าสนามฝึกซ้อมคงต้องศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบัติต่างๆ จาก
ห้องเรียนจนเข้าใจดีพอ แล้วจึงนาํหนังสอืเล่มน้ีมาฝึกฝนให้เกดิความเข้าใจให้ดีย่ิงขึ้น

หนังสือเล่มน้ีได้ใช้เทคโนโลยีสมัยใหม่มาช่วย ทาํให้รูปแบบของหนังสือดีมีคุณค่าย่ิงขึ้ นโดยใช้
โปรแกรม Equations บน Microsoft Windows XP โดยเฉพาะการเขียนกราฟโดยโปรแกรม Mathcad12 

และ  Maple9.5 และการคาํนวณค่าอนิทกิรัลโดยใช้โปรแกรม Maple ซ่ึงทาํให้ผู้อ่านหนังสอืเล่มน้ี  สามารถ
มองเหน็โจทย์ปัญหาน้ันๆ ได้เป็นรูปธรรม และได้มองเหน็วิวัฒนาการความก้าวหน้าของซอฟทแ์วร์ทางด้าน
คณติศาสตร์

แคลคูลสัเป็นวิชาที่สาํคัญวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพ้ืนฐานที่สาํคัญในการพัฒนา
นาํไปใช้ประยุกต์ในสาขาวิชาต่างๆ ของนักวิทยาศาสตร์และวิศวกร  ก่อนที่จะนาํไปประยุกต์ใช้ได้ดี นิสิต 
นักศึกษา จาํเป็นต้องศึกษาวิชาพ้ืนฐานให้เข้าใจถ่องแท้ก่อน จากประสบการณ์ด้านการสอนมาเกือบ 20 ปี
ในสถาบันแห่งน้ี และเป็นอาจารย์พิเศษมหาวิทยาลัยอกีหลายแห่ง จงึได้รวบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีวิ่ชา
แคลคูลสัพื้ นฐาน (Calculus Concept Maps)  ตามที่นาํเสนอในปกหลังด้านในของหนังสือน้ัน ผู้เขียนได้
แบ่งเน้ือหาออกเป็น SERIES ทั้งหมด 8 SERIES โดยแต่ละ SERIES จะมีความสมัพันธ์กนัเกี่ยวข้องกนัอยู่
ตลอดเวลา โดยเฉพาะ SERIES 5 น้ี  ผู้อ่านควรจะศึกษาเน้ือหาใน SERIES 1 (อนุพันธ์และการประยุกต์)
SERIES 2(อนิทกิรัลและการประยุกต์) และ SERIES 3 (แคลคูลัสหลายตัวแปร)  ให้เข้าใจก่อน

ทางด้านกีฬากอล์ฟน้ันเราแบ่งไฟท์ออกเป็น 3 ไฟท์ เรียงลําดับตามความสามารถได้ดังน้ี คือ  
ไฟท์ C มือใหม่  (Beginner) , ไฟท์ B มือสมัครเล่น  (Amateur) , ไฟท์ A มืออาชีพ  (Professional)

การเล่นกอล์ฟน้ันต้องใช้ความอดทน ความพยายาม มีจิตใจที่มุ่งม่ัน การเล่นกอล์ฟจะต้องแก้ปัญหาเฉพาะ
หน้าตลอดเวลา รูปแบบของปัญหาน้ันมีการเปล่ียนแปลงอยู่เสมอ ผู้เล่นต้องคิดแก้ปัญหาด้วยตัวเองบน
พ้ืนฐานของประสบการณ์ที่มีอยู่ เม่ือถึงจุดหน่ึงผู้เล่นที่มีพ้ืนฐานและการฝึกซ้อมดีพอ  จึงจะสามารถแก้ 
ปัญหาเฉพาะหน้าได้เสมอ โดยที่ผู้เล่นจะต้องนาํปัจจัยหลายๆ อย่างมาช่วยในการคิดแก้ปัญหา



ในวิชาแคลคูลัสกเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาที่ต้องใช้คณิตศาสตร์หลายๆ ด้านมาประกอบกนัเพ่ือช่วยใน
การคิดแก้ปัญหา  นักศึกษาที่มีพ้ืนฐานยังไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนักกอล์ฟมือใหม่ต้องฝึกทาํโจทย์ตั้งแต่ต้น
ในเร่ืองที่เป็นพ้ืนฐานจนเกิดความเข้าใจก่อน  จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลัสได้ เม่ือผู้เรียน
ฝึกซ้อมจนเข้าใจแล้วจึงจะถือได้ว่าอยู่ในระดบัมือสมคัรเล่น  และนักศึกษาจะต้องทาํการฝึกฝนต่อไปอกีจน
เกดิความเข้าใจ  จึงจะถือว่านักศึกษาจัดอยู่ในขั้น ระดบัมืออาชีพ ซ่ึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยุกต์ได้ ใน
ตาํราชุดน้ีเปรียบเสมือนสนามฝึกซ้อม มีโจทย์ตัวอย่างมากมายเพียงพอที่จะทาํให้นักศึกษาพัฒนาตนเองอยู่
ในขั้นมืออาชีพได้อย่างสบาย

ในหนังสือประกอบการเรียน SERIES 5 เล่มน้ี ได้รวบรวมสรุปนิยาม, ทฤษฎี และโจทย์ตัวอย่าง
ประกอบกว่า 286 ขอ้ และมีรูปกราฟต่างๆ ทั้งใน 2 มิติ และรูปกราฟของฟังก์ชัน ซ่ึงเขียนโดยโปรแกรม
สาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์ประกอบโจทย์ปัญหาอกีกว่า 123 รูป นอกจากน้ีผู้เขียนยังได้รวบรวมโจทย์ปัญหา
อกีกว่า 1,150 ขอ้ ไว้ในนิสติ นักศึกษา ได้ฝึกทบทวนเนื้อหา และทดลองทาํแบบฝึกหัด  อนัจะเป็นพ้ืนฐาน
ที่สาํคัญต่อการเรียนได้เป็นอย่างดี ถ้าจะให้หนังสือเล่มน้ีเปรียบเทยีบกับกีฬากอล์ฟ ผู้เขียนตั้งใจจะให้เป็น
เช่นเดียวกบัสนามฝึกซอ้มกอลฟ์ (Driving Range)  ถ้าใครเข้าสนามฝึกซ้อมมากกจ็ะทาํให้พัฒนาฝีมือได้ดี
ย่ิงขึ้น ในทาํนองเดียวกนัถ้าผู้อ่านม่ันฝึกซ้อมบนสนามฝึกซ้อม SERIES 5 น้ี กจ็ะส่งผลให้นิสติและนักศึกษา
เขา้สอบกลางภาค (Midterm) และสอบปลายภาค (Final) ด้วยความมั่นใจ เช่นเดียวกับนักกอล์ฟที่มี
ความพร้อมและมีความเช่ือม่ันเม่ือลงสนามแข่งขนัและได้รับรางวัลให้กบัตนเองในที่สดุ

ผู้เขียนขอกราบขอบพระคุณคุณครูทุกท่าน ตั้ งแต่ระดับประถมจนถึงระดับมหาวิทยาลัย ที่ได้
ประสทิธิ์ประสาทวิชาให้ และขอกราบขอบคุณทุกท่าน ที่ได้ให้การสนับสนุนหนังสอื SERIES 1 SERIES 2 

SERIES 3 และ SERIES 4 ขอขอบคุณเพ่ือนร่วมงานทุกคนที่คอยให้การสนับสนุนและให้กาํลังใจมาโดย
ตลอด และขอขอบคุณ คุณวีณา เนตรสว่าง ที่ ทุ่มเทช่วยพิมพ์ต้นฉบับให้เป็นอย่างดี และที่สาํคัญที่สุด
ขอขอบคุณภรรยาและลูก ๆ ของผู้เขยีนทั้งสอง: คุณยุพิน แววเจริญ ลูกแพรวไพลินและลูกทนิพัฒน์ คุณวงษ์
เดือน บ่ายเที่ยง ลูกตั้มและลูกตี้  ที่ ได้ให้กําลังใจในการเขียนมาโดยตลอดและเป็นผู้ที่อยู่เบื้ องหลัง
ความสาํเรจ็ในการเขยีนตาํราทั้ง 8 เล่ม

หนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 5 ฉบับปรับปรุงคร้ังที่ 2 เล่มน้ี ได้ทาํการปรับปรุงจากหนังสือ
คณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 5 สมการเชิงอนุพันธ์ 1 จากการจัดพิมพ์คร้ังแรกในปี 2542 หลายๆ ด้าน    
ค่อนข้างมาก โดยเฉพาะอย่างย่ิง ได้นําเร่ือง การแปลงลาปลาซ (Laplace Transformation) จากหนังสือ
คณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 6 นํามาใส่เพ่ิมเติม อีกหน่ึงหัวข้อ   เพ่ือให้ครอบคลุมเน้ือหาในวิชา สมการเชิง
อนุพันธ์ (Differential Equation) ของมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าพระนครเหนือมหาวิทยาลัย  และ
มหาวิทยาลัยต่างๆ มากย่ิงขึ้น    นอกจากน้ีได้ใช้โปรแกรม Maple 11 และโปรแกรม Mathcad 14 ที่ใช้กนัอย่าง
แพร่หลาย ในกลุ่มของนักคณิตศาสตร์  ในการทาํกราฟิคต่าง ๆ โดย 360 กราฟของคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธ์
และสนามทิศทางของสมการเชิงอนุพันธ์ และกราฟของฟังก์ชันต่างๆที่เกี่ยวข้อง   พร้อมกันน้ีผู้เขียนยังได้มีการ
เพ่ิมเติมบทพิสูจน์ของทฤษฎีต่าง ๆ ในบทต่างๆทั้ง 5 บท และได้เพ่ิมตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์และสนามแสดง
ทศิทางของคาํตอบ ในบทที่ 1 และบทที่ 2 ได้มีการเพ่ิมตัวอย่างโจทย์ และโจทย์ปัญหาอีกมากมาย ในบทที่ 4 ได้
เพ่ิมเติมวิธีการลดรูปให้สัมประสิทธิ์เป็นค่าคงตัว และการแก้ระบบสมการเชิงเส้นที่เขียนในรูปของสมการเชิง



อนุพันธ ์ นอกจากน้ีผู้เขียนได้เพ่ิมตัวอย่างแสดงวิธทีาํโดยละเอยีดที่น่าสนใจจากเดิม 286 ตัวอย่างโจทย์เป็น 384 

ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์ปัญหาพร้อมคาํเฉลย จากเดิม 1,150 ข้อ เพ่ิมเป็น 1687 ข้อ และใช้โปรแกรม Maple 

เขยีนกราฟจากเดิม 123 กราฟ เป็น 360 กราฟ และแสดงขั้นตอนวิธกีารหาคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธแ์ละการ
วาดกราฟโดย Maple  เพ่ือให้ผู้ศึกษาได้เห็นรูปธรรมนามธรรมย่ิงขึ้น และเกิดความเข้าใจลึกซ้ึง โดยดูจากกราฟ 

ของคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธ ์  จากการเพ่ิมข้อมูลต่าง ๆ ทาํให้จาํนวนหน้าเพ่ิมขึ้นอกีมากจากเดิม 450 หน้า 
เป็น 632 หน้า  
            ผู้เขียนขอกราบขอบคุณ คุณครู-อาจารย์ ทุกท่าน ตั้งแต่ประถมจนถึงมหาวิทยาลัยที่ได้ประสิทธิ
ประสาทวิชาให้ ขอกราบขอบคุณทุกท่านน้ี    โดยเฉพาะอย่างย่ิงท่านอธิการบดี ผศ.ปรีชา อ่องอารี  ที่ให้เกยีรติ
ให้ คาํนิยมในหนังสือ e-book:Series 5 และให้การสนับสนุนหนังสือตั้งแต่ e-book:Series 1 ถึง e-book 
:Series 8และ รศ.ดร.เสนอ คุณประเสริฐ ที่ช่วยให้คาํแนะนาํการใช้โปรแกรม Maple หนังสือ e-book:Series 
5 สมการเชิงอนุพนัธ1์และการแปลงลาปลาซ ปรับปรุงใหม่เล่มน้ีจะไม่สามารถเกิดขึ้ นได้   ขอขอบคุณเพ่ือน
ร่วมงานทุกคนที่ได้คอยให้กาํลังใจและให้คาํแนะนาํด้วยดีมาตลอด ขอขอบคุณ  คุณฉัตรสมุาลย์  ลาภเวธ ีที่
ทุ่มเทช่วยพิมพ์ต้นฉบับให้เป็นอย่างดีและขอบคุณนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ที่ได้ช่วยตรวจต้นฉบับ
ให้เป็นอย่างดี และที่สาํคัญที่สุดขอขอบคุณและขอบใจ  ภรรยา และลูกๆ ของผู้เขียนทั้งสอง :   คุณยุพิน   
แววเจริญ   ลูกแพรวและลูกเพชร    คุณวงษ์เดือน   บ่ายเที่ยง  ลูกตั้มและลูกตี้   ที่ได้ให้กาํลังใจในการเขยีน
มาตลอดและเป็นผู้อยู่เบื้องหลังของความสาํเรจ็ในการจัดทาํ น้ี    
           หนังสือ e-book:Series 5 สมการเชิงอนุพันธ์ 1และการแปลงลาปลาช ปรับปรุงเป็น e-
book:Series 5 ใหม่เล่มน้ีจะไม่สามารถเกดิขึ้นได้   ถ้าไม่มีทมีงานบุคคลากรของคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ 
ในภาควิชาคณิตศาสตร์และนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ทั้งในอดีตและปัจจุบัน ดังเช่น นส.อุมา รตัน
เทพี   (MA12)  ที่ ช่วยพิมพ์ต้นฉบับและช่วยคํานวณคําตอบและวาดกราฟของคําตอบของสมการเชิง
อนุพันธ์ โดยโปรแกรม Maple นายเวคิน พุฒิธีระโชติ  (MA14) ที่ช่วยตรวจต้นฉบับอย่างละเอียดทุกบท  
นส. บุปผา จิตรโสม (MA20)   ที่ทุ่มเทเวลาช่วยพิมพ์ต้นฉบับให้เป็นอย่างดีย่ิง  ท้ายสุดน้ีขอขอบใจ นาย 
ทินพัฒ น์   แววเจริญ  ( AS 23) ของ  มจพ . (KMUTNB) ที่ ช่วยออกแบบปก  และ Artwork ของ e-
book:Series 5 เล่มน้ีทั้งหมด

ผู้เขยีนหวังว่าหนังสอืประกอบการเรียนเล่มน้ี คงจะเป็นประโยชน์ต่อนิสติ นักศึกษา ใน
สถาบันอดุมศกึษาต่างๆ บ้างตามสมควร หากพบข้อบกพร่องที่ควรแก้ไขในหนังสอืเล่มน้ี กรณุาเสนอแนะให้
ผู้เขยีนทราบด้วย จกัเป็นพระคุณย่ิง  ขอให้แฟนพันธแ์ท้และผู้สนใจคอยติดตาม e-book:Series 6 ตอ่ไป

คุณความดีและคุณประโยชนท์ั้งหลายทั้งปวง ขอมอบใหบ้ดิา – มารดา ครู-อาจารย ์ของผูเ้ขียนทั้งสอง

รศ. ศรีบุตร  แววเจริญ รศ. ดร. ชนศกัด์ิ  บ่ายเทีย่



คํานยิม 

ท่านผู้อ่านหนังสอืเล่มน้ีทุกท่าน   ผมได้ติดตามวิธคีิดและการทาํ Series  Books  ของอาจารย์ทั้งสอง
ท่าน คือ รศ. ศรีบุตร แววเจริญ และ รศ. ดร. ชนศักดิ์  บ่ายเที่ยง มาโดยตลอด  ซ่ึงได้จัดทําหนังสือ
คณิตศาสตร์ SERIES ออกมาแล้ว  8  เล่มรวมทั้งปรับปรุงคณิตศาสตร์ SERIES 1 SERIES 2 และSERIES

3 ไปเป็น e-book Series 1 e-book Series 2 และ e-book Series 3 เรียบร้อยและสามารถสั่งซ้ือได้ที่ศูนย์หนังสอื
จุฬาได้ทุกสาขา    หนังสอืคณติศาสตร์ Series 5 เล่มน้ีกเ็ช่นกนัผู้เขยีนหนังสอืทั้งสองท่านกไ็ด้ปรับปรงุเน้ือหา
ใหม่ในหนังสือให้ดี ย่ิงขึ้ นและทําเป็นเป็น e-book Series 5  โดยมีการนําเอาโปรแกรมสําเร็จรูปทาง
คณิตศาสตร์ Maple และ Mathcad มาช่วยในการวาดกราฟรูป4สี และหาคาํตอบของปัญหาตัวอย่างให้การ
เรียนวิชาคณิตศาสตร์สามารถทาํความเข้าใจได้ดีย่ิงขึ้ น   และสามารถตรวจสอบความถูกต้องของการหา
คาํตอบของสมการเชิงอนุพันธแ์ละการวาดกราฟ4สขีองคาํตอบโดยโปรแกรม Maple  ซ่ึงเป็นโปรแกรมที่นัก
คณิตศาสตร์นิยมใช้กนัทั่วโลก          ผมเองตอนที่เป็นนักเรียน-นักศึกษาเวลาทาํการบ้านคณิตศาสตร์ต้อง
หาให้ได้คาํตอบและต้องถูกต้องแต่ม่ันใจว่าคาํตอบที่ถูกต้องน้ันในสมัยก่อน  ต้องตรวจสอบที่ท้ายเล่มเท่าน้ัน  

ในปัจจุบันวิวัฒนาการทางคอมพิวเตอร์มีมากขึ้น ท่านอาจารย์ทั้งสองท่านกมิ็ยอมให้การเรียนรู้ ด้าน
คณิตศาสตร์เป็นแบบเดิมหรือยํ่าอยู่กบัที่ ได้พัฒนาการเรียนรู้ โดยการนาํโปรแกรมสาํเรจ็รปูทางคณิตศาสตร์
มาช่วยในการแสดงวิธีทาํและหาคาํตอบ และได้สอดแทรกการเขียนคาํสั่งโดยโปรแกรมสาํเรจ็รูป Maple ใน
หนังสอืเล่มน้ีไว้เป็นจาํนวนมากด้วย      เพ่ือให้ผู้อ่านได้ศึกษาโปรแกรม Mapleไปด้วย 

ผมเองได้เห็น ความบากบั่น ความพยายามของอาจารย์ทั้งสองท่าน ที่พยายามช่วยให้การเรียน
คณิตศาสตร์เป็นเร่ืองที่ไม่ยุ่งยากอีกต่อไป  และในฐานะของผู้บริหารคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ต้อง
ขอขอบคุณและ อยากให้มีหนังสอืแบบน้ีมากขึ้นในหลายสาขาวิชาของคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์เพ่ือให้การ
เรียนในวิชาของคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์สามารถทาํให้นักศึกษาหรือผู้อ่านได้เข้าใจในเน้ือหาของวิชาน้ัน
อย่างดี 

รองศาสตราจารย์  ดร. ฐิตนนท ์  จารโุรจน์กรีติ 
คณบดีคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์

แถมฟรี  
e-book:Series 5  เล่มนี้  ผูเ้ขียนไดม้อบแผ่นผบัขนาด A3 รูป4สีสวยงามจํานวน
2  แผ่นทีจ่ะเป็นประโยชนก์บันกัศึกษาและผูส้นใจวิชา CALCULAS เป็นอย่างดี

1. CALCULUS  CONCEPT  MAPS
2. FORMULA TABLES  OF DERIVATIVES  AND

INTEGRALS   



สารบญั 
                บทที ่1 
สมการเชิงอนุพนัธแ์ละคําตอบ 

    ( Differential Equation and Their Solution ) 

1.1  ตวัแบบเชิงคณิตศาสตร ์( Mathematical  Model )               1 - 3
1.2  การจําแนกสมการเชิงอนุพนัธ์ 4 -11 
1.3  คําตอบของสมการเชิงอนุพนัธส์ามญัเชิงเสน้ 12-13
1.4  ปัญหาเงือ่นไขค่าเริม่ตน้และปัญหาเงือ่นไขค่าขอบเขต 14-18
              (Initial–Value Problems and Boundary-Value Problems) 
1.5   การมีจริงและความเป็นไปไดอ้ย่างเดียวของคําตอบ 19-22
              ( Existence  and  Uniqueness  of  Solution ) 
1.6   สนามแสดงทิศทาง ( Directional  Fields ) 23-32

              บทที่ 2  
   สมการเชิงอนุพนัธอ์นัดบัหนึง่ 
  ( First Order Differential Equations ) 

2.1 สมการแบบแยกตวัแปรได ้(Separable Equations) 33-46
2.2 สมการแม่นตรง (Exact Equations) 47-73
2.3 ตวัประกอบเพือ่อินทิเกรต (Integrating Factors) 74-89
2.4 สมการเชิงเสน้ (Linear Equations) 90-114



2.5 สมการเอกพนัธ ์(Homogeneous Equations) 115-130
2.6 สมการทีแ่ปลงรูปเป็นสมการเอกพนัธ ์(Reduce to Homogeneous Equations)      131-142      

2.7 สมการแบรนู์ลลี และริกคาตี (Bernoulli Equations and Riccati Equations)         143-164
2.8 การแกส้มการโดยการแทนค่า (Subsititution Method) 165-172
2.9 สมการอนัดบัสองทีห่าคําตอบไดโ้ดยวิธีการของสมการอนัดบัหนึง่ 173-180

                 บทที ่3 
      การประยุกตส์มการเชิงอนุพนัธส์ามญั 
   (Applications of Ordinary Differential Equation) 

3.1  ปัญหาการหาประจุไฟฟ้าและกระแสในวงจรไฟฟ้า 181-194
(Application of Electric Circuits) 

3.2  การประยกุตใ์นทางกลศาสตร ์(Application of Mechanics) 195-218
3.3   การไหลของความรอ้นในภาวะสมํา่เสมอ 219-222

(The Steady - State Heat Flow) 
3.4  การประยกุตอ่ื์นๆ ไดแ้ก่ การเพิม่ของประชากร ดอกเบี้ ย ปฏิกริยาเคมี  เป็นตน้  219-222
3.5  แนววิถเีชิงตั้งฉาก  (Orthogonal Trajectories) 223-255

บทที่ 4 
  สมการเชิงอนุพนัธส์ามญัอนัดบัที่ n
 ( Differential Equation of Order n ) 

4.1   ทฤษฎีเบื้ องตน้ของสมการเชิงเสน้ 256-287
4.2   การลดทอนอนัดบัของสมการเชิงเสน้อนัดบัสอง (Reduction of Order) 288-298
4.3    สมการเชิงเสน้เอกพนัธที์ม่ีสมัประสิทธ์ิเป็นค่าคงตวั  299-323

  (Homogeneous Linear Equation with Constant)    



4.4   การหาคําตอบเฉพาะของสมการเชิงเสน้ทีไ่ม่เอกพนัธ ์         
   4.4.1 การหาคําตอบเฉพาะโดยระเบยีบวิธีเทียบสมัประสิทธ์ิ 324-346

 (The  Method of Undetermined Coefficients)
        4.4.2  การหาคําตอบเฉพาะโดยวิธีใชต้วัลบลา้ง (Annihilate) 347-363
        4.4.3  การหาคําตอบเฉพาะโดยระเบยีบวิธีการแปรตวัพารามิเตอร ์ 364-391

 (The  Method  of  Variation of  Parameters)

       4.4.4  การหาคําตอบเฉพาะโดยระเบยีบวิธีตวัดําเนนิการผกผนั 392-420
  (The  Method  of  Inverse Operator)

4.5  สมการโคชี-ออยเลอร ์ (Cauchy – Euler Equation) 421-438
4.6  การแกร้ะบบสมการเชิงเสน้ (Systems  of  Linear  Equations) 439-444
4.7  สมการไม่เชิงเสน้ (Nonlinear  Equations) 445-449

           บทที่ 5
      การแปลงลาปลาซ 
     (Laplace Transformation) 

5.1   บทนยิามของผลการแปลงลาปลาซ ( The Laplace Transform ) 450-473
5.2   ฟังกช์นัแกมมา (Gamma Function) 474-483
5.3   การแปลงลาปลาซผกผนั และการแปลงของอนุพนัธ ์               484-502
           ( Inverse Laplace Transform and Transform of Derivatives ) 
5.4  คุณสมบติัของการแปลงลาปลาซ (Properties of Laplace Transform)              503-521
5.5  ฟังกช์นัขั้นบนัไดหนึง่หน่วย (Unit Step Function) 522-546
5.6   การแปลงของฟังกช์นัคาบ (Transforms of Periodic Function) 547-556
5.7  ผลการประสาน (Convolution) 557-579
5.8   การดล และฟังกช์นัดิแรกเดลตา้ (Impulse and Dirac’s Delta Function) 580-596

เฉลยแบบฝึกหดั ( Solution ) 597-616
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บทที่ 1    บทนําของสมการเชิงอนุพันธ

 บทที ่1 

           บทนํา 
        (Introduction) 

 1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร ( Mathematical  Model )

มีหลักการหรือกฎเกณฑมากมายในทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร ท่ีเกิดจาก
สมบัติทางธรรมชาติในโลกนี้ สามารถกลาวหรือแสดงความสัมพันธในรูปอัตรา (Rate) ท่ี
ส่ิงเหลานั้นเกิดข้ึนซึ่งเม่ือเขียนในรูปแบบทางคณิตศาสตรแลว  ความสัมพันธของสองสิ่ง
ใดๆก็จะกลายเปนสมการ  และอัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งนั้นๆก็คืออนุพันธ  เราเรียก
สมการที่ประกอบดวยอนุพันธวา  สมการเชิงอนุพันธ (Differential Equation)  เชน

1. ปญหาการหาประจุและกระแสในวงจรไฟฟา
2. ปญหาการนําความรอนในแทงโลหะหรือแผนโลหะ
3. ปญหาการสั่นของเสนลวดหรือวัสดุแผนบางๆ
4. ปญหาการเคลื่อนที่ของวัตถุในลักษณะโปรเจคไทล จรวด ดาวเทียม
5. ปญหาเกี่ยวกับการสลายตัวของสารกัมมันตภาพรังสีหรือการเจริญเติบโต
ของประชากร

6. ปญหาเกี่ยวกับปฏิกิริยาทางเคมี
7. ปญหาเกี่ยวกับการสั่นของคานที่มีลักษณะยืดหยุน
8. ปญหาการเคลื่อนที่ของวัตถุผูกติดแนนกับลวดสปริง เปนตน
ปญหาท่ีกลาวมานี้สามารถอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ     ขอสังเกตท่ีสําคัญอีก

 ประการหนึ่งคือสมการเชิงอนุพันธเกิดข้ึนในหลากหลายสาขาความรู ไมเฉพาะใน
วิทยาศาสตรหรือวิศวกรรมศาสตรเทานั้น  แตอาจจะพบในการศึกษาทางเศรษฐศาสตร 
ธุรกิจการแพทย จิตวิทยา และการวิจัยการดําเนินงาน เปนตน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอยางเปนทางการครั้งแรกเร่ิมจากนักวิทยาศาสตรชาว

อังกฤษ เซอร ไอแซก นิวตัน (Sir Isaac Newton: ค.ศ. 1642-1727) ซ่ึงเปนผูใหกําเนดิ
วิชาแคลคูลัส และ นักวิทยาศาสตรชาวเยอรมัน กอททฟรีด วิลเฮลม ไลบนิทซ 
(Gottfried Wilhelm Leibnitz : ค.ศ. 1646-1716) และมีหลายระเบียบวิธีในการหา
คําตอบของสมการเชิงอนุพันธท่ีเกิดจากนักคณิตศาสตรผูย่ิงใหญและมีช่ือเสียงมากที่สุด 
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บทที่ 1    บทนําของสมการเชิงอนุพันธ

              1.4   ปญหาเงื่อนไขคาเริ่มตนและปญหาเงื่อนไขคาขอบเขต
(Initial–Value Problems and Boundary-Value Problems) 

ในการประยุกตทางวิทยาศาสตรหรือวิศวกรรมศาสตรไมเพียงแตกําหนดสมการเชงิ
อนุพันธมาใหหาคําตอบเทานั้น แตบางปญหายังอาจจะกําหนดเงื่อนไขหนึ่งเง่ือนไขหรือ
มากกวาท่ีตองสอดคลองกับคําตอบมาใหดวย   ตัวอยางเชน เราตองการหาปฏิยานพัุนธ
ของฟงกชัน      ( ) 2x3xf 2 +=     เราแกสมการเชิงอนุพันธ

2x3
dx

dy 2 +=      โดยการหาปริพันธ   จะได

( ) Cx2xxy 3 ++=
ซ่ึงคําตอบดังกลาว  คือ  คาํตอบทั่วไปเพราะเกี่ยวของกับคาคงที่  และคําตอบทั้งหมดได
จากคาํตอบดังกลาวหรือถาเราตองหาคาํตอบที่สอดคลองกับจุด (1 , 2)  เราจะตองหา
คําตอบที่สอดคลองกับเงื่อนไขเสริม (Auxiliary Condition) ( ) 21y =  โดยการแทนคา

2y,1x ==  

ในคาํตอบทั่วไป  ( ) Cx2xxy 3 ++=  

จะได    ( ) ( ) ( ) C1211y
3 ++=   หรือ  C212 ++=     ดังนั้น       1C −=

นั่นคือ  สมาชิกของวงศของคําตอบ (Family of Solutions) ( ) Cx2xxy 3 ++=

ท่ีสอดคลองกับ ( ) 21y =   คือ
( ) 3 2 1y x x x= + −     เปนคําตอบเฉพาะ

รูป  1.3  แสดงกราฟของ   ( ) 3 2y x x x C= + +    สําหรับคา C ตางๆ กัน
และแสดงกราฟของ          ( ) 3 2 1y x x x= + −

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนและการวาดกราฟของคําตอบที่ผานจุด(1,2)โดย Maple 

         เสนโคงคําตอบของ  ( ) 3 2y x x x C= + +   และ  ( ) 3 2 1y x x x= + −       รูป 1.3  

(1,2) 
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บทที่ 1    บทนําของสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยาง 1.8 จงแสดงวา xcey =   เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัวของสมการเชิงอนุพันธ

อันดบัหนึ่ง y
dx

dy
=  บนชวง ( )∞∞− ,   และ จงหาคําตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน

ของ       ก. ( ) 30y,y
dx

dy
== ข.  ( ) 21y,y

dx

dy
−==

First – Order 

IVPs 

วิธีทํา       จาก   xcey =     จะได     yce
dx

dy x ==    ดังนัน้   
xcey =        เปน

วงศเสนโคงพารามิเตอรหนึง่ตัวของ y
dx

dy
=

ก.   กําหนดเงือ่นไขคาเร่ิมตน  y(0)  =  3    แทน   x  =  0  ,  y  =  3  

ในสมการ  xcey =    ได    cce3 0 ==

แทน  c  =  3   ในสมการ   xcey =     จะได    xe3y =

เปนคําตอบปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน ( ) 30y,y
dx

dy
==

    มีกราฟดังแสดงในรูป 1.4

ข.   กําหนดเงือ่นไขเริ่มตน   y(1)  =  -2   แทน   x  =  1 ,   y  = - 2 

ในคาํตอบทั่วไป   จะได        -2  =  ce    หรือ   1c2c −−=

ดังนั้น   ( ) 1xx1 e2ee2y −− −=−=    เปนคําตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน

( ) 21y,y
dx

dy
−==    กราฟของคาํตอบแสดงดงัรูป 1.4

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเริ่มตนและกราฟของคําตอบที่ผานจุด( 0,3 )และจุด(1,-2)โดย Maple 

รูป 1.4   x
y ce=  เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว 

(1,-2) 

(0,3) 
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บทที่ 1    บทนําของสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยาง 1.9       จงแสดงวา              t4sinct4coscx 21 +=            .....(1)

เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรสองตัวของสมการเชิงอนุพันธ
0x16x =+′′ .....(2)

แลวหาคําตอบของปญหาเงือ่นไขคาเร่ิมตน

1
2

x,2
2

x,0x16x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=′−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=+′′          ......(3) 

Second – Order 

IVPs 

วิธีทํา    จาก    t4sinct4coscx 21 += หาอนุพันธอันดับสองของสมการ (3)

จะได    t4cosc4t4sinc4x 21 +−=′                ......(4)

และ      t4sinc16t4cosc16x 21 −−=′′

แทน   x ′′  และ  x   ลงทางซายของสมการ (1)   จะได 
( ) ( )1 2 1 216 16 cos 4 16 sin 4 16 cos 4 sin 4 0x x c t c t c t c t′′ + = − − + + =       

ดังนั้น    t4sinct4coscx 21 += เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรสองตัวของสมการ
เชิงอนุพันธ   0x16x =+′′

จากเงื่อนไขคาเร่ิมตน  2
2

x −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

  แทน   
2

t
π

=   และ  2x −=   ในสมการ (1)

จะได     ( ) ( )0c1c2sinc2cosc2 2121 +=π+π=−     ดงันั้น      2c1 −=  

จากเงื่อนไขคาเร่ิมตนที่สอง 1
2

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π′   แทน  1x,

2
t =′

π
=   ในสมการ (4) 

จะได      ( ) ( )1c40c42cosc42sinc41 2121 +−=π+π−=

ดังนั้น     
4

1
c2 =     แทนคา  1c  และ  2c  ลงในสมการ (1)    จะได

1
sin 4 2 cos 4

4
x t t= −  เปนคาํตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนของสมการ (3) 

กราฟของคําตอบแสดงดังรูป 1.5

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนและกราฟของคาํตอบที่ผานจุด ( / 2, 2)π − โดย Maple 

เสนโคงคําตอบ  1
sin 4 2 cos 4

4
x t t= −      รูป 1.5 
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บทที่ 1    บทนําของสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยาง 1.10      จงแสดงวาฟงกชัน         x2

2

x

1 ececy += − ......(1)

เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรสองตัวของสมการ
2 0y y y′′ ′− − = ......(2)

แลว หาคําตอบปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน
( ) ( ) 30y,20y,0y2yy −=′==−′−′′            ......(3) 

วิธีทํา     จาก   x2

2

x

1 ececy += −      หาอนุพันธอันดับสองได
2

1 22x x
y c e c e

−′ = − + ......(4)

และ 2

1 24x x
y c e c e

−′′ = − + ......(5)

แทน ,y y′   และ  y′′   ลงทางซายของสมการ (2)   จะได
( ) ( ) ( )x2

2

x

1

x2

2

x

1

x2

2

x

1 ecec2ec2ecec4ecy2yy +−+−−+=−′−′′ −−−

ดังนั้น    x2

2

x

1 ececy += −   เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรสองตัวของสมการ (2)

ตอไปหา 1c  และ  2c   โดยแทนเงื่อนไขคาเร่ิมตน  ( ) 20y =  และ  ( ) 30y −=′

ลงในสมการ (1)   และ  (2) จะได
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+=

=+=

3ec2ec0y

2ecec0y

0

2

0

1

0

2

0

1     หรือ   
⎩
⎨
⎧

−=+−
=+

3c2c

2cc

21

21

นําสมการ (6) บวกสมการ (7) จะได    1c3 2 −=    หรือ    
3

1
c2 −=

แทน   
3

1
c2 −=   ลงในสมการ (6)  จะได  1

7

3
c =

ดังนั้น  คาํตอบของปญหาเงือ่นไขคาเร่ิมตน คือ x2x e
3

1
e

3

7
y −= −

กราฟของคําตอบแสดงดังรูป 1.6

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนและการวาดกราฟของคําตอบที่ผานจุด(0,2)โดย Maple

เสนโคงคําตอบ  27 1

3 3

x x
y e e

−= −  ที่ผานจุด(0,2)  รูป 1.6 

(0,2
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บทที่2.1 สมการแยกตัวแปรได

              บทที่ 2 
   สมการเชงิอนุพันธอันดับหนึ่ง 
     ( First Order Differential Equations ) 

            เสนโคงคําตอบบางสวนของ sin
dy

y x
dx

= −

ในบทที่ 2 นี้ เราจะกลาวถึงการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง
และดีกรีหนึ่งดวยระเบียบวิธีตางๆซึ่งตอไปจะเรียกสั้นๆวา สมการเชิงอนุพันธ และใน
บทที่ 3 จะกลาวถึงบทประยุกตของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรีหนึ่ง เพื่อให
ผูอานเห็นวาสมการเชิงอนุพันธมีการประยุกตใชอยางไรไดบาง โดยในบทนี้จะเร่ิมจาก
การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรีหนึ่งในรูป

( ),
dy

f x y
dx

=

โดยที่ ( ),f x y เปนฟงกชันของสองตัวแปร ,x y  หรืออาจจะเขียนอยูในรูป

             ( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =

เม่ือ ( ),M x y  และ  ( ),N x y   เปนฟงกชันของ x และ y 

ตัวอยางเชน  สมการเชิงอนุพันธ  ( )2 x ydy
x e e

dx
= −

เราสามารถเขียนไดในรูป ( )2 0x y
e x dx e dy

−− + =  เปนตน
   ในที่นี้จะกลาวถึงวิธีหาคําตอบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งดีกรี 1 โดยแบงตามรูป
แบบของสมการเชิงอนุพันธไดดังหัวขอตอไปนี้
     2.1 สมการแบบแยกตวัแปรได (Separable Equations)

     2.2 สมการแมนตรง (Exact Equations )

     2.3 ตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต(Integrating Factors)

     2.4 สมการเชิงเสน ( Linear Equations)

     2.5 สมการเอกพันธ (Homogeneous Equations)

     2.6 สมการที่แปลงรูปเปนสมการเอกพันธ (Reduce to Homogeneous Equations)

     2.7 สมการแบรนูลลี และริกคาต ี(Bernoulli Equations and Riccati Equations)

     2.8 การแกสมการโดยการแทนคา (Subsititution Method)

     2.9 สมการอันดบัสองที่หาคําตอบไดโดยวิธีการของสมการอันดับหนึ่ง 
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บทที่2.1 สมการแยกตัวแปรได
ตัวอยางการหาคําตอบของสมการแยกตัวแปรได (Separable Equations )

ตัวอยาง 2.1 จงแสดงวา สมการเชิงอนุพันธ

2

2

y1

x

dx

dy

−
= .....(1) 

แยกตัวแปรได   และจงหาคําตอบทั่วไปพรอมแสดงสนามแสดงทิศทางและเสนโคง
คําตอบที่ผานจุด (0,-2)

Separable DE. 

วิธีทํา     จากโจทย  
2

2

y1

x

dx

dy

−
=

แยกตัวแปรไดเปน
( ) dxxdyy1 22 =−

หรือ    ( ) 0dyy1dxx 22 =−+−  เปนสมการแยกตัวแปรได
โดยการหาปริพันธท้ังสองขาง

( )∫ ∫ =−+− 1

22 cdyy1dxx

    จะได 1

33

c
3

y
y

3

x
=−+−

ดังนั้น        3 3

13 , 3x y y c c c− + = = −   เปนคําตอบทัว่ไปของสมการ (1)

กราฟของสนามทิศทางของคําตอบและเสนโคงคาํตอบที่ผานจดุ (0,-2)แสดงดังรูป 2.1

การวาดกราฟของสนามทิศทางของคําตอบและเสนโคงคําตอบที่ผานจุด(0,-2)โดย Maple 

              ก. สนามทิศทางของคําตอบของสมการ (1)       รูป 2.1  ข. เสนโคงคําตอบของ 
2

21

dy x

dx y
=

−
  ท่ีผานจุด(0,-2) 
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บทที่2.1 สมการแยกตัวแปรได

ตัวอยาง 2.4 จงหาคําตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน

( ) 20y,4y
dx

dy 2 −=−=                .....(1) An Initial Value 

Problem 

วิธีทํา   เราแยกตัวแปรของสมการ (1) ไดเปน  dx
4y

dy
2

=
−

.....(2)

และใชการแยกเปนเศษสวนยอยและหาปริพันธของ 

∫ ∫=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

−
dxdy

2y

4/1

2y

4/1
     ซ่ึงเปนสมการแยกตัวแปรได 

หรือ    ∫∫∫ =
−

+
+

− dxdy
2y

1

4

1
dy

2y

1

4

1

จะได   xcln2yln
4

1
2yln

4

1
=+−++−                .....(3) 

( )2
ln 4

2

c y
x

y

−
=

+
          หรือ    ( ) 4

2

2

x
c y

e
y

−
=

+

    ดังนัน้     
x4

x4

ec

ec
2y

−
+

=      เปนคาํตอบทั่วไปของสมการ              ......(4) 

จากเงื่อนไขเริม่ตนแทน   2y,0x −==   ในสมการ (4) ได  0c =  

ดังนั้น คําตอบของปญหาเงือ่นไขคาเร่ิมตนคือ 2y −=    กราฟของสนามทิศทางของ
คําตอบและเสนโคงคาํตอบที่ผานจดุ (0,-2)แสดงในรูป 2.4                                                  

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนและการวาดเสนโคงคําตอบโดย Maple 

ก.                         รูป 2.4               ข. 

y = -2 

y = -2

c = 1

c = 1 

c = 0 

y = 2 

c = -1 
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บทที่2.2 สมการแมนตรง 

ขอสังเกต      สําหรับสมการแมนตรง     การหาคําตอบมไิดมีเพียงการใชทฤษฎีดังตัวอยาง 2.14 

และ 2.15 เทานั้น      แตเราสามารถหาคําตอบของสมการแมนตรงไดอีกแบบหนึง่ คือ  
การรวมกลุม การจัดกลุม  หรือ แยกกลุมที่เหมาะสมแลวจึงอินทิเกรตตลอด    เราจะได
คําตอบเชนเดยีวกันแตวิธกีารนี้   เราจะใชกับปญหาโจทยท่ีไมยุงยากซับซอนและจัดกลุม
โดยวิธีการตรวจตรงไดไมยากนัก   ท้ังนีน้ิสิต   และ   นักศึกษาตองมีความชํานาญและมี
ประสบการณพอสมควร     จึงจะแกปญหาโจทยโดยวธิีนี้ไดรวดเร็ว   ดังตัวอยางตอไปนี ้

ตัวอยาง 2.16      จงหาคาํตอบของสมการ    ( )22 1 0xydx x dy+ − =           .........(1) 

เรามักแยกเทอมที่
อยูในรูป f(x)dx

หรือ 
g(y)dyแยกไว 
ตางหากแลวที่เหลอื
นํามาจัดกลุมเพราะ
อินทิเกรตไดอยูแลว 

วิธีทํา    ในที่นี้    ( ), 2M x y xy=    และ  ( ) 2, 1N x y x= −  

กอนอื่นตองตรวจสอบวาสมการ (1) เปนสมการแบบแมนตรงเสียกอน 

   นั่นคือ    ตรวจสอบ       M N

y x

∂ ∂
=

∂ ∂

เพราะวา  2
M N

x
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
    ดังนั้น    สมการนี้เปนสมการแมนตรง

จากโจทย    ( )22 1 0xydx x dy+ − =

      จะได      22 0xydx x dy dy+ − =

โดยวิธีจัดกลุมของดิฟเฟอเรนเชียลของผลคูณ    จะได
( )2 0d x y dy− =

โดยการหาปริพันธท้ังสองขาง จะได
( )2

d x y dy C− =∫ ∫
หรือ    2

x y y C− =   เปนคําตอบโดยปริยาย   
กราฟของสนามแสดงทิศทางของคําตอบ   แสดงดังรูป 2.10 

 
การคํานวณคําตอบของสมการเชิงอนุพันธและการวาดกราฟของสนามแสดงทิศทางของคําตอบโดย Maple 

กราฟของสนามแสดงทิศทางคําตอบของสมการ ( )22 1 0xydx x dy+ − =     รูป 2.10   
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บทที่2.4 สมการเชิงเสน 

ทฤษฎี 2.4 
     กําหนดให   ( ) ( )dy

P x y Q x
dx

+ =  เปนสมการเชิงเสน จะได   

1.    
( )P x dx

eμ ∫= เปนตวัประกอบเพื่ออินทิเกรต 

2. ( )( ) ( ) ( )d
x y x Q x

dx
μ μ=       ......(2.43)

3.   คาํตอบของสมการเชิงเสน  คือ  ( )1
y Q x dx Cμ μ− ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫    ......(2.44) 

Solution 

Formula 

ตัวอยางเชน       x2ey
dx

dy
=−   ในทีน่ี้    ( ) ( ) x2exQ,1xP =−=    จะได  

( ) ( ) xdx1dxxP

eee −−
=∫=∫=μ       ดังนั้น 

2dx dx x
y e e e dx C

−⎡ ⎤∫ ∫= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
2

2

x x x

x x

e e e dx C

Ce e

−⎡ ⎤= +⎣ ⎦
= +

∫

ในทาํนองเดียวกันสมการ  ( ) ( )dx
P y x Q y

dy
+ =  เปนสมการเชิงเสน

จะได     ( )∫=μ
dyyP

e     และคําตอบคือ

( ) ( ) ( )p y dy p y dy

x e e Q y dy C
⎡ ⎤∫ ∫= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫          ......(2.45)

            หรือ        ( )1
x Q y dy Cμ μ− ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫                      ......(2.46)

ตัวอยางเชน   
2

3 1dx
x

dy y y
+ =    จะได ( )

2

3ydy/3

y

1
yQ,ye ==∫=μ

และคําตอบคอื ( )1
x Q y dy Cμ μ− ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫

 
3 3

2

1
y y dy C

y

− ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

2
3

3

2

1

2

y
y C

C

y y

− ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦

= +
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บทที่ 3 การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง 

บทที่ 3 

การประยุกตสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง   
(Applications of First-Order Ordinary  

Differential Equation) 

  แบบจําลองกับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง

ในบทที่  1  ไดกลาวถึงตัวแบบหรือแบบจําลองเชิงคณิตศาสตรมาบางแลว ใน
บทนี้จะกลาวเพิ่มเติมพรอมท้ังพิจารณาคําตอบของตัวแบบเหลานั้นดวย  เพราะขณะนี้
เรามีเคร่ืองมือเพียงพอในการหาคําตอบของตัวแบบที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง สมการเชิงอนุพันธเปนท่ีนาสนใจสําหรับนักวิทยาศาสตร ไมใชนัก
คณิตศาสตรมาตั้งแตสมัยแรกๆ เพราะวาเขาสามารถใชสมการเชิงอนุพันธตรวจสอบ
ปญหาตาง ๆ ไดมากมายทั้งทางดานฟสิกส ชีววิทยา วิทยาศาสตร และสังคม ไมวาจะ
เปนการประยุกตใชในดานใดก็ตาม จะมีกระบวนการอยู 3 ข้ันตอน คือ 
ขั้น 1   การแปลงปญหากายภาพสูปญหาทางคณิตศาสตร  ซ่ึงโดยทั่วไปทําไดโดย
ตั้งสมมติฐานใหสอดคลองกับปรากฎการณท่ีไดจากการสังเกต ตัวอยางเชน สังเกตวา
สารกัมมันตภาพรังสีสลายตัวดวยอัตราซึ่งเปนสัดสวนกับสารที่เหลืออยูในขณะนั้น 
ความรอนไหลผานจากวัตถุท่ีอุนกวาไปยังวัตถุท่ีเย็นกวาดวยอัตราที่เปนสัดสวนกับ
ผลตางของอุณหภูมิ วัตถุเคลื่อนที่เปนไปตามกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน ประชากร
แมลงที่แยกอยูอยางโดดเดี่ยวจะเติบโตดวยอัตราที่เปนสัดสวนกับประชากรในขณะนั้น 
แตละกรณีท่ี 
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บทที่ 3 การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง 

ตัวอยาง 3.1 วงจรไฟฟาตอกันเปนอนุกรม  ประกอบดวย  เคร่ืองกําหนดไฟฟามี

แรงเคลื่อนไฟฟา  E =  12  โวลท (Volt)  ตัวเหนี่ยวนํา 
2

1
  เฮนรี  (Henry) และตัว

ตานทาน 10  โอหม (Ohms)  จงหากระแสไฟฟาในวงจรไฟฟาอนุกรม  RL  ดังแสดง
ในรูป  3.2  ถากระแสเริ่มตนเทากับศูนย  

Series Circuit 

วิธีทํา สมการสําหรับหากระแสไฟฟา  i  ในวงจรอนุกรม RL คือ 

Ri
dt

di
L +    =      E(t)     .....(1) 

แทนคา L =  
2

1
 ,  R    =    10   และ  E(t)   =   12    ในสมการ (1)  จะได

10i
dt

di

2

1
+    =   12   หรือ 0i2

dt

di
+    =    24    .....(2) 

โดยเงื่อนไขเริ่มตน กําหนด      i(0)    =     0   ......(3) 

สมการ(2)   เปนสมการเชิงเสน    โดยที่    P(t)  =  20  ,  Q(t)  =  24

และตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต    20t20dt

e   = e    =   ∫μ
นํา e20t

   คูณสมการ(2)   แลวจัดกลุมได

  e
20t

 t20e i20
dt

di
+     =       24e

20t
 

หรือ        ]ie[
dt

d t20     =        24 e
20t 

หาปริพันธท้ังสองขาง   จะได  

     e20t
 i(t)   =    ce

5

6 t20 +       หรือ     i(t)    =    t20ce
5

6 −+    ......(4) 

จากเงื่อนไขคาเร่ิมตน    i(0)  =   0  แทน  t   =   0  ,  i  =  0  ในสมการ(4) 

จะได  0   =  c
5

6
+     หรือ   c   =    -

5

6

ดังนั้น   กระแสไฟฟาในวงจรนี้ คือ    i(t)  =   t20e
5

6

5

6 −−
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บทที่ 3 การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง 
ตัวอยาง 3.5  วงจรไฟฟาวงจรหนึ่งมีแบตเตอรี่ขนาด 30 โวลท ตอแบบอนุกรม RL 

มีตวัเหนี่ยวนําขนาด 0.1 เฮนรี   และตัวตานทานขนาด 50  โอหม  จงหากระแสในวงจร 
ถา  i(0)  = 0  และหากระแสเมื่อ  t → ∞

RL Series Circuit 

วิธีทํา ในวงจรแบบ  RL   ดังรูป 3.2  จะได สมการ

            L
di

dt
Ri+     =        E(t)                ....(1) 

ในที่นี ้  L  =  0.1   ,  R  =  50   และ  E(t)   =   30   แทนในสมการ (1)  จะได 

          0.1
di

dt
+50i     =     30 

หรือ    
di

dt
+500i   =    300 ....(2) 

เปนสมการเชิงเสน   มีตวัประกอบเพื่ออินทิเกรต คือ  500t500dt

e = e = ∫μ
เอา   e500t

   คูณสมการ   จะได 

     e
500t

di

dt
+500I  e

500t
    =  300 e

500t

              หรือ 
d

dt
e i

t[ ]500
   =  300 e

500t
 

อินทิเกรตได    e
500t

 i = t500e
5

3
+ c

หรือ i = t500e c
5

3 −+     ....(2) 

เม่ือ    i(0)   =  0   จะได    c = 
5

3
−

ดังนั้น i (t)  = 
5

3
 (1 - e

-500t
)

เม่ือ  t → ∞       จะได

lim i(t)
t→∞

 = )e-(1
5

3
lim 500t-

t ∞→

= 
5

3

นั้นคือ      กระแสในวงจรมีขนาด    
5

3 แอมแปร  เม่ือ t → ∞
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บทที่ 3 การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง 
ตัวอยาง 3.19 จากกฎการเย็นตัวของนิวตันกลาววา “อัตราการเปลี่ยนอุณหภูมิของวัตถุเปน 

สัดสวนกับผลตางของอุณหภูมิของวัตถุกับอุณหภูมิของส่ิงแวดลอม” ถาวัตถุช้ินหนึ่ง 

มีอุณภูมิ  50
o
 F  วางไวนอกหองท่ีมีอุณหภูมิ  100

o
 F  หลังจากเวลาผานไป  5  นาที 

อุณหภูมิของวัตถุเปน  60
o
 F  จงหาสมการสําหรับอุณหภูมิของวัตถุท่ีเวลา t ใดๆ  

วิธีทํา ให T แทนอณุหภูมิของวัตถุ ณ เวลา t ใดๆ

     ดังนั้น    
dT

dt
    คือ   อัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิของวัตถุ

จากกฎการเย็นตัวของนิวตัน   จะไดวา 

dT

dt
=    ( 100)k T− − (k>0) 

ดังนั้น       
dT

dt
+ kT        =        100k     เปนสมการเชิงเสน      จะได       

T      =        ce
-kt

 + 100 

เม่ือ   t   =   0    ได     T   =  50  ,    ดังนั้น    c   =  -50    จะได 

T        =       -50 e
-kt

 + 100

เม่ือ   t   =   5   จะได    T  =   60    ดังนั้น  

60        =      -50 e
-5k

 + 100   ,  5e
-5k

   =   4

k        =      -
1

5
ln

4

5
 = 0.045    

ดังนั้น  อุณหภูมิของวัตถุ ณ เวลา t ใดๆ คือ 

T        =       -50 e
-0.045t

 + 100
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บทที่ 3 การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง 

ตัวอยาง 3.22  อัตราการสลายตัวเองของผสมยูเรเนียม  238 เปนสัดสวนโดยตรงกับปริมาณของ
ยูเรเนียม  238  ทีไมสลายตัว   และเม่ือเวลาผานไป15  ป พบวาของผสมยูเรเนียม 

238  สลายตัวไป 0.043%  ของของผสมยูเรเนียม 238เม่ือเร่ิมตนเทากับ A0   

จงหาระยะเวลาที่ท่ีของผสมยูเรเนียม  238  สลายตัวไปครั้งหนึ่ง(Half - Life)  ของ
ปริมาณเดิม 

Half - Life of 

Plutonium 

วิธีทํา ให  A(t)  แทน ปริมาณของยูเรเนียมที่เหลืออยู ณ เวลา  t ใดๆ
เราตองการหาคําตอบของปญหาเง่ือนไขคาเร่ิมตน  

dA

dt
=  kA  ,      A(0)    =   A0 ....(1) 

ซ่ึงสมการ (1) เปนสมการแยกตัวแปรได  หาปริพันธท้ังสองขางของ จะได  
ln A =  kt + c 

    A =  c1 e
kt

 เม่ือ       c1   =    e
c
     ....(2) 

จากเง่ือนไขเริ่มตน   A(0)  =   A0  แทน  t    =    0  ,  A   =  A0    จะได 
           A0 =  c1 e

0
    หรือ      c1  =   A0 

ดังนั้น  คําตอบเฉพาะคือ       A    =   A0 e
kt

              ....(3)  

 ถาในเวลา  15 ป ของผสมยูเรเนียมหายไป  0.043%  แสดงวาจะเหลือของผสม 

ยูเรเนียมอยู   99.957%   ของปริมาณเดิม  

 นั้นคือ  (0.99957)A0  =   A(15)             ....(4) 

แทน  t  =  15  และ  A    =   (0.99957)A0  ลงในสมการ (3)  

จะได     0.99957 A0   =   A0 e
15k

 ....(5) 

แกสมการ (5)   หาคา k  จะได   k    =   ln
15

1
(0.99957)   =   -0.00002867

จากสมการ (3) จะได 
         A(t)   =   A0 e

-0.00002867t
           ....(6) 

ตอไปตองการหาระยะครึ่งชีวิตของยูเรเนียม   คือ ระยะเวลาที่ของผสมยูเรเนียม 

หายไป 50%  แทน  A(t)  =   
2

1
 A0  ในสมการ (6)  แลวแกสมการหา  t  ดังนี้

2

A0      = A0 e
-0.00002867t      หรือ

2

1
     = e

-0.00002867t

ดังนั้น      t      = 
ln2

24,180
0.00002867

≈    ป
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บทที่4.1 ทฤษฎีเบื้องตนของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสูง 

บทที่ 4
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูง 

( Higher-Order Differential Equation ) 

     ในบทที่ 2 และ 3 เราไดกลาวถึงระเบียบวิธีการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง สามารถใชเปนตัวแบบของสถานการณตางๆ มากมายทางกายภาพ อยางไร
ก็ตามยังมีสถานการณทางกายภาพอีกมากมายเชนกัน ท่ีตองการตัวแบบที่อธิบายดวย
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูงข้ึน ตัวอยางเชน ในป ค.ศ.1735 เดเนียล แบรนูลลี 
( Daniel Bernoulli : ค.ศ.1700-1782 ) ศึกษาการสั่นของคานที่มีลักษณะยืดหยุน ทํา
ใหไดสมการเชิงอนุพันธอันดับสี่ในรูป 

4
4

4

d y
k y

dx
=    ....(4.1) 

สมการ (4.1) สามารถเขียนใหมในรูป  
4

4

4
0

d y
y k

dx
− = ....(4.2) 

ท้ัง แบรนูลลี และออยเลอร พบวา คําตอบของสมการ (4.2) คือ 
x

ky e=    แตจะตองมี
คําตอบอื่นๆของ ของสมการอีก 

4.1    ทฤษฎีเบ้ืองตนของสมการเชิงเสน 

     ในบทนี้ เราจะศึกษาการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดบัสูงกวาหนึ่ง ซ่ึงใน 

หัวขอนี้จะกลาวถึง บทนิยามและทฤษฏีตางๆ ท่ีเก่ียวของกับกระบวนการหาคําตอบของ 
สมการเชิงอนุพันธ ปญหาคาเร่ิมตนของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n อยูในรูป  

แกสมการ      :   
1

1 1 01
( ) ( ) ..... ( ) ( )y g( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y

dx dx dx

−

− −+ + + + =

ภายใตเง่ือนไข :   ( )1

0 0 0 1 0 1( ) , ( ) ,..... , ( )
n

ny x y y x y y x y
−

−′= = =  ....(4.3)

ซ่ึงเปนการหาฟงกชันที่นิยามบนบางชวง  I  โดยที่ 0 Ix ∈  และสอดคลองกับสมการเชิง
อนุพันธ พรอมกับ n  เง่ือนไขเร่ิมตนที่กําหนดคาท่ี 0x
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บทที่ 4.3 สมการเชิงเสนเอกพันธที่มีสัมประสิทธิเปนคาคงตัว
ตัวอยาง 4.39     จงหาคาํตอบทั่วไป ของสมการ

      081272
2

2

3

3

4

4

5

5

=++−
dx

yd

dx

yd

dx

yd

dx

ydHigher Order 

เน่ืองจาก ส.ป.ส. m3 

คือ 2  และคงที่คือ 8 

อาจจะทดลองหาคา 
โดยการสมมุติให m 

หรือ 2m เทากับ
8,4,2,1 ±±±±

วิธีทํา สมการชวย คือ  081272 2345 =++− mmmm

    0)81272( 232 =++− mmmm  

0,0=m  หรือ  081272 23 =++− mmm

ให   12 −=m   หรือ   
2

1
−=m

        
2

1
−=m          2 -7     12        8 

-1       4       -8 

     2     -8    16        0          แสดงวา 
2

1
−=m  เปนราก 

       ดังนัน้        0)1682(
2

1 22 =+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + mmmm  

               
2

1
,0,0 −=m  หรือ   01682 2 =+− mm

               หรือ    im 22
)2(2

)16)(2(4648
±=

−±
=

จึงสรุปไดวา  im 22,
2

1
,0,0 ±−=  

   ดังนั้น    คาํตอบทั่วไปของสมการ คือ 
)2sin2cos()( 54

22/

3

0

21 xcxceecexccy
xxx ++++= −

 

  )2sin2cos( 54

22/

321 xcxceecxcc
xx ++++= −

การคํานวณคําตอบของสมการเอกพันธโดย Maple
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บทที่ 4.3 สมการเชิงเสนเอกพันธที่มีสัมประสิทธิเปนคาคงตัว
ตัวอยาง 4.40     จงหาคาํตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน

7)0(,1)0(,0)0(,03612 −=′′=′==′+′′+′′′ yyyyyyAn Initial – Value 

Problems 

วิธีทํา สมการชวย คือ  03612 23 =++ mmm

   0)3612( 2 =++ mmm  

   6,6,0,0)6( 2 −−==+ mmm  

xx
xececcy

6

3

6

21

−− ++=    ดังนั้น   0)0( 21 =+= ccy         ….(1) 

 จะได    ( )6 6 6

2 36 ( 6) (1)x x x
y c e c xe e

− − −′ = − + − +

xxx
xececec

6

3

6

3

6

2 66 −−− −+−=

 ดังนัน้   2 3(0) 6 1y c c′ = − + = ….(2) 

 และ     )]1()6([6636 66

3

6

3

6

2

xxxx
execececy
−−−− +−−−=′′  

    
xxx

xececec
6

3

6

3

6

2 361236 −−− +−=

ดังนั้น   2 3(0) 36 12 7y c c′′ = − = −          ….(3) 

จากระบบสมการ (1)-(3)  จะได

       16,0 3221 =+−=+ cccc   และ  71236 32 −=− cc  

ดังนั้น      
6

1
,

36

5
,

36

5
321 =−== ccc

คําตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน คือ    xx
xeey

66

6

1

36

5

36

5 −− +−=

การคํานวณคําตอบของปญหาคาเร่ิมตนโดย Maple
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บทที่ 4.3 สมการเชิงเสนเอกพันธที่มีสัมประสิทธิเปนคาคงตัว
ตัวอยาง 4.41

     จงหาคาํตอบของปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตน  

1)0(,0)0()0(,0652 =′′=′==−′−′′+′′′ yyyyyyy  
An Initial – Value 

Problems 

วิธีทํา สมการชวย คือ  0652 23 =−−+ mmm

จะได    2,1−=m   และ 3−    ดังนัน้   คาํตอบทั่วไป คอื 
xxx

ecececy
3

3

2

21

−− ++=

หา y′  และ y ′′    และแทนเงื่อนไขตางๆ  จะได

     194,032,0 321321321 =++=−+−=++ ccccccccc  

    ดังนัน้  1 2 3

1 1 1
,  c  =  ,  c = 

6 15 10
c = −

    นั่นคือ  คําตอบของปญหาเง่ือนไขคาเร่ิมตน คือ  

x-2xx-
ee e y

3

10

1

15

1

6

1
++−=

การคํานวณคําตอบของปญหาคาเร่ิมตนโดย Maple
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บทที่ 4.4 การหาคําตอบเฉพาะโดยวิธีการแปรตัวพารามิเตอร 

ตัวอยาง 4. 97     จงหาคาํตอบทั่วไปของสมการ    xyy 2sec4 =′+′′′

วิธีทํา     จากสมการชวย     043 =+ mm   หรือ  0)4( 2 =+mm   

จะได   imimm 2,2,0 321 −===  

ดังนั้น xcxccyc 2sin2cos 321 ++=   ….(1) 

    ให      xyxyy 2sin,2cos,1 321 ===  และ  xxf 2sec)( =

และสมมติให            xuxuuy p 2sin2cos 321 ++= ….(2) 

จากนัน้คํานวณรอนเสกียน ได

8

2sin42cos40

2cos22sin20

2sin2cos1

)2sin,2cos,1( =
−−

−=
xx

xx

xx

xxW

x

xxx

xx

xx

W 2sec2

2sin42cos42sec

2cos22sin20

2sin2cos0

1 =
−−

−=         

2

2sin42sec0

2cos200

2sin01

2

−=

−
=

xx

x

x

W
     และ

x

xx

x

x

W

2tan2

2sec2cos40

02sin20

02cos1

3

−=

−
−=

จากสมการ (4.60) ได        

∫ +=⋅=→==′ xxxdxu
x

W

W
u 2tan2secln

8

1
)2(2sec

2

1

4

1

4

2sec
1

1
1

xdxu
W

W
u

4

1

4

1

4

1
2

2
2 ∫ −=−=→−==′

   ∫ =⋅−=→−==′ xxdxu
x

W

W
u 2cosln

8

1
)2(2tan

2

1

4

1

4

2tan
3

3
3

แทน 21 , uu   และ 3u ลงใน (2) ไดคําตอบทั่วไป คือ

xx

xxxxxcxcc

xxxx

xxxcxcc

yyy pc

2cosln2sin
8

1

2cos
4

1
2tan2secln

8

1
2sin2cos

2sin)2cosln
8

1
(2cos)

4

1
(

)2tan2secln
8

1
(2sin2cos

321

321

+

−++++=

+−+

++++=

+=
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บทที่ 4.4 การหาคําตอบเฉพาะโดยวิธีการแปรตัวพารามิเตอร 
ตัวอยาง 4.101     ถาคาํตอบทั่วไปของสมการ       0,02 >=′+′′ xyxyx    

คือ   xccyc ln21 +=      แลวจงแกสมการไมเอกพันธ
0,2 22 >=′+′′ xxyxyx ….(1)

วิธีทํา   เราหาคําตอบเฉพาะโดยวิธีแปรตัวพารามิเตอร
     ในที่นี้ xccyc ln21 +=       ….(2) 

     สมมตใิห                  xuuy p ln21 +=       ….(3) 

คํานวณรอนเสกียนของ  1y   และ  2y  เม่ือ  11 =y  และ  xy ln2 =  ได

x
x

x
xW

1
1

0

ln1
)ln,1( ==

จากนัน้ทําสัมประสิทธหนา y ′′  ใหเปน  1 เพ่ือจัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐานได

2
1

=′+′′ y
x

y     ดังนัน้ 2)( =xf    จาก (4.55) ได

22

11
2

1
lnln2

1

)2)((ln
xxxxdxxu

x

x
u ∫ +−=−=→−=′

∫ ==→=′ 2

22 2
1

)2)(1(
xxdxu

x

u

จะไดคําตอบเฉพาะ คือ
2222

21
2

1
))(ln()1)(

2

1
ln(ln xxxxxxxuuy p =++−=+=

ดังนั้น คําตอบทั่วไปของสมการไมเอกพันธ คือ 

0,
2

1
ln)()()( 2

21 >++=+= xxxccxyxyxy pc  

การคํานวณหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธโดยโปรแกรม Maple
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บทที่ 4.5 สมการโคชี – ออยเลอร  
ตัวอยาง 4.124     จงแกสมการ 

0875
2

2
2

3

3
3 =+++ y

dx

dy
x

dx

yd
x

dx

yd
x       ….. (1) 

Third - Order 
และ 

Homogeneous 

วิธีทํา    ให  m
xy =   แลวหาอนุพันธสามอนัดบัแรกของ  m

xy =   จะได  
3

3

3
2

2

2
1 )2)(1()1(, -m-m-m

xmmm = 
dx

yd
  ,xmm=

dx

yd
x m=

dx

dy
−−−

แทนคา  y  และอนุพันธของ  y  ในสมการ(1)  จะได 

0

)4)(2(

)842(

)87)1(5)2)(1((

87

)1(5)2)(1(875

2

23

1

2233

2

2
2

3

3
3

=
++=

+++=

++−+−−=

++

−+−−=+++

−

−−

mmx

mmmx

mmmmmmx

xxmx

xmmxxmmmxy
dx

dy
x

dx

yd
x

dx

yd
x

m

m

m

mm

mm

จะเห็นวา m
xy =  จะเปนคาํตอบของสมการเชิงอนุพันธ เม่ือ imm 2,2 21 =−=

และ  im 23 −=   แสดงวา  0=α   และ   2=β

จากสมการ (5) จะไดคาํตอบทั่วไปของสมการเอกพันธ (1) คือ

)ln2sin()ln2cos( 32

2

1 xcxcxcy ++= −

 2,0 =β=α  

การคํานวณคําตอบของสมการเชิงอนุพันธโดย Maple
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บทที่ 4.5 สมการโคชี – ออยเลอร  

ดังนั้น คําตอบทั่วไป คือ           tt
ececy

4

21 += −
 …..(3) 

แทน  xe
t =   ลงใน (3)  ได   4

2

1

1 xcxcy += −      เปนคําตอบทีต่องการ 

ตัวอยาง 4.128      จงแกสมการ       0875 23 =+′+′′+′′′ yyxyxyx     …..(1) 

โดยเปลี่ยนตัวแปรให  t
ex =

วิธีทํา    โดยการแทนคา  t
ex =  หรือ   xt ln=   จะได

dt

dy

xdx

dt

dt

dy

dx

dy 1
==    ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

dt

dy

dt

yd

xdx

yd
2

2

22

2 1
 

และ         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

dt

dy

dt

yd

dt

yd

xdx

yd
23

1
2

2

3

3

33

3

 

แทนคาลงในสมการ (1) และทําใหอยูในรูปอยางงาย จะได

08
1

7
1

523
1

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− y

dt

dy

x
x

dt

dy

dt

yd

x
x

dt

dy

dt

yd

dt

yd

x
x  

หรือ       0842
2

2

3

3

=+++ y
dt

dy

dt

yd

dt

yd
                 …..(2) 

ซ่ึงสมการ(2)  เปนสมการเอกพันธมีสมการชวยเปน 
0842 23 =+++ mmm     หรือ     0)4)(2( 2 =++ mm

จะได   2−=m    และ   im 2±=

ดังนั้น  คาํตอบทั่วไป คือ   tctcecy
t 2sin2cos 32

2

1 ++= −

แทน   xt ln=   หรือ      )ln2sin()ln2cos( 32

2

1 xcxcxcy ++= −  

การคํานวณหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธโดย Maple
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บทที่ 4.5 สมการโคชี – ออยเลอร  
ตัวอยาง 4.130      จงหาคาํตอบของสมการ   

3
x  = y

dx

dy
x

dx

yd
x

dx

yd
x ln3663

2

2
2

3

3
3 +−+− ….(1) 

วิธีทํา    โดยการแทนคา t
ex =  หรือ   xt ln=   จะได

dt

dy

xdx

dt

dt

dy

dx

dy 1
==    ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

dt

dy

dt

yd

xdx

yd
2

2

22

2 1
 

และ         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

dt

dy

dt

yd

dt

yd

xdx

yd
23

1
2

2

3

3

33

3

 

แทนคาลงในสมการ (1) และทําใหอยูในรูปอยางงาย จะได

t = y
dt

dy

dt

yd

dx

yd
336116

2

2

2

3

+−+−        …..(2) 

เปนสมการเชิงเสนไมเอกพันธ ท่ีมีสัมประสิทธเปนคาคงที่
มีสมการชวยเปน   0)3)(2)(1(6116 23 =−−−=−+− mmmmmm   

จะได    2,1 21 == mm    และ   33 =m  

     ดังนั้น          ttt

c ecececy
3

3

2

21 ++=

หา  py    โดยวิธีเทียบสัมประสิทธ สมมตใิห   BtAy p +=

จะได     0, =′′′=′′=′
ppp yyBy

แทนคาลงใน (2) จะได         tBtAB 336)611( +=−−

ดังนั้น    
2

1
,

12

17
−=−= BA    เราจะได   ty p

2

1

12

17
−−=

คําตอบทั่วไปของสมการ (2) คือ  

tecececyyy
ttt

pc
2

1

12

173

3

2

21 −−++=+=        …..(3) 

แทน  xe
t =    และ  xt ln=   ใน (3)  จะได

คําตอบทั่วไปของสมการตั้งตนบนชวง  ),0( ∞   คือ

xxcxcxcy ln
2

1

12

173

3

2

21 −−++=

การคํานวณหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธโดย Maple 
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บทที่ 4.5 สมการโคชี – ออยเลอร  
ตัวอยาง 4.131      จงหาคาํตอบของปญหาคาเร่ิมตน  

0)1(,0)1(,44 2

2

2
2 =′==+− yyxy

dx

dy
x

dx

yd
x ….(1) 

วิธีทํา    โดยการแทนคา  t
ex =  หรือ   xt ln=   จะได

dt

dy

xdx

dy 1
= และ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

dt

dy

dt

yd

xdx

yd
2

2

22

2 1

แทนคาลงในสมการ (1) และทําใหอยูในรูปอยางงาย จะได
t

ey
dt

dy

dt

dy

dt

yd 2

2

2

44 =+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

หรือ              t
ey

dt

dy

dt

yd 2

2

2

45 =+− …..(2) 

หา  cy  จากสมการชวยของสมการ (2)   0452 =+− mm  จะได 4,1 21 == mm   

     ดังนั้น                      tt

c ececy
4

21 +=   …..(3) 

หา  py    โดยตัวดําเนนิการผกผันวิธีลัด

คําตอบเฉพาะ    ttt

p eee
DD

y 22

2

2

2 2

1

4)2(52

1
)(

45

1
−=

+−
=

+−
=

ดังนั้น คําตอบทั่วไป คือ    ttt

pc eececyyy
24

21
2

1
−+=+=

      หรือ 24

21
2

1
xxcxcy −+=      …..(4) 

โดยเงื่อนไขคาเร่ิมตน   0)1(,0)1( =′= yy   กับคําตอบทั่วไป (4) 

จะได   
3

1
1 =c   และ  

6

1
2 =c    ดังนั้น  คาํตอบของปญหาคาเร่ิมตน คือ   

24

2

1

6

1

3

1
xxxy −+=   และกราฟของเสนโคงคําตอบแสดงในรูป(4.13)

การคํานวณปญหาเงื่อนไขคาเร่ิมตนและการวาดเสนโคงคําตอบโดย Maple

กราฟของเสนโคงคําตอบ 4 21 1 1

3 6 2
y x x x= + −   รูป4.13
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บทที่ 5.1บทนยิามของผลการแปลงลาปลาซ 

       บทที่ 5  
 ผลการแปลงลาปลาซ
  (Laplace Transform)

ในบทที่ 3 เราไดศึกษาวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน โดยเฉพาะกรณีท่ีมี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว และแกปญหาคาเร่ิมตนของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนท่ีมี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว  ในบทนี้กลาวถึงระเบียบวิธีอีกวิธีหนึ่ง  สําหรับแกปญหา
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว ซ่ึงใชกันอยางกวางขวางใน
วิศวกรรมไฟฟาหรือวิศวกรรมเครื่องกล และในวิทยาศาสตรประยุกตสาขาตางๆอีก
มากมาย  ระเบียบวิธีนี้งายกวาระเบียบวิธีท่ีกลาวถึงในบทที่ 3 เพราะเปนการแปลง
ปญหาคาเร่ิมตนดังกลาวไปสูสมการพีชคณิตธรรมดาซึ่งแกปญหาไดงายกวา แลวใชผล
การแปลงลาปลาซผกผันแปลงกลับไปสูผลเฉลยของปญหาเร่ิมตน  นอกจากนี้ยังเปนวิธี
ท่ีใชไดกับกรณีฟงกชันอินพุทเปนฟงกชันไมตอเนื่องหรือฟงกชันคาบ  ผูคิดคนการแปลง
ลาปลาซนี้เปนนักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส ช่ือ ลาปลาซ ปแยร ชิมงเดอ (คศ.1749-

1829)

          ในแคลคูลัส เราศึกษาการหาอนุพันธและการอินทิเกรตของฟงกชัน ซ่ึงวิธีการ
ดําเนินทั้งสองแบบนี้เปนการแปลง(Transform) รูปแบบหนึ่ง เปนการแปลงฟงกชันหนึ่ง
ไปเปนอีกฟงกชันหนึ่ง และการแปลงดังกลาวมีคุณสมบัติเชิงเสน (Linearity Property) 

เชนเดียวกัน

กลาวคือ         ( ) ( )( )d
af x bg x

dx
+    =   ( ) ( )d d

a f x b g x
dx dx

+

และ              ( ) ( )( ) ( ) ( )af x bg x dx a f x dx b g x dx+ = +∫ ∫ ∫
ในท่ีนี้เราจะกลาวถึงการแปลงในรูปอินทิกรัลลักษณะพิเศษ ท่ีเราเรียกวา ผลการแปลง

ลาปลาซ ( Laplace Transform ) ดังนิยามที่จะกลาวตอไปนี้ 
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บทที่ 5.1บทนยิามของผลการแปลงลาปลาซ 

5.1 บทนิยามของผลการแปลงลาปลาซ ( The Laplace Transform ) 

นิยาม 5.1
ถา ( )f t  นิยามสําหรับ  0t ≥   แลว อินทิกรัลไมตรงแบบที่กําหนดในรูปลิมิตดังนี้

( ) ( )
0 0

, ( ) lim , ( )

b

b
K s t f t dt K s t f t dt

∞

→∞
=∫ ∫ .......(5.1) 

ถาลิมิตหาคาได จะกลาววา อินทิกรัลไมตรงแบบหาคาไดหรือลูเขา (Converge) 

จากนิยาม 5.1 แสดงใหเห็นวานิยามดังกลาวเปนการแปลงฟงกชัน ( )tf  ใหเปน

ฟงกชันของ s อีกฟงกชันหนึ่งนั่นเอง 

มีผลการแปลงอินทิกรัลจํานวนมากมาย ท่ีใชในคณิตศาสตรประยุกต  ในที่นี้เปน

กรณีเฉพาะเราจะเลือก ( ), st
K s t e

−=  ซ่ึงเปนอินทิกรัลท่ีมีความสําคัญมากในการแปลง

ซ่ึงเราเรียกวา ผลการแปลงลาปลาซ ( Laplace Transform ) 

นิยาม 5.2 
   ให ( )f t  เปนฟงกชันที่นิยามทกุ 0t ≥  ผลการแปลงลาปลาซของ ( )f t  คือ 

( ){ } ( )
0

st
L f t e f t dt

∞
−= ∫ .......(5.2) 

สําหรับทุกคา s ท่ีทําใหอินทกิรัลไมตรงแบบลูเขา

หมายเหตุ เม่ืออินทิกรัลท่ีนิยามในสมการ (5.2 ) ลูเขา ผลที่ไดเปนฟงกชันของ  s เราจะ

เขียนแทนดวย ( )sF  

นั่นคือ          ( ){ } ( ) ( )
0

st
L f t e f t dt F s

∞
−= =∫         โดยทั่วไปเรานิยมเขียน

ตัวอักษรพิมพเล็กแทนฟงกชันของ   t เชน f , g , h , y ,… และนิยมเขียนตัวอักษรพิมพ

ใหญแทนฟงกชันของ s  เชน F,G,H,Y  ตามลาํดบั เชน 

( ){ } ( )sFtfL =   , ( ){ } ( )sGtgL =  , ( ){ } ( )sYtyL =    เปนตน
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 ค.  กราฟของ ( ) t5etf −=      รูป 5.3     ง.  กราฟของการแปลง ( )
5s

1
sF

+
=

ทฤษฎี 5.1 คุณสมบัติเชิงเสนของการแปลงลาปลาซ   ให c เปนคาคงที่ใดๆ

1. ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }L f t g t L f t L g t+ = +

2. ( ){ } ( ){ }L cf t cL f t=

สําหรับทุก s ท่ีทําใหการแปลงลาปลาซของ ( )f t  และ ( )g t  มีจริง 

Linear 

Properties 

Of  L.

พิสูจน 1   เพราะวา ( ) ( ){ } ( ) ( )[ ]dttgtfetgtfL
0

st +=+ ∫
∞

−

( ) ( )dttgedttfe
0

st

0

st ∫∫
∞

−
∞

− +=

( ){ } ( ){ }tgLtfL +=

พิสูจน 2     เพราะวา      ( ){ } ( )( ) dttcfetcfL
0

st∫
∞

−=

 ( )∫
∞

−=
0

st dttfec

( ){ }tfcL=

 

ขอสังเกต   เราสามารถขยายทฤษฎี 5.1 ไปใชในกรณีผลรวมเชิงเสนของฟงกชัน n ฟงกชันได ดังนี้

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }1 1 2 2 1 1 2 2... ...n n n nL c f t c f t c f t c L f t c L f t c L f t+ + + = + + +
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รวมสูตรผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันเบ้ืองตน 
ทฤษฎี 5.2 

1. { } 0s,
s

1
1L >=              2.  { } as,

as

1
eL at >

−
=

3. { } 0s,
as

a
atsinL

22
>

+
= 4.   { } 0s,

as

s
atcosL

22
>

+
=

5. { } as,
as

a
atsinhL

22
>

−
= 6. { } as,

as

s
atcoshL

22
>

−
=

7. { } 0s,
s

!n
tL

1n

n >= + เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก

ขอควรระวัง 
( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }L f t g t L f t L g t≠  

ตัวอยางเชน            ( ) ( ) ttg,3tf ==

เราพบวา      ( ) ( ){ } { } { }
2

3
3 3L f t g t L t L t

s
= = =

แต         ( ){ } ( ){ } { } { } 2 3

3 1 3
3L f t L g t L L t

s s s
= = ⋅ =

จะเห็นวา      ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }2 3

3 3
L f t g t L f t L g t

s s
= ≠ =  

ตัวอยาง 5.8       จงหา  ( ){ }tfL   เม่ือ

( )
2

5 , 0 4

0 , 4 7

, 7t

t

f t t

e t

⎧ < <
⎪= < <⎨
⎪ <⎩

วิธีทํา ( ){ } ( )
0

st
L f t e f t dt

∞
−= ∫

4 7

2

0 4 7

5 0st st st t
e dt e dt e e dt

∞
− − −= + +∫ ∫ ∫

( )
4

2

0 7

5 lim

b

s tst

b
e dt e dt

− −−

→∞
= +∫ ∫

( ) ( )4 2 7 2

0

5 lim
2 2

s s bst

b

e e e

s s s

− − − −−

→∞

⎡ ⎤⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( )7 245 5

2

ss
e e

s s s

− −−

= − +
−

เม่ือ    s > 2
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ตัวอยาง 5.18 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) ( )3tt eetf −−=

ใชสูตร 

{ }
as

eL
at

−
=

1

วิธีทํา  จากเอกลักษณ ( ) 32233
bab3ba3aba −+−=−  และใชคุณสมบตัิเชิงเสนของ

ผลการแปลงลาปลาซ จะได 

( ){ } { }3
3 33 3t t t t t t

L e e L e e e e
− − −− = − + −  

{ } { } { } { }3 33 3t t t t
L e L e L e L e

− −= − + −  

1 1 1 1
3 3

3 1 1 3s s s s
= − + −

− − + +

( )( )2 2

48

1 9s s
=

− −
   

ตัวอยาง 5.19 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน     ( ) t5sinhetf t3−=

ใชสูตร 

{ }
as

eL
at

−
=

1

วิธีทํา  เนื่องจาก  
2

ee
t5sinh

t5t5 −−
=     จะได 

5 5 2 8
3 3sinh 5

2 2

t t t t
t t e e e e

e t e
− −

− − − −
= =

 โดยการใชคณุสมบัติเชิงเสนของผลการแปลงลาปลาซ    จะได 

{ } { } { }
2 8

3 2 81 1
sinh 5

2 2 2

t t
t t te e

L e t L L e L e
−

− −⎧ ⎫−
= = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

1 1 1 1

2 2 2 8s s
= −

− +

    
( )( )

5

2 8s s
=

− +
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