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CALCULUS CONCEPT MAPS 
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คาํนํา 
  การเรียนแคลคูลสักบัการเล่นกีฬามีลกัษณะคลา้ยกนั โดยเฉพาะอยา่งยิง่กีฬากอลฟ์  “ไทเกอร์ วูดส์” 
นกักอลฟ์สายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดงัระเบิดไปทัว่โลก ดว้ยประวติัการเรียนและกีฬากอลฟ์อนัเยีย่มยอด 
เป็นแชมป์กอลฟ์เยาวชนของสหรัฐหลายสมยั หลงัการกา้วเขา้สู่กอลฟ์อาชีพเพยีงเวลาไม่ก่ีเดือน กส็ามารถควา้
แชมป์กอลฟ์รายการใหญ่ไดห้ลายรายการ ดว้ยวยัเพียง 21 ปี  ดา้นการเรียน  มีผลการเรียนดีเยีย่มสามารถเขา้
เรียนในมหาวทิยาลยั ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลยัทอ็ปเทนของสหรัฐ  ผูเ้ขียนอยากนาํทั้งสองส่ิงมาหล่อหลอมเขา้
ดว้ยกนั เพื่อใหนิ้สิต  นกัศึกษา  และผูส้นใจในวิชาแคลคูลสัไดม้องภาพในอนาคตไดเ้ห็นชดัเจนยิง่ข้ึน  โดยนาํ
กีฬากอลฟ์มาอธิบายเปรียบเทียบ     หนงัสือเล่มน้ีไดต้ั้งช่ือวา่    “ สนามฝึกซ้อมวชิาแคลคูลสั ” (Driving 
Range of Calculus) เช่นเดียวกบักีฬากอลฟ์ซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range of Golf) ก่อนท่ีจะ
เขา้สนามฝึกซอ้มคงตอ้งศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบติัต่างๆ จากหอ้งเรียนจนเขา้ใจดีพอ แลว้จึงนาํหนงัสือ
เล่มน้ีมาฝึกฝนใหเ้กิดความเขา้ใจใหดี้ยิง่ข้ึน 
  หนงัสือเล่มน้ีไดใ้ชเ้ทคโนโลยสีมยัใหม่ มาช่วยทาํใหรู้ปแบบของหนงัสือดีมีคุณค่ายิง่ข้ึน โดยใช ้

โปรแกรม  Mathcad   Maple และ  Mathematica  ซ่ึงทาํใหผู้อ่้านหนงัสือเล่มน้ี   สามารถมองเห็นโจทย์
ปัญหานั้นๆ ไดเ้ป็นรูปธรรมมากข้ึน 
  แคลคูลสัเป็นวชิาท่ีสาํคญัวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัในการพฒันา
นาํไปใชป้ระยกุตใ์นสาขาวิชาต่างๆ ของนกัวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนท่ีจะนาํไปประยกุต ์ ใชไ้ดดี้ นิสิต 
นกัศึกษา จาํเป็นตอ้งศึกษาวชิาพื้นฐานใหเ้ขา้ใจถ่องแทก่้อน  จากประสบการณ์ดา้นการสอนมาเกือบ 40 ปี ใน
สถาบนัแห่งน้ี  และเป็นอาจารยพ์ิเศษมหาวิทยาลยัอีกหลายแห่ง จึงไดร้วบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีว่ชิา

แคลคูลสัพืน้ฐาน (Calculus Concept Maps) ตามท่ีนาํเสนอในปกหลงัดา้นในของหนงัสือเล่มน้ีนั้น  
ผูเ้ขียนไดแ้บ่งเน้ือหาออกเป็น e-Book:Series 1-8 โดยแต่ละ Series จะมีเน้ือหาความสมัพนัธ์กนัเก่ียวขอ้ง
กนัอยูต่ลอดเวลา ดงันั้น การศึกษาวิชาแคลคูลสัจาํเป็นตอ้งมีพื้นฐานของคณิตศาสตร์ e-Book:Series ตน้ๆ 
อยูต่ลอดเวลา  
  ทางดา้นกีฬากอล์ฟนั้นผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรับการฝึกอบรมจากคุณครูกอลฟ์ Bell Penny 
(Head Professional-Class A C.P.G.A.) จากโรงเรียนการศึกษากอลฟ์ไทย ซ่ึงเป็นโรงเรียนกอลฟ์แห่งแรก
ของประเทศไทย เม่ือปี 1994 ทาํใหผู้เ้ขียนไดเ้กิดแนวคิดท่ีจะนาํทั้งสองเร่ืองน้ี คือ แคลคูลสัและกอลฟ์มา 



ผนวกเขา้ดว้ยกนั ซ่ึงมีหลายๆ ส่ิงสามารถนาํมาเปรียบเทียบใหนิ้สิต นกัศึกษา ไดม้องเห็นภาพการศึกษา
แคลคูลสัไดดี้ยิง่ข้ึนในกีฬากอลฟ์นั้นเราแบ่งไฟทอ์อกเป็น 3 ไฟท ์ เรียงลาํดบัตามความสามารถไดด้งัน้ี คือ 
ไฟท ์C มือใหม่ (Beginner) , ไฟท ์B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท ์A มืออาชีพ (Professional)  
              การเล่นกอลฟ์นั้น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั้น ตอ้งใชค้วาม 
อดทน ความพยายาม มีจิตใจท่ีมุ่งมัน่ การเล่นกอลฟ์จะตอ้งแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ตลอดเวลาและรูปแบบของ
ปัญหานั้นเปล่ียนแปลงอยูเ่สมอผูเ้ล่นตอ้งคิดแกปั้ญหาดว้ยตวัเองบนพื้นฐานของประสบการณ์ท่ีมีอยู ่ เม่ือถึงจุด
หน่ึงผูเ้ล่นท่ีมีพื้นฐานและการฝึกซอ้มดีพอ ผูเ้ล่นจะสามารถแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ไดเ้สมอ โดยท่ีผูเ้ล่นจะตอ้ง
นาํปัจจยัหลายๆ อยา่งมาช่วยในการคิดแกปั้ญหา 
  ในวิชาแคลคูลสักเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาท่ีตอ้งใชค้ณิตศาสตร์หลายๆ ดา้นมาประกอบกนั เพื่อช่วยใน
การคิดแกปั้ญหา ผูเ้ขียนจึงไดเ้ขียนปูพื้นตั้งแต่เร่ิมตน้ ตั้งแต่ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึกลงไปในแต่
ละเร่ืองมากกวา่เดิม  นกัศึกษาท่ีพื้นฐานยงัไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนกักอลฟ์มือใหม่ ตอ้งฝึกทาํโจทยต์ั้งแต่ตน้
ในเร่ืองพื้นฐานจนเกิดความเขา้ใจก่อน จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลสัได ้ เม่ือผูเ้รียนฝึกซอ้มจน
เขา้ใจแลว้จึงจะถือไดว้า่อยูใ่นระดบัมือสมัครเล่น และนกัศึกษาจะตอ้งทาํการฝึกฝนต่อไปอีกจนเกิดความ
เขา้ใจ จึงจะถือวา่นกัศึกษาจดัอยูใ่นขั้นระดบัมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยกุตไ์ด ้  ในตาํราชุดน้ี
เปรียบเสมือนสนามฝึกซอ้ม มีโจทยต์วัอยา่งมากมายเพียงพอท่ีจะทาํใหน้กัศึกษาพฒันาตนเองอยูใ่นขั้นมือ
อาชีพไดอ้ยา่งสบาย  
         หนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 2 ก่อนที่จัดทาํเป็น e-book:Series 2 ได้ปรับปรงุมาแล้ว2คร้ัง 
โดยทาํการปรับปรุงจากหนังสอืคณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 2 จะเน้นในเร่ือง อนิทกิรัล และการประยุกต์ 
โดยปรับปรุง จากการจัดพิมพ์คร้ังแรกในปี 2540 มีการเพ่ิมเน้ือหาและรูปกราฟของฟังก์ชันอีกมากมาย
รวมทั้งรูปเล่ม ตัวหนังสอืเป็นสนีํา้เงิน เพ่ือให้ดูชัดเจน และสวยงาม นอกจากน้ีผู้เขียนได้เพ่ิมตัวอย่างพร้อม
แสดงวิธทีาํโดยละเอยีดที่น่าสนใจจากเดิม  รวมตัวอย่างโจทย์เป็น 555 ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์ปัญหาพร้อม
คาํเฉลย เป็น 1,571 ข้อ และใช้โปรแกรม Maple และ Mathcad  วาดกราฟ ทั้งหมดเป็น 216 รูป เพ่ือให้
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ให้ได้คาํตอบและต้องถูกต้องแต่ม่ันใจว่าคาํตอบที่ถูกต้องน้ันในสมัยก่อน  ต้องตรวจสอบที่ท้ายเล่มเท่าน้ัน   

ในปัจจุบันวิวัฒนาการทางคอมพิวเตอร์มีมากขึ้น ท่านอาจารย์ทั้งสองท่านกมิ็ยอมให้การเรียนรู้ ด้าน
คณิตศาสตร์เป็นแบบเดิมหรือยํ่าอยู่กบัที่ ได้พัฒนาการเรียนรู้ โดยการนาํโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์
มาช่วยในการแสดงวิธีทาํและหาคาํตอบ และได้สอดแทรกการแก้ปัญหาโดยโปรแกรมสาํเรจ็รูปในหนังสือ
เล่มน้ีด้วย  

ผมเองได้เห็น ความบากบั่น ความพยายามของอาจารย์ทั้งสองท่าน ที่พยายามช่วยให้การเรียน
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วิทยาศาสตร์ประยุกต์สามารถทาํให้นักศึกษาหรือผู้อ่านได้เข้าใจในเน้ือหาของวิชาน้ันอย่างดี 

ขอบคุณครับ 

รองศาสตราจารย์  ดร. ฐิตนนท ์  จารโุรจน์กรีติ 
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บทท่ี 1

การอินทิเกรต
(Integration)

1.1  บทนํา  ( Introduction ) 
ดีฟเฟอเรนเชียลแคลคูลัส (Differential Calculus) จะเนนแนวคิดหลักในเรื่องของ 

อนุพันธ (Derivatives) โดยแนวคิดพื้นฐานจะเริ่มตนจากปญหาการใหความหมายของ

เสนตรงสัมผัสกราฟของฟงกชัน และการคํานวณหาคาความชันของเสนตรงที่สัมผัสเหลา 

นั้น ดูรูป 1.1  ความสําคัญของเรื่องอนุพันธจะนําไปประยุกตใชกับปญหาตางๆ 

มากมาย ข้ึนอยูกับที่มาของปญหา แตอยางไรก็ตามดูเหมือนวาทุกปญหาจะสามารถ

อธิบายใหเช่ือมโยงกับเรื่องเสนสัมผัสไดเสมอ

 อินทิกรัลแคลคูลัส (Integral Calculus) จะเนนแนวคิดหลักในเรื่องของอินทิกรัล

(Integral) โดยนิยามของอินทิกรัลจะใชแนวคิดพื้นฐานจากปญหาเกี่ยวกับความหมาย 

และการคํานวณหาพื้นที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคงของฟงกชันที่มีคาเปนบวก

(Positive Value Function) f และแกน x บนชวงปด [a , b] พ้ืนที่ของบริเวณ R ดูรูป 1.2 

จะถูกกําหนดใหอยูในรูปของอินทิกรัลจาก a ไปยัง b และแทนดวย  ∫
b

a

dx)x(f

ปญหาเสนสัมผัสของเสนโคงจะเกี่ยวของกับ 
ดีฟเฟอเรนเชียลแคลคูลัส 

รูป 1.1 

ปญหาพื้นที่ใตเสนโคงจะเกี่ยวของกับ 
อินทิกรัลแคลคูลัส 

รูป 1.2

ปป

1 



ตัวอยางการหาอินทิกรัลของ f(x) ที่กําหนดให 

ตัวอยาง 1.1 จงหา F(x) ซึ่งเปนอินทิกรัลของ f(x) ที่กําหนดใหในขอตอไปนี้ 

f(x) อินทิกรัลของ f(x) ∫ += C)x(Fdx)x(f

1 f(x)  = k F(x)  = kx ∫ kdx = kx + C 

2 f(x)  = 4x5 F(x)  = 5x ∫ dxx5 4  = Cx5 +

3 f(x)  = 3 x F(x)  = 3
4x

4
3

∫ dxx3 = Cx
4
3

3
4
+  

4 f(x)  = nx F(x)  = 
1n

x 1n

+

+

∫ dxx n = C
1n

x 1n

+
+

+

 

5 f(x)  = xcos F(x)  = xsin ∫ xdxcos  = Cxsin +

6 f(x)  = xe F(x)  = xe ∫ dxex = Cex +

7 f(x)  = 
x
1 F(x)  = |x|ln  dx

x
1
∫ = C|x|ln +  

8 f(x)  = xhsec 2  F(x)  = xtanh ∫ xdxhsec 2 = Cxtanh +  

9 f(x)  = 
2x1

1
−

F(x)  = xsin 1− dx
x1

1
2∫

−
 = Cxsin 1 +−  

10 f(x)  = 
1x

1
2 −

F(x)  = xcosh 1−  dx
1x

1
2∫
−

 = Cxcosh 1 +−

จากตัวอยาง 1.1 ที่กลาวมาขางตน จะเห็นไดวาการอินทิเกรตและการอนุพันธของ

ฟงกชันมีความสัมพันธกันอยางใกลชิด เราสามารถพิสูจนการอินทิเกรต โดยการหา

อนุพันธของฟงกชันผลลัพธแลวใหไดเทากับตัวอินทิเกรต นั่นคือ

∫ += C)x(Fdx)x(f  ก็ตอเมื่อ    )x(f)x(F =′   ………..(1.5) 

ตัวอยาง 1.2 
ก.    จงแสดงวา ∫ xdxcosex           =     C)xsinx(cose

2
1 x ++

ข.    จงแสดงวา 
( )∫ +

dx
xtan1
xsec

2

2

     =       C
xtan1

xtan
+

+

วิธีทํา ก.   ในที่นี้ ตัวอินทิเกรต  f(x)  = xcosex

และผลลัพทของการอินทิเกรต F(x)  = )xsinx(cose
2
1 x +  
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บทที่ 2 
ฟ งกชันลอการิทึม 

ฟ งกชันเอ ็กโปแนนเชียล 

และฟ งกชันอดิศัยอื่นๆ 

2.1  ฟงก ช ันลอการิทึมฐานธรรมชาติ และการหาอนุพนัธ 
      ( The Natural Logarithmic Function and Differentiation ) 

ในสูตรอินทิเกรตเบื้องตน เรานึกไดถึงสูตรยกกําลังที่กลาววา

∫ dxx n
  =  C

1n
x 1n

+
+

+

 , 1n −≠

ที่มีความสําคัญมาก แตไมสามารถประยุกตใชไดเม่ือ 1n −=  เพราะฉะนั้น เราไมมี

ทางพบปฏิยานุพันธสําหรับฟงกชัน 
x
1)x(f =  ในหัวขอนี้ เราจะใชทฤษฎีเบื้องตนที่สอง

ของแคลคูลัส เพ่ือนิยามฟงกชันดังกลาว ปฏิยานุพันธนี้เปนฟงกชันซึ่งเราไมเคยพบมา

กอนในคณิตศาสตรเลม 2 นี้ มันไมเปนพีชคณิตและตรีโกณมิติ แตตกอยูในกลุมใหม

ของฟงกชันเรียกวา ฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันเฉพาะนี้คือ ฟงก ชันลอการิทึมธรรมชาติ
(Natural Logarithmic Functions)

นิยาม 2.1 
ฟงก ชันลอการิทึมธรรมชาติ  กําหนดโดย     lnx   = ∫

x

1

dt
t
1

 ,  x0 <

โดเมนของฟงกชันลอการิทึม เปน เซตของจํานวนจริงบวกทั้งหมด 

ย่ิงไปกวานั้น 
ln(1) = 0 

เพราะวาลิมิตบน

และลิมิตลางของ

การอินทิเกรต

เทากัน เมื่อ 
x = 1 

สําหรับนิยามนี้ เราสามารถเห็นไดวา ln x เปนบวก เม่ือ 1x >  และ ln x เปนลบ 

เม่ือ 1x0 <<  เนื่องจาก  ∫
x

1

dt
t
1

 =  ∫−
1

x

dt
t
1

  ดังแสดงในรูป 2.1

รูป 2.1
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ตาราง 2.1 x 050.03e
1 ≈ 135.02e

1 ≈  368.0e
1 ≈ 1e0 =  718.2e ≈  389.7e2 ≈  

ln x -3 -2 -1 0 1 2 

คาของลอการิทึมใหในตาราง 2.1 สะดวกในการนําไปใช เพราะวาคาของ x เปน

กําลังจํานวนเต็มของ e อยางไรก็ตามสําหรับคาของอ่ืนๆ ที่มากกวานี้ ทางที่ดีที่สุดในการ

หาคาเปนการคํานวณจากเครื่องคํานวณ 

ตัวอยาง 2.2 คาของลอการิทึมธรรมชาติที่ไดจากเครื่องคํานวณที่นาสนใจ

ก. ln 1      =    0 ข. ln 2   ≈      0.693

ค. ln 32    ≈    3.466   ง. ln 0.1 ≈    –2.303  

อนุพนัธของฟงก ช ันลอการิทึมธรรมชาติ 
( The Derivative of the Natural Logarithmic Function ) 

 อนุพันธของฟงกชันลอการิทึมมีใหในทฤษฎี 2.2 ในสวนแรกของทฤษฎีไดจาก

นิยามของฟงกชันลอการิทึมธรรมชาติเปนปฏิยานุพันธ ในสวนที่สองของทฤษฎีทําใหงาย

ข้ึนดวยใชกฎลูกโซจากสวนแรก 

ทฤษฎี 2.3 ให u เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดที ่x

 1. 
x
1]x[ln

dx
d

=   ,  0x >   2. 
u
u

dx
du

u
1]u[ln

dx
d ′

==   ,  0u >

ตัวอยาง 2.3 จงหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมธรรมชาติตอไปนี้

ก. y  =  ln (2x) ข. y  =  ln(x2 + 1)

ค. y  =  x ln x ง. y  =  (ln x)3 

วิธีทํา ก.  
x
1

x2
2

u
u)]x2[ln(

dx
d

==
′

= u = 2x

วิธีทํา ข.  )]1x[ln(
dx
d 2 +  =

u
u′  =

1x
x2

2 +
u = x2 + 1

วิธีทํา ค.  ]xlnx[
dx
d

  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ]x[

dx
d)x(ln]x[ln

dx
dx  สูตรผลบวกของอนุพันธ 

= )1)(x(ln
x
1x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 = xln1+

วิธีทํา ง. ])x[(ln
dx
d 3  = ]x[ln

dx
d)x(ln3 2   กฎลูกโซ 

 = 
x
1)x(ln3 2
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ตัวอยาง 2.4 จงหา y′  ถา  

ก. y = ln ( 1x + )  ข. y = ln( 1x 2 + ) 

ค. y = )x(lnsin   ง. x2ylnxln =+

วิธีทํา ก.  เพราะวา  
y = 1xln +  = 2/1)1xln( + = )1xln(

2
1

+

ดังนั้น y′  = )1xln(
dx
d

2
1

+  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1x
1

2
1

= 
)1x(2

1
+

u = x + 1

วิธีทํา ข.  เพราะวา 
y = 1xln 2 +  = 2/12 )1xln( + = )1xln(

2
1 2 +

โดยกฎลูกโซ  เราให  y  = uln
2
1

 และ  1xu 2 +=   จะไดวา 

y′  = 
dx
du

du
dy

= )x2(
u2

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

u
x

=
1x

x
2 +

วิธีทํา ค.  เราใชกฎลูกโซ โดยที ่ y = sin u และ u = ln x  จะไดวา 

y′  = 
dx
du

du
dy

= )x(ln
dx
d)u(sin

du
d

=  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
1)u(cos =

x
)xcos(ln

วิธีทํา ง.  เราใชการหาอนุพันธโดยปริยาย  จะไดวา

)y(ln
dx
d)x(ln

dx
d

+ = )x2(
dx
d

y
y
1

x
1 ′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ = 2

ดังนั้น ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′

x
12yy =

x
)1x2(y −

 

ตัวอยาง 2.5 จงหาอนุพันธของ )]3x4[ln(cosy −=   ,  4
3x >

วิธีทํา เราใชกฎลูกโซโดยที่ y = cos u  ,  u = ln v  และ  v = 4x – 3

จะไดวา  y′  = 
dx
dv

dv
du

du
dy

   = )3x4(
dx
d)v(ln

dv
d)u(cos

du
d

−⋅⋅  

 = )4(
v
1)usin( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ประยุกตสูตรอนุพันธ 

= 
v
1)]v(ln[sin4− จัดรูปใหม 

    = 
3x4

)]3x4[ln(sin4
−

−−
แทนคาในเทอมของ x 
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บทท่ี 3

เทคนิคการอินทิเกรต 
(Techniques of Integration)

      3.1  ตารางอินทิกรัล  ( Integral  Tables ) 

I1. ∫kdx  = k,Ckx + เปนคาคงที่  I2. dxxr∫ = 1r,Cx
1r

1 1r −≠+
+

+  

I3. ∫ duu n  = 1n,Cu
1n

1 1n −≠+
+

+ I4. ∫ x
dx

= C|x|ln +

I5. ∫ u
du

 = C|u|ln + I6. ∫ dxex  = Cex +

I7. ∫ dueu  = Ceu + I8. ∫ dua u  = 1a,0a,Ca
aln

1 u ≠>+  

I9. ∫ dxxsin = – cos x + C I10. ∫ dxxcos   = sin x + C 

I11. ∫ dxxtan = ln | sec x | + C I12. ∫ dxxcot = ln |sin x| + C 

I13. ∫ dxxsec = ln |sec x + tan x| + C I14. ∫ dxxcsc = ln |csc x – cot x| + C 

I15. ∫ dxxtanxsec  = sec x + C I16. ∫ dxxcotxcsc   = – csc x + C

I17. ∫ dxxsec2       =  tan x + C I18. ∫ dxxcsc2  = – cot x + C

I19. ∫
− 22 ua

du
       = C

a
uarcsin + I20. ∫ + 22 ua

du
   = C

a
uarctan

a
1

+

I21. ∫
− 22 auu

du
 = 22 au,C

a
usecarc

a
1

>+ I22. ∫ − 22 ua
du

   = C
au
auln

a2
1

+
−
+

 

I23. ∫ − 22 au
du

  = C
au
auln

a2
1

+
+
−

I24. ∫
± 22 au

du
= Cauuln 22 +±+

I25. duua 22∫ −  = 22
2

22 ua,C
a
uarcsin

2
aua

2
u

>++−

I26. duau 22∫ ±  = Cauuln
2

aau
2
u 22

2
22 +±+±±   

I27. ∫ udusinh        = cosh u + C I28. ∫ uducosh  = sinh u + C
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3.2 การอินทิเกรตทีละสวน 
       ( Integration by Parts ; IBP ) 

ในหัวขอนี้เราจะศึกษาเทคนิคอินทิเกรตที่สําคัญที่เรียกวา การอินทิเกรตทีละส วน

(Integration by Parts) เทคนิคนี้ประยุกตใชไดกับการอินทิเกรตที่มีผลคูณของฟงกชัน

พีชคณิตและฟงกชันอดิศัย ตัวอยางเชน การอินทิเกรตทีละสวนใชไดดีมากกับอินทิกรัล 

ตอไปนี้

  ∫ dxex x2
 , ∫ xdxlnx      และ    ∫ xdxsinex      เปนตน

การอินทิเกรตทีละสวนไดมาจากสูตรอนุพันธของผลคูณ

]uv[
dx
d

 = 
dx
duv

dx
dvu + = uvvu ′+′  

เม่ือ u และ v ตางก็เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดของ x ถา  u′ และ v′ เปนฟงกชันตอเนื่อง 

แลว  เราสามารถอินทิเกรตทั้งสองขางของสมการขางตน เราจะได

uv = ∫∫ ′+′ dxuvdxvu

= ∫∫ + duvdvu

โดยการจัดรูปสมการใหม  เราไดทฤษฎีตอไปนี้

ทฤษฎี 3.2 

การอินทิเกรต 
ทีละสวน (IBP) 

      ถา u และ v เปนฟงกชันของ x และมีอนุพันธตอเนื่องแลว

∫ dvu  = ∫− vduuv …...(3.3) 

ข อสังเกต 
        สูตรอินทิเกรตทีละสวนเปลี่ยนจาก ∫ dvu  เปนผลตางของ uv กับ ∫ vdu

โดยที่ อินทิกรัลใหมจะหาไดงายกวาเดิม
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ตัวอยาง 3.41 จงหา ∫ xdxlnx 2

Integration by 
Parts วิธีทํา ในกรณีนี้ x2 อินทิเกรตงายกวา ln x  ย่ิงกวานั้น อนุพันธของ ln x  ก็หาไดไม

ยาก   ดังนั้น   เราจึงเลือก dxxdv 2=  
นั่นคือให u = ln x → du = dx

x
1

และ  dv = dxx 2 →   v = ∫ dxx 2   =
3

x 3

โดยอินทิเกรตทีละสวน  ;  ∫∫ −= vduuvudv   เราจะได 

∫ xdxlnx 2 = dx
x
1

3
x

3
xxln

33

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

= ∫− dxx
3
1xln

3
x 2

3

= C
9
xxln

3
x 33

+−

หมายเหตุ ตรวจสอบคําตอบ โดยนําผลลัพธไปหาอนุพันธ ดังนี้

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

9
xxln

3
x

dx
d 33

= )x(
dx
d

9
1)xlnx(

dx
d

3
1 33 −

= )x3(
9
1)x3(xln

x
1x

3
1 223 −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

= 222 x
3
1]xlnx3x[

3
1

−+

= xlnx 2
ซึ่งเปนฟงกชันเร่ิมตน 

ตัวอยาง 3.42 จงหา ∫ dx)xln(

Integration by 
Parts 

วิธีทํา เราสามารถประยุกตการอินทิเกรตทีละสวนโดยกระทําเปนข้ันตอน ดังนี ้
ขั้น 1 เขียนอินทิกรัลที่กําหนดใหในรูป ∫ dx)x(g)x(f  
  เม่ือเรากําหนดฟงกชันสองฟงกชันเปน f(x) และ g(x)  ในกรณีท่ีมีฟงกชันเดียว 

  เราสามารถกําหนดฟงกชันที่สองเปนคาคงที่ได นั่นคือ g(x) = 1  ในที่นี้ให 
f(x) = ln x 

ขั้น 2 แนะนําฟงกชันเช่ือมระหวางกลาง u(x) และ v(x)  ดังนี ้
u  = f(x)  = ln x  

dv  = g(x) dx = (1) dx = dx 

  แลวเราตองหาอนุพันธของ f(x) และหาปฏิยานุพันธของ g(x)  จะได
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du  = dx)x(f ′  = dx
x
1

 v  = ∫ dx)x(g  = ∫ dx  = x

ขั้น 3 ใชสูตรอินทิเกรตทีละสวน 
∫ dv)x(u  = ∫− du)x(v)x(v)x(u

จะได ∫ xdxln  = ∫− dx
x
1x)x)(x(ln

ขั้น 4 หาอินทิกรัลใหม  ∫ du)x(v  ซึ่งใชสูตรพื้นฐานไดหรืออินทิเกรตที่งายลง

เพราะวา  ∫ dx
x
1x = ∫dx  = x + C

  เราจะได  ∫ xdxln = Cx)xln(x +−    

ตัวอยาง 3.43 จงหา ∫ xdx2cosex

Integration by 
Parts 

อินทิเกรตทีละสวน

ครั้งแรก 

อินทิเกรตทีละสวน

ครั้งสอง  

วิธีทํา ส่ิงบอกทางที่จะชวยใหเราเลือก u และ dv ใชไมได ดังนั้นเราสามารถเลือก 
dxedv x=  และ  u = cos 2x (เราอาจเลือก dv = cos 2x dx และ xeu =  ก็ได) 

dv = dxex  →   v = ∫ dxex   = xe

และ  u = cos 2x → du = xdx2sin2−  
โดยการอินทิเกรตทีละสวน  จะได 
  ∫ xdx2cosex

 = ∫+ xdx2sine2x2cose xx
    …...(1) 

 จากการอินทิเกรตทีละสวนครั้งแรก   เราพบวาทางขวามืออินทิเกรตยังติดฟงกชัน 
x2sinex  โดยการแทน u และ dv  สําหรับการประยุกตอินทิเกรตทีละสวนครั้งท่ีสอง

เชนเดียวกับครั้งแรก      
  dv = dxex →   v = ∫ dxex   = xe

และ  u = sin 2x → du = 2 cos 2xdx

โดยการอินทิเกรตทีละสวนครั้งท่ีสอง จะได

  ∫ xdx2sinex = ∫− xdx2cose2x2sine xx …...(2) 

แทนคา ∫ xdx2sinex
 ลงในสมการ (1) เราจะได 

∫ xdx2cosex = ∫−+ )xdx2cose2x2sine(2x2cose xxx   
หรือ  ∫ xdx2cosex = ∫−+ xdx2cose4x2sine2x2cose xxx  …...(3) 
เพราะวาทางขวามือเปนผลคูณของคาคงที่กับอินทิกรัลเร่ิมตน  
เราสามารถบวก ∫ xdx2cose4 x

เขาท้ังสองขางของสมการ (3)  จะไดวา 
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3.4 การอินทิเกรตโดยการแทนด วยฟงก ช ัตรีโกณมิติ

    ( Trigonometric   Substitution ) 

จากที่เราไดศึกษาหัวขอ 3.3 แลวทําใหเราสามารถหาคาอินทิกรัลที่มีฟงกชันตรีโกณ 

มิติยกกําลังได เราสามารถใชเทคนิคการแทนดวยฟงกชันตรีโกณมิติหาคาอินทิกรัลของ

ฟงกชันที่มีเทอม  2222 xa,xa +−   และ  22 ax −   รวมอยูดวย

 เราสามารถใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรดวยฟงกชันตรีโกณมิตินี้ใหอยูในเทอมของ 

ฟงกชันตรีโกณมิติยกกําลัง แลวใชเทคนิคการอินทิเกรตในหัวขอ 3.3  ก็สามารถหาคา

อินทิกรัลของฟงกชันดังกลาวได วัตถุประสงคเก่ียวกับการแทนดวยฟงกชันตรีโกณมิติ

คือ การกําจัดเทอมที่มีรากที่สองในอินทิกรัลออกไป เราทําไดดวยเอกลักษณฟงกชัน

ตรีโกณ มิติตอไปนี้  θ−=θ 22 sin1cos  

1sectan
tan1sec
22

22

−θ=θ

θ+=θ

ตัวอยางเชน  ถา  0a >   ให  θ= sinax   เม่ือ  
22
π

≤θ≤
π

− แลว

22 ua −  = θ− 222 sinaa  = )sin1(a 22 θ−  

= θ=θ cosacosa 22  

หมายเหตุ 0cos ≥θ  เพราะวา  
22
π

≤θ≤
π

−

เราขอแบงรูปแบบของการอินทิเกรต ออกเปน 3 แบบดังนี้

1. สําหรับ 
22 xa −  ให xsina =θ

2. สําหรับ 
22 xa +  ให xtana =θ

3. สําหรับ 
22 ax −  ให xseca =θ

ในทุกๆ กรณี ให 0a >  สามเหลี่ยมมุมฉากเปนอีกทางหนึ่งท่ีงายตอการหาฟงกชัน

ตรีโกณมิติท่ีสัมพันกันในการแทนคาของการเปลี่ยนตัวแปร
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ในเทอมของ x 

การแทนค าดวยฟงก ช ันตรีโกณมิติ ( a > 0 ) 
อินทิกรัลที่มีเทอม ความสัมพันธ x กับ θ เปล่ียนตัวแปรเป นฟงก ชันตรีโกณ 

รปูแบบ 1 

22 xa −

sin θ  =  x/a  หรือ  x = a sin θ
22 xa −   =  a cos θ 

รปูแบบ 2

22 xa +

tan θ  =  x/a  หรือ  x = a tan θ
22 xa +   =  a sec θ 

รปูแบบ 3

22 ax −

sec θ  =  x/a  หรือ  x = a sec θ
22 ax −   =  a tan θ 

ตัวอยาง 3.97 
จงหา ∫

− 22 x9x
dx

รูปแบบ 1 

แทนx = a sin θ 
วิธีทํา หมายเหตุไมมีสูตรการอินทิเกรตเบื้องตนที่ประยุกตไดกับตัวอยางในหัวขอ 3.4 

ตอไปนี้  เราใชการแทนดวยฟงกชันตรีโกณมิติ เราจะสังเกตเทอม 2x9 −  เปน 
22 x3 −   ดังนั้น เราสามารถใชการแทนคาดวยตัวแปรใหมให  x =  a sin θ = 3 sin θ

ใชดีฟเฟอเรนเชียล และสามเหลี่ยมมุมฉากความสัมพันธของ x กับ θ ในรูป 3.4

จะได ,cos3x9,dcos3dx 2 θ=−θθ=   และ  θ= 22 sin9x  
ดังนั้น การแทนคาดวยฟงกชันตรีโกณมิติ ทําใหหาคาอินทิกรัลไดดังตอไปนี ้

∫
− 22 x9x

dx
= ∫ θθ

θθ
)cos3()sin9(

dcos3
2 แทนคาฟงกชันตรีโกณมิต ิ

= ∫ θ
θ
2sin

d
9
1

    = ∫ θθdcsc
9
1 2

จัดรูปใหม 

= Ccot
9
1

+θ− ประยุกตสูตร 18 

= C
x

x9
9
1 2

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−           แทนคา cot θ จากสามเหลี่ยม  

= C
x9

x9 2

+
−

−  

x
a

22 xa −

22 ax −
x

a

22 xa +

x

a
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3.5   การอินทิเกรตโดยใช เศษสวนย อย 
       ( Partial  Fractions ) 

ในหัวขอนี้ เราจะแสดงวิธีการอินทิเกรตสําหรับฟงกชันตรรกยะ โดยพยายามแยกตัว 

อินทิเกรตออกเปนเศษสวนยอย แลวนําเทคนิคการแทนคา u ดวยสูตรอินทิเกรต

เบื้องตนมาประยุกตใช กอนที่เราจะศึกษาถึงตัวอยางของการอินทิเกรตฟงกชันตรรกยะ 

เราขอนิยามฟงกชันตรรกยะกอน

นิยาม 3.1 
ให P(x) และ Q(x) เปนฟงกชันพหุนาม จะเรียก 

)x(Q
)x(P

 วาเปนฟ งก ชันตรรกยะ 

( Rational  Function ) 

ตัวอยางเชน 
4x

3
2 +

, 2

2

)4x(x
3x5

−
+

และ 
x7x6x
18x21x3

23

24

−+
−+

 เปนฟงกชันตรรกยะ

แต 
9x
|2x|,

xln
4x,

x
4

2

2

−
+−

และ  
xcos1

xsin
+

ไมเปนฟงกชันตรรกยะ

นิยาม 3.2 
ให 

)x(Q
)x(P)x(f =  เปนฟงกชันตรรกยะ จะเรียก  f วา เปนฟ งก ชันตรรกยะแท 

( Proper  Rational  Function )  ถาดีกรีของ P(x) นอยกวาดีกรีของ Q(x) 

และเรียก  f  วา เปนฟ งก ชนตรรกยะไมแท  ( Improper Rational Function )  

ถาดีกรีของ P(x) ไมนอยกวาดีกรีของ Q(x)

1. 
4x

3)x(f 2 +
=   เปนฟงกชันตรรกยะแท    เพราะวา  P(x)  =  3 มีดีกรี  0   และ

4x)x(Q 2 +=    มีดีกรี 2
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ตัวอยาง 3.116 
จงกระจาย  

)2x()2x(
1

4x
1

)x(Q
)x(P

2 +−
=

−
=  ใหเปนเศษสวนยอย 

ตัวสวนแยกเปนตัว

ประกอบเชิงเสน

ได 
วิธีทํา จากสูตร (1)  เราจะได 

2x
B

2x
A

4x
1

2 +
+

−
=

−
…...(1) 

เม่ือ A และ B เปนคาคงที่  จากสมการ (1) คูณดวย 4x 2 −  จะได
)2x(B)2x(A1 −++=  …...(2) 

วิธี 1 แทนคา x ดวยจํานวนที่เหมาะสมลงใน (2)

แทน x  =  2  จะได 1  =  4A หรือ A  =  
4
1

แทน x  =  – 2  จะได 1  =  – 4B หรือ B  =  
4
1

−

แทนคา A และ B ลงใน (1)  จะได 
)2x(4

1
)2x(4

1
4x

1
2 +

−
−

=
−

วิธี 2 จากสมการ (2)  จัดเทอมทางขวามือใหม จะได

1 = (A + B) x + 2A – 2B

โดยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ของ x  เราจะไดระบบสมการตอไปนี้

A + B = 0 …...(3) 
   2A – 2B = 1 …...(4) 

เราสามารถหาคา A และ B  จากการแกระบบสมการ (3) และ (4)  แลวเราจะได

4
1B,

4
1A −==   เชนกัน 

นั่นคือ  
)2x(4

1
)2x(4

1
4x

1
2 +

−
−

=
−

 

ข อสังเกต โดยทั่วไป ทุกๆ ตัวประกอบที่แตกตางกัน x – α  ในตัวสวนใหเขียนเทอมของเศษ 

สวนยอยในรูปแบบ  
α−x

A

ตัวอยาง 3.117 
จงกระจาย 

)2x()3x(
13x5

)x(Q
)x(P

−−
−

=  ใหเปนเศษสวนยอย 

ตัวสวนแยกเปนตัว

ประกอบเชิงเสน

ได วิธีทํา ก  เพราะวา 
)2x()3x(

13x5
−−

− =
2x

B
3x

A
−

+
−

จะได  
)2x()3x(

13x5
−−

− = 
)2x()3x(

)3x(B)2x(A
−−

−+−
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บทท่ี 4

อินทิกรัลไม ตรงแบบ
(Improper Integrals)

นิยามของอินทิกรัลจํากัดเขต ∫
b

a

dx)x(f  กําหนดใหศึกษาบนชวง [a,b] ซึ่งเปนชวง

จํากัด ยิ่งไปกวานั้นทฤษฎีเบื้องตนของแคลคูลัสซ่ึงทําใหเราหาคาของอินทิกรัลจํากัดเขต

ได กําหนดให f ตอเนื่องบนชวง [a , b] ในที่นี้เราจะศึกษาลิมิตสําหรับคาของอินทิกรับ

ซึ่งไมไดสอดคลองกับเง่ือนไขขางตน นั่นคือเพราะวาหนึ่งหรือทั้งคูของลิมิตของการ 

อินทิเกรตเปนคาอนันต หรือ f มีจํานวนจํากัดของจุดไมตอเนื่องอนันตบนชวง [a , b] 

อินทิกรัลท่ีมีคุณสมบัติอยางใดอยางหนึ่ง เรียกอินทิกรัลไมตรงแบบ (Improper

Integrals) ขอสังเกต ฟงกชัน f จะกลาววามีจุดไมตอเนื่องอนันตที่ c ถาคาของ x เขาใกล

ทางซายหรือทางขวาของ c นั่นคือ

)x(flim
cx→

 = ∞ หรือ       )x(flim
cx→

 = - ∞ 

ตัวอยาง 4.1 
     ตัวอยางของอินทิกรับไมตรงแบบ เชน

ก. ∫
∞− +

0

2 dx
1x

1
,  ∫ −−

0

1

x dxe)x1(   ,  ∫
∞

∞−

− dxe x
 เปนอินทิกรัลไมตรงแบบ 

เพราะวา หนึ่งหรือทั้งคูของลิมิตของการอินทิเกรตเปนคาอนันต

ข. ∫
1

0
3 x
dx

,  dx
x16

14

0
2∫

−
  ,  ∫

− +

2

2
2)1x(

dx
 เปนอินทิกรัลไมตรงแบบ

เพราะวา อินทิเกรตมีจุดไมตอเนื่องอนันตบางจุดในชวงของการอินทิเกรต

ฟงกชัน f(x) = 
3 x
1

 มีจุดไมตอเนื่องอนันตที่ x = 0 ซึ่งเปนลิมิตลางของการ

อินทิเกรต
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หมายเหตุ 1. จากนิยาม 4.2 เราสามารถเลือกคา c ไดตามความสะดวก แตเรามักนิยมเลือก c = 0

2. การตรวจสอบการลูขาวของอินทิกรัลในรูปของ ∫
∞

∞−

dx)x(f  ตองแบงอินทิกรัลออกเปน 

สองสวนในรูปของ ∫
∞−

c

dx)x(f  กับ ∫
∞

c

dx)x(f  ถามีอินทิกรัลในอินทิกรัลหนึ่งไมลูเขา 

จึงจะสามารถสรุปไดวา ∫
∞

∞−

dx)x(f  ไมลูเขา 

ตัวอยาง 4.2 จงพิจารณาวาอินทิกรัลไมตรงแบบตอไปนี้ลูเขาหรือไม

    ก. ∫
∞

1 x
dx

      ข.  dxe
0
∫
∞

∞−
     ค.  ∫

∞

+0
2 dx

1x
1

วิธีทํา ก.  ∫
∞

1 x
dx

= ∫∞→

b

1
b x

dxlim จากนิยาม 4.1 

= [ ]b
1b

xlnlim
∞→

ประยุกตสูตรลอการิทึม 

= )0b(lnlim
b

−
∞→

  ประยุกตทฤษฎีเบ้ืองตนของแคลคูลัส 

= ∞ คาของลิมิต 

ดูรูป 4.5  เรากลาววา  ∫
∞

1 x
dx

ไมลูเขา

วิธีทํา ข.   dxe
0
∫
∞

∞−  = ∫ −

∞→

b

0

x

b
dxelim จากนิยาม 4.1 

= b
0

x

b
]e[lim −

∞→
− ประยุกตสูตรลอการิทึม

= )1e(lim b

b
+− −

∞→
ประยุกตทฤษฎีเบ้ืองตนของแคลคูลัส

= 1 คาของลิมิต

ดูรูป 4.6  เรากลาววา dxe
0
∫
∞

∞−
  ลูเขาสู 1

วิธีทํา ค.  ∫
∞

+0
2 dx

1x
1

= dx
1x

1lim
b

0
2b ∫ +∞→

จากนิยาม 4.1

= [ ]b0b
xarctanlim

∞→
ประยุกตสูตรฟงกชันผกผันของเทนเจต

= )0arctanb(arctanlim
b

−
∞→

 ประยุกตทฤษฎีเบ้ืองตนของแคลคูลัส

= 
2
π

คาของลิมิต

ดูรูป 4.7 เรากลาววา  ∫
∞

+0
2 dx

1x
1

ลูเขาสู 
2
π
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บทท่ี 5
การประยุกตของอินทิกรัล 

(Applications of the Integral) 

5.1 พืน้ที่  ( Area ) 
5.1.1  พืน้ที่ของบริเวณระหว างเสนโคงสองเสน  
  (  Area   of   a   Region   Between   Two  Curves  ) 

โดยการแปลงเพียงเล็กนอย เราสามารถขยายการประยุกตของอินทิกรัลจํากัดเขต 

จากพื้นที่ของบริเวณใตเสนโคงไปยังพ้ืนที่ของบริเวณใตเสนโคงในระนาบพิกัด โดยการ 

อินทิเกรตฟงกชันที่นิยามบริเวณปดสองฟงกชัน

 สมมติเราตองการหาพ้ืนที่ของบริเวณซึ่งปดลอมดานบนดวยเสนโคง  y  =  f(x) ปด 

ดานลางดวยเสนโคง  y  =  g(x) และบนดานซายและดานขวาปดดวยเสนตรง อาจหาได

โดยทางเรขาคณิต แตถา f และ g เปนฟงกชันตอเนื่องใดๆ  เราใชการหาพ้ืนที่ดังกลาว

ดวยการใชการอินทิเกรต

เราจะแสดงใหเห็นวาอินทิกรัลหาคานี้ไดอยางไร เราเริ่มตนโดยประมาณบริเวณดวย

ส่ีเหล่ียมผืนผา n ช้ินโดยฐานอยูบนสวนยอย  }x,...,x,x,x{P n210=  ของชวง [a , b] 

ดูรูป 5.2  พ้ืนที่ของสี่เหล่ียมผืนผาช้ินที่ k  ดูรูป 5.3 คือ

kAΔ  = สูง × ฐาน = kkk x)]c(g)c(f[ Δ−

แลวเราประมาณพื้นที่ของบริเวณดังกลาว โดยการรวมพื้นที่ของส่ีเหล่ียมผืนผาทั้งหมด

n ช้ิน

A ≈ ∑
=

Δ−
n

1k
kkk x)]c(g)c(f[ ผลรวมรีมานห

ขณะที่ 0x k →Δ   ผลรวมบนทางขวามือเขาใกล  ∫ −
b

a

dx)]x(g)x(f[  เพราะวา f 

และ g เปนฟงกชันตอเนื่อง เราใหพ้ืนที่ของบริเวณดังกลาวสูคาของอินทิกรัลจํากัดเขต

ดังกลาว นั่นคือ A = ∑
=

→Δ
Δ−

n

1k
kkk0x

x)]c(g)c(f[lim
k

=   ∫ −
b

a

dx)]x(g)x(f[
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∫ −=
b

a

dx)]x(g)x(f[A  รูป 5.6 ∫ −=
b

a

dx)]x(g)x(f[A  

การประยุกต สมการ 5.1 ใหการหาพ้ืนที่ระหวางเสนโค งมีขั้นตอน ดังน้ี 

ขั้นที่ 1 วาดกราฟของเสนโคงที่กําหนดใหทั้งสอง และเขียนสี่เหล่ียมผืนผาที่เปน

ตัวแทน   ขนานกับแกน y โดยปดดานบนดวยเสนโคง f และปดดานลางดวยเสนโคง
g 
  ซึ่งจะชวยใหหาลิมิตของอินทิเกรต ถาเรายังไมทราบลิมิตของการอินทิเกรต

ขั้นที่ 2 หาลิมิตของการอินทิเกรต

ขั้นที่ 3 เขียนสูตรสําหรับ  [f(x) – g(x)]  แลวจัดรูปใหงายขึ้นถาทําได

ขั้นที่ 4 อินทิเกรต [f(x) – g(x)] จาก a ถึง b แลวจํานวนที่ไดจากการอินทิเกรต คือพ้ืนที่

  ระหวางเสนโคงที่ตองการ 

ตัวอยาง 5.1 จงหาพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคงพาราโบลา 2x2y −=   และ  xy −=

พ้ืนที่ระหวาง 
เสนโคงตัดกัน 

วิธีทํา ขั้น 1 วาดกราฟพาราโบลาและเสนตรง แลวเขียนสี่เหล่ียมผืนผาตามแนวตั้ง

ดูรูป 5.7  จากรูปตองบงช้ีกราฟบนและกราฟลางได ในที่นี่เราให 2x2)x(f −=  และ 

x)x(g −=   โดยที่พิกัด x ของจุดตัดของกราฟทั้งสอง คือลิมิตของการอินทิเกรต 
ขั้น 2 หาลิมิตของการอินทิเกรต เราหาลิมิตของการอินทิเกรตโดยการแกสมการ   

2x2y −=   และ  xy −=   เพ่ือหาคา  x

หาจุดตัด   ให 
2x2−  = 2x− สมการ f(x) และ g(x) 
2xx 2 −−  = 0 จัดรูปใหม 
)2x()1x( −+  = 0   แยกวงเล็บ 

     จะได x = 2,1− แกสมการหาคา x 
บริเวณวิ่งจาก x  =  –1  ถึง  x  =  2  จะไดลิมิตของอินทิเกรตคือ 2b,1a =−=  
ขั้น 3 จัดรูปใหงายขึ้นสําหรับสูตร  )]x(g)x(f[ −  

)x(g)x(f −  = 222 xx2xx2)x()x2( −+=+−=−−−

ขั้น 4 อินทิเกรต )]x(g)x(f[ −  จาก a ถึง b
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∫ −=
b

a

dx)]x(g)x(f[A  = ∫
−

−+
2

1

2 dx)xx2(

= 
2

1

32

3
x

2
xx2

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

3
1

2
12

3
8

2
44

= 
3
9

2
36 −+  = 

2
9

  ตารางหนวย

รูป 5.7 รูป 5.8

ตัวอยาง 5.2 จงหาพื้นที่ที่อยูในจตุภาค 1 ซึ่งถูกปดลอมดานบนดวยเสนโคง x)x(f =    และ

ดานลางดวยแกน x  และเสนตรง  2xy −=

วิธีทํา ขั้น 1 วาดกราฟดังรูป 5.8 แสดงบริเวณปดลอมดานบนดวยกราฟ

x)x(f =  และดานลางปดลอมเปลี่ยนจาก 0)x(g =  เมื่อ  2x0 ≤≤  ไปเปน 

2x)x(g −=  เมื่อ  4x2 ≤≤  โดยมีจุดเชื่อมตอท่ี  2x =   เราตองแบงบริเวณ

ที่ 2x =  ออกเปนบริเวณยอย A และ B และวาดสี่เหล่ียมผืนผาแนวตั้งที่เปนตัวแทน

ของ ทั้งสองบริเวณยอย 

ขั้น 2 ลิมิตของการอินทิเกรต สําหรับบริเวณ A คือ a  =  0 ถึง  b  =  2  ลิมิตทางซาย 

มือสําหรับบริเวณ B คือ a  =  2  หาลิมิตทางขวามือ โดยการแกสมการ xy =  

และ 2xy −=   เพ่ือหาคา x 
หาจุดตัด   ให    2xx −= สมการ f(x) และ g(x) 

2)2x(x −=   = 4x4x 2 +−   ยกกําลังสอง 

4x5x 2 +−    = 0   จัดรูปใหม 

)1x)(4x( −−  = 0    แยกวงเล็บ 

ดังนั้น 4,1x = แกสมการหา x  

คาของ  x  =  4 เพียงคาเดียวที่สอดคลอง 2xx −=  ดังนั้นลิมิตทางขวาคือ b = 4
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 5.2 ปริมาตรของรูปทรงตัน
( Volume  of  Solids ) 

             5.2.1 ปริมาตรโดยการเฉือนช้ินบางๆ  
     ( Volume  by  Slicing ) 

เราไดเห็นแลววา เราคํานวณพื้นที่โดยการอินทิเกรตไดอยางไรในหัวขอ 5.1 และใน

ที่นี้เราจะขยายการประยุกตไปในสามมิติ เปนการหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยการอินทิ

เกรต สําหรับในหัวขอนี้เราจะกลาวถึงปริมาตรโดยวิธีภาคตัดขวาง (Method of Cross 

Section) ปริมาตรของการหมุนโดยวิธีเฉือนเปนแผน (Disk Method) และปริมาตรของ

การหมุนโดยวิธีเปลือกทรงกระบอก (Shell Method)

    วิธีของภาคตัดขวาง ( Method  of  Cross  Sections ) 
เราเริ่มตนทบทวนสูตรการหาปริมาตรของรูปทรงตันบางรูปที่ทราบมาแลว

ในแคลคูลัสเบื้องตน  ดังตาราง 5.1  ตอไปนี้ 

ช่ือของรูปทรงตัน ลักษณะเฉพาะ สูตรปริมาตร รูป 

ลูกบาศก 
(Cube) 

ขนาด s          3sV =

ทรงกลม 

(Sphere) 
รัศมี r 

3r
3
4V π=
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ช่ือของรูปทรงตัน ลักษณะเฉพาะ สูตรปริมาตร รูป 

กรวยกลม 

(Right Circular Cone) 
สูง h รัศมีที่ฐาน r hr

3
1V 2π=

รูปทรงสี่ดาน 

(Regular Tetrahedron) 

ปริมิตเกิดจาก 4 ดาน 

โดยแตละดานเปน

สามเหลี่ยมดานเทายาว

ดานละ a 

3a2
12
1V =

ทรงกระบอก (Cylinder) สูง h 

พ้ืนที่ฐาน B BhV =

ทรงกระบอกกลม 
(Circular Cylinder)

สูง h  
ฐานวงกลมที่มีรัศมี r hrV 2π=

กลองรูปทรงสี่เหลี่ยม 
มุมฉาก 

(Rectangular Box) 

กวาง l 
ยาว w , สูง h hwlV =

     จากสูตรทรงกระบอกกลม สามารถมองเสมือนจํานวนของผลรวมของแผนกลมตาม

แนวตั้ง ดังรูป 5.34 และปริมาตรของทรงกระบอกกลมสามารถคํานวณโดยการคูณของ

พ้ืนที่หนาตัดรวม B และสวนสูง h ของกองเหรียญกลม ตัวอยางเชน ทรงกระบอกกลมที่

มีสวนสูง h และรัศม ีr มีภาคตัดขวางเปนวงกลมรัศม ีr มีพ้ืนที่  2rB π=  และปริมาตร 

ของทรงกระบอกกลม hrBhV 2π==
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เหรียญที่อย ู 
สูงสุดมีพืน้ที่ 
ภาคตัดขวาง B  

        กองของเหรียญ ปริมาตรของกอง 
     ทั้งหมดมีความสูง h เหรียญคือ    Bh 

รูป 5.34 

 

ถาพ้ืนที ่A(x) ของภาคตัดขวาง R(x) เปนฟงกชันตอเน่ืองของ x 

เราสามารถหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยการอินทิเกรต A(x)  
จาก a ถึง b ได 

รูป 5.35

ในทํานองเดียวกัน เราสามารถใชวิธีการขางตนหาปริมาตรของรูปทรงตันอื่นๆ ซึ่ง

เราทราบภาคตัดขวาง อยางไรก็ตาม เม่ือพ้ืนที่ภาคตัดขวางมีคาไมคงที่ เราจําเปนตองใช 

แคลคูลัสเขามาชวย 

 สมมติเราตองการหาปริมาตรของรูปทรงตัน S ดังรูป 5.35  และภาคตัดขวางของ

รูปทรงตันทุกๆ จุด x ในชวง [a , b] เปนอาณาบริเวณ R(x) ของพื้นที่ A(x)  ถา A เปน

ฟงกชันตอเนื่องของ x  เราสามารถใชมันนิยามและคํานวณหาปริมาตรรูปทรงตันเสมือน 

การอินทิเกรตในวิถีทางที่กลาวตอไปนี้

 ให S เปนรูปทรงตัน และสมมติใหสําหรับ bxa ≤≤  ภาคตัดขวางของ S ที่ตั้งฉาก 

กับแกน x ที่จุด x มีพ้ืนที่ A(x)  โดยเราคิดวาตัดรูปทรงตันโดยมีดและกําลังเคล่ือนที่มีด 

เฉ่ือนไปบางๆ ซึ่งหนาตัดมีพ้ืนที่ A(x) และแตละช้ินมีความหนาเปน Δx ดังแสดงใน 

รูป 5.36 

ภาคตัดขวางตามแนวตั้ง 
 ก. รูป 5.36 ข. 

ภาคตัดขวาง R(x) ที่มีพ้ืนที่ A(x) 
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ตัวอยาง 5.24 
จงพิสูจนวา ปริมาตรของพีระมิดที่มีฐานเปนรูปจัตุรัสคือ hB

3
1V =  

เม่ือ h เปนความสูงของพีระมิด และ B เปนพื้นที่ของฐานพีระมิด 

แผนชิ้นบางๆหาง

จากจุดกําหนิดเปน

ระยะ y หนวยแลว

จึงอินทิเกรตตาม

แกน y 
วิธีทํา พีระมิด ดังแสดงในรูป 5.39 ก.  เราสามารถเฉือนชิ้นบางๆ ของพีระมิดโดย

ขนานกับฐานที่ความสูง y แลวไดรูปแบบของภาคตัดขวางเปนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่มีดาน

ยาวเทากับ b′  โดยการใชสามเหลี่ยมคลายในรูป 5.39 ข. เราจะได 

h
yh

b
b −

=
′

   หรือ )yh(
h
bb −=′   โดยที่ b เปนความยาวของดานของฐานพีระมิด

ดังนั้น  A(y) = 2)b( ′  = 2
2

2

)yh(
h
b

−

อินทิเกรตระหวาง  y  =  0  ถึง  y  =  h เราจะได

 V = ∫
h

0

dy)y(A  = dy)yh(
h
bh

0

2
2

2

∫ −  

= dy)yh(
h
b h

0

2
2

2

∫ −

= 
h

0

3

2

2

3
)yh(

h
b

⎥
⎦

⎤−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

h
h
b 3

2

2

 = 2bh
3
1

= hB
3
1

 เม่ือ   
2bB =  

ข อสังเกต 
จากตัวอยาง 5.24  เราสามารถนําสูตร hB

3
1V =  ไปประยุกตใชได

ในที่นี้ h  = 3  ,  b  =  3  ดังนั้น ปริมาตรของพีระมิดเทากับ

9)3)(3(
3
1hb

3
1hB

3
1V 22 ====   ลูกบาศกหนวย 

ก. ข.รูป 5.39

พื้นท่ี = A(y) 
พื้นท่ีฐาน = B = b2
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   รูป 5.41  
ก.ใชจานกลม5แผ น ,V= 4.2726 ข.ใชจานกลม10แผ น ,V=4.2097 ค.ใชจานกลม20แผ น ,V=4.1940

ตัวอยาง 5.26 ล้ิมไมช้ินหนึ่งถูดตัดออกจากทอนไมทรงกระบอกรัศม ี3 หนวยโดยระนาบ 2 ระนาบ 

ระนาบแรกตั้งฉากกับแกนของทรงกระบอก และระนาบที่สองตัดขวางกับระนาบแรกทํา

มุม 45 องศา ที่จุดศูนยกลางของทรงกระบอก จงหาปริมาตรของลิ้มไม 

วิธีทํา ขั้น 1 วาดรูปคราวๆ  เราวาดลิ้มและรางภาคตัดขวางตามแบบอยางตัดลิ้ม

ตั้งฉากกับแกน x  ดังรูป 5.42

ขั้น 2 สูตรสําหรับ A(x)  ภาคตัดขวางของลิ้มไมที่ x เปนรูปสี่เหล่ียมมุมฉากของพื้นที่

A(x)    =    (กวาง ) (สูง) = 22 x9x2)x()x92( −=−

ขั้น 3 ลิมิตของการอินทิเกรต  ส่ีเหล่ียมผืนผาวิ่งจาก  x  =  0  ถึง  x  =  3

ขั้น 4 อินทิเกรตเพ่ือหาปริมาตร

 ∫=
b

a

dx)x(AV  = dxx9x2
3

0

2∫ −

= ∫ −−−
3

0

22 )x9(d)x9( 2
1

  = 
3

0

2/32 )x9(
3
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

 = 2/3)9(
3
20 +          =      18 ลูกบาศกหนวย   

หมายเหตุ  ในตัวอยางนี้ ถาเราตัดลิ้มไมตามแนวแกน x ดังรูป 5.42 ค. และสรางภาคตัดขวาง

เปนสามเหลี่ยมหนาจั่ว ABC ที่ x ใดๆ  จะไดพ้ืนที่หนาตัดเปน

A(x)  =  hy
2
1

⋅   =  )45tany(y
2
1 o   =  2y

2
1

 =  22 )x9(
2
1

−   =   )x9(
2
1 2−

และปริมาตรคือ V  = ∫
b

a

dx)x(A  = dx)x9(
2
13

3

2∫
−

−  = 
3

3

3

3
xx9

2
1

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= )36(
2
1

= 18  ลูกบาศกหนวย   

ให u  = 2x9 −
 du  = –2x dx

∫ duu n   = C
1n

u 1n

+
+

+
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ข อสังเกต  ข้ันตอนตอไปนี้อาจชวยใหเราจดจําแนวความคิดขางตนของระเบียบวิธีจานได

จากแคลคูลัสเบื้องตน    ใชสูตรหา    อินทิเกรตบนชวง 

ก.            ข.

ในทํานองเดียวกัน ถาแกนของการหมุนเปนแกนแนวตั้ง สูตรที่ไดรับเปนดังนี้ 

ระเบียบวิธีจาน 

หมุนรอบแกน y 

The Disc 
Method 

ปริมาตรของรูปทรงตัน V ที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่รอบแกน y ของบริเวณที่ปดลอม 

ดวยเสนโคง  x  =  g(y) , แกน y เมื่อ  dyc ≤≤  โดยที่ g เปนฟงกชันตอเนื่องบน [c ,

d] จะมีคาเทากับ

V = ∫ π
b

a

2 dyx  = ∫ π
d

c

2 dy))y(g(   …....(5.8) 

ดูรูป 5.51 

ก.           รูป 5.51 ข. 

สมาชิกตัวแทนของปริมาตร สูตรอินทิเกรต 

ปริมาตรของจาน

V  =  Bh  = πr2h  

ΔV  =  πy2Δx ∫π=
b

a

2dxyV

รูสูตร 

รูป 5.50
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ระเบียบวิธี

เครื่องลางจาน

หมุนรอบแกน x 
The Washer 

Method 

222 )gf(]gf[ −≠−

สมมติ f และ g เปนฟงกชันตอเนื่องโดยที่ )x(g)x(f ≥  บนชวง [a , b] และให R 

เปนบริเวณปดลอมดานบนดวย  y  =  f(x) ดานลางดวย  y  =  g(x)  และดานขางดวย

เสนตรง  x  =  a  และ  x  =  b  ระเบียบวิธีเคร่ืองลางจาน กลาววา ปริมาตรที่

กอกําเนิด โดย การหมุนบริเวณ R รอบแกน x คือ

dx)]x(g[)]x(f[V
b

a

22∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−π=

321321
 …....(5.9) 

รัศมีดานนอก     รัศมีดานใน 

dx)]x(r[)]x(R[
b

a

22∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−π=

32143421
  

   รัศมีดานนอก รัศมีดานใน 

ดูรูป 5.52 = ∫∫ π−π
b

a

2
b

a

2 dx)]x(r[dx)]x(R[

ก. รูป 5.52                ข. 

ระเบียบวิธี

เครื่องลางจาน

หมุนรอบแกน y 
The Washer 

Method 

สมมติ F และ G เปนฟงกชันตอเนื่องโดยที่ )y(G)y(F ≥  บนชวง [c , d] และให R 

เปนบริเวณปดลอมดานขวาดวย  x  =  F(y) ดานซายดวย  x  =  G(y)  และดานลางดวย

เสนตรง  y  =  c และดานบนดวยเสนตรง  y  =  d  ระเบียบวิธีเคร่ืองลางจาน 

กลาววา   ปริมาตรท ี่กอกําเนิด โดยการหมุนบริเวณ R รอบแกน y คือ 

dy)]y(G[)]y(F[V
d

c

22∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−π=

43421321
…....(5.10) 

  รัศมีดานนอก     รัศมีดานใน 

= ( ) dy)]y(r[)]y(R[
d

c

22∫ −π

ดูรูป 5.53 = ∫∫ π−π
d

c

2
d

c

2 dy)]y(r[dy)]y(R[  
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บริเวณ R บนระนาบ 

ก. 

รูปทรงตันของการหมุน 

ข. รูป 5.56

รูปทรงตัน 

ค. 

ตัวอยาง 5.34 จงหาปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนบริเวณระหวางเสนโคง ,xy =

4x0 ≤≤   และแกน x  รอบแกน xบริเวณปดหมุน 

รอบแกน x โดย 
Disc Method

วิธีทํา บริเวณระหวางเสนโคง  4x0,xy ≤≤=  และแกน x  ดังรูป 5.57

สรางส่ีเหล่ียมผืนผาตัวแทนตั้งฉากกับแกน x บนบริเวณ R  เราสามารถมองเห็นรัศมีของ

รูปทรงตันนี้เปน  xy)x(R ==

โดยวิธีจานหมุนรอบแกน x จะไดวาปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนนี้คือ 

∫ π=
b

a

2 dx)]x(R[V  = ∫ π
4

0

2 dx]x[

 = ∫π
4

0

dxx  =
4

0

2

2
x

⎥
⎦

⎤
π

 =
2

)4(
π = 8π

=     25.1327         ลูกบาศกหนวย 
 

ก.บริเวณ R บนระนาบ ข.รูปทางตันของการหมุน 
รูป 5.57
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ตัวอยาง 5.41 จงหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคง  2xy =  และ

เสนตรง  x2y =   ในจัตุภาคที่ 1 หมุนรอบแกน yบริเวณปด

หมุนรอบแกน

หมุนที่ไมใชสวน 

หนึ่งของบริเวณ 

วิธีทํา เร่ิมตนเราวาดบริเวณปด R ลอมรอบดวยกราฟพาราโบลาหงาย 2xy =  และ

เสนตรง x2y =  ตัดกันที่จุด (0 , 0) และจุด (2 , 4) ดังรูป 5.64  สรางส่ีเหล่ียมผืนผา

ตัวแทนตั้งฉากกับแกน y  เราสามารถเห็นรัศมีการหมุนวงนอกและวงใน ดังนี้

R(y)  = y   รัศมีวงนอกเปนระยะจากแกน y ถึงจุดบนกราฟพาราโบลา 

r(y)   = 
2
y

รัศมีวงในเปนระยะจากแกน y ถึงจุดบนกราฟเสนตรง

โดยวิธีเคร่ืองลางจานหมุนรอบแกน  y 

     จะได     dV     = dy))]y(r[)]y(R[( 22 −π

= dy
2
y)y(

2
2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−π  =  dy

4
yy

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

อินทิเกรตระหวาง 0 ถึง 4  เพ่ือหาปริมาตร

    ดังนั้น  V  = ∫ −π
d

c

22 dy))]y(r[)]y(R[(  

= ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

4

0

2

dy
4
yy         =     

4

0

32

12
y

2
y

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−π

= 
3

8π

=     8.3776    ลูกบาศกหนวย   

ก.บริเวณ R ในระนาบ ข.รูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน 
รูป 5.64
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(Shell Method)  วิธีเปลือกทรงกระบอก 

รูป 5.87 

(Washer Method)  วิธีเครื่องลางจาน 

รูป 5.88

ตัวอยาง 5.60 จงหาปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิดจาการหมุนบริเวณในจตุภาคที่ 1 ปดลอมดวยวงรี

1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+   รอบแกน x  เม่ือ  a > 0  และ  b > 0Shell Method 

หมุนรอบแกน x 
วิธีทํา 1 โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก หมุนรอบแกน x

เร่ิมตนวาดรูปวงรีในจตุภาคที่ 1 ดังรูป 5.89  สรางส่ีเหล่ียมผืนผาตัวแทนตั้งฉาก

กับ

แกน y (ขนานกับแกนหมุน)   โดยมีความสูงเปน   22 yb
b
ax)y(h −== และมี

ความหนา dy  เรามองเห็นรัศมีการหมุนเปน p(y)  =  y   จะได

V = ∫π
d

c

dy)y(h)y(p2 = ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π

b

0

22 dyyb
b
ay2  

ให 222 ybu −=  = ∫ −
π 0

b

)duu(u
b

a2   = 
0

b

3

3
u

b
a2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −π

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π
3
b

b
a2 3

   = 
3
ab2 2π  ลูกบาศกหนวย

วิธีทํา 2 โดยวิธีจาน หมุนรอบแกน x 
 จากรูป 5.90  สรางส่ีเหล่ียมผืนผาตัวแทนตั้งฉากกับแกน x (ตั้งฉากกับแกนหมุน)

โดยมีความสูงเปน 22 a/x1by)x(h −==  และมีความหนา dx  เรามองเห็นรัศมี 

การหมุนเปน 22 a/x1b)x(R −=  อินทิเกรตเทียบกับ x จาก 0 ถึง a   
จะไดปริมาตรของรูปทรงตันนี้เปน 

V = ∫ π
a

0

2 dx)]x(R[  = ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

a

0
2

2
2 dx

a
x1b

= 
a

0
2

3
2

a3
xxb ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π

3
aab2

= 
3
ab2 2π    ลูกบาศกหนวย
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5.3 ความยาวสวนโค ง  ( Arc  Length ) 
 ในหัวขอนี้ อินทิกรัลจํากัดเขตใชหาความยาวสวนโคงของเสนโคงในระนาบ

เราประมาณสวนโคงโดยสวนของเสนตรง ซ่ึงความยาวกําหนดไดโดยสูตรระยะทาง

d = 2
12

2
12 )yy()xx( −+−

เสนโคงหาความยาวไดเปนเสนโคง ซ่ึงมีความยาวสวนโคงจํากัด เราจะเห็นวา

เง่ือนไข เพียงพอสําหรับกราฟของเสนโคง f เปนเสนโคงหาความยาวไดระหวาง (a ,

f(a)) และ  (b , f(b)) ก็คือ f ′  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [a , b] นั่นคือ ฟงกชันท่ีหา

อนุพันธไดตอเนื่องบนชวง [a , b] และกราฟของเสนโคงบนชวง [a , b] เปนเสนโคงปรับ

เรียบ (Smooth Curve) 

 พิจารณาฟงกชัน  y  =  f(x)  ท่ีเปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดตอเนื่องบนชวง [a , b]

เราสามารถประมาณกราฟของ f โดย n สวนของเสนตรง ซ่ึงจุดปลายกําหนดแนนอนโดย

สวนแบง    bx...xxxa n210 =<<<<=  

ดังแสดงในรูป 5.108  โดยกําหนดให  1iii xxx −−=Δ  และ 1iii yyy −−=Δ  เรา 

สามารถประมาณความยาวของกราฟโดย  

  ∑
=

Δ+Δ≈
n

1i

2
i

2
i )y()x(L = )x(

x
y1 i

n

1i

2

i

i Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ

+∑
=

 

คาประมาณนี้เขาใกลคาจริงดีข้ึนและดีข้ึน ขณะท่ี  )n(0|||| ∞→→Δ

    ดังนั้น   เรานิยามความยาวของกราฟของเสนโคงนี้เปน 

  )x(
x
y1limL i

n

1i

2

i

i

0||||
Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ

+= ∑
=

→Δ
 

เพราะวา )x(f ′  หาคาไดสําหรับทุก x ในชวง )x,x( i1i−  จากทฤษฎีคาเฉล่ีย

รับประกันวามีคา ic  ในชวง )x,x( i1i−  โดยที่

  )x(f)x(f 1ii −−  = )c(f
x
y)xx)(c(f i

i

i
1iii ′=

Δ
Δ

→−′ −

เพราะวา f ′  ตอเนื่องบนชวง [a , b] จะไดวา 2)]x(f[1 ′+  ตอเนื่องบนชวง [a , b] 

ดวย  ซ่ึงทําใหสรุปไดวา  

L = ( ) )x()c(f1lim i

n

1i

2
i0||||

Δ′+∑
=

→Δ

= dx)]x(f[1
b

a

2∫ ′+

เราเรียก  L  วา  ความยาวส วนโค ง ( Are Length )  ของ f ระหวาง a และ b 
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(a,c) เม่ือ α=t  

0

r y 

x

P(x,y) 
P(r,θ ) 
)

θ

         y        x=x(t)  ,  y=y(t)  เม่ือ β<<α t  

 
 

x 
รูป 5.109 

        y      )(fr θ=  หรือ  
⎭
⎬
⎫

θθ=
θθ=

sin)(fy
cos)(fx

 
 

   x 
รูป 5.110

ตัวอยาง 5.73 จงหาความยาวเสนตรงจาก )y,x( 11  ไป )y,x( 22 บนกราฟของ f(x)  =  mx + b

ดังรูป 5.111 สูตรระยะทาง

ระหวางจุดสองจุด 
วิธีทํา เพราะวาความชัน

12

12

xx
yy)x(fm

−
−

=′=  และจากสูตรความยาวสวนโคง 

สูตร 5.13   เราจะได 

L = dx)]x(f[1
b

a

2∫ ′+  = dx)]x(f[1 2x

x

2

1

′+∫

= dx
xx
yy1

2

12

12x

x

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+∫

= 
2

1

x

x

2
12

2
12

2
12 )x(

)xx(
)yy()xx(

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−+−

= )xx(
)xx(

)yy()xx(
122

12

2
12

2
12 −

−
−+−

 

= 2
12

2
12 )yy()xx( −+−  หนวย  

 
ข อสังเกต จากตัวอยาง 5.73  เราพบวา

2
12

2
12 )yy()xx(L −+−=  เปนสูตรการหา

ระยะทางระหวางจุดสองจุดในระนาบนั่นเอง 

ตัวอยาง 5.74 จงหาความยาวสวนโคงของ  y  =  4x + 5  จาก  x  =  0  ถึง  x  =  1  ดูรูป 5.112 

วิธีทําในที่นี้ ความชันของเสนตรงเทากับ  4)x(f =′  และแทนในสูตรความยาวสวนโคง 

สูตร 5.13  จะได  L = dx)]x(f[1
b

a

2∫ ′+  = dx161
1

0
∫ + =

1

0
x17

= 17 =       4.1231    หนวย

 

(b,d)เม่ือ β=t
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5.4 พืน้ที่ผิวที่เกิดจากหมุน  (  Area  of  a  Surface  of  Revolution  ) 

ในหัวขอ 5.2 และ 5.3  อินทิกรัลจํากัดเขตใชคํานวณหาปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิด 

จากการหมุนและความยาวสวนโคงของเสนโคงในระนาบ ในที่นี้เราตองการมองหาวิธี 

ดําเนินการสําหรับหาพื้นที่ผิวที่เกิดจากการหมุน 

นิยาม 5.4  ถากราฟของฟงกชันตอเนื่องหมุนรอบเสนตรง ผลลัพธของพื้นผิวที่เกิดข้ึนเรียกวา 

พื้นที่ผิวที่เกิดจากการหมุน ( Surface  of  Revolution )

พ้ืนที่ของพื้นผิวที่เกิดจากการหมุน ไดรับจากสูตรสําหรับดานขางของพื้นที่ผิวของ

กรวยปลายตัด (Frustum) ของกรวยทรงกลม พิจารณาสวนของเสนตรงในรูป 5.137 

เม่ือ L เปนความยาวของสวนของเสนตรง 1r  เปนรัศมีที่ปลายดานซายของสวนของ

เสนตรง  และ 2r  เปนรัศมีที่ปลายดานขวาของสวนของเสนตรง เม่ือสวนของเสนตรง

หมุนรอบแกนของการหมุนของมัน ทําใหกอกําเนิดกรวยปลายตัดของกรวยกลม โดยที่

S = 2 π r L พ้ืนที่ผิวของกรวยปลายตัด

r = )rr(
2
1

21 +   คาประมาณของรัศมีของกรวยปลายตัด

 สมมติกราฟของฟงกชัน f มีอนุพันธตอเนื่องบนชวง [a , b] หมุนรอบแกน x ทําให 

เกิดพื้นที่ผิวที่เกิดจากการหมุน ดังแสดงในรูป 5.138  ให Δ เปนสวนแบงยอยของชวง

[a , b] โดยมีความกวางของชวงยอย ixΔ  แลว  ความยาวของสวนของเสนตรงยอย

2
i

2
ii yxL Δ+Δ=Δ  กอใหเกิดกรวยปลายตัดของกรวยกลม ให ir  เปนคาประมาณ 

รัศมีของกรวยปลายตัดนี ้ โดยทฤษฎี1.10 (Intermediate Value Theorem) 

มีจุด id  (ในชวงยอยที่ i ) โดยที่ )d(fr ii =

พ้ืนที่ผิวดานขาง , iSΔ  ,  ของกรวยปลายตัด คือ

iSΔ  = ii Lr2 Δπ  = 2
i

2
ii yx)d(f2 Δ+Δπ

= i

2

i

i
i x

x
y1)d(f2 Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ

+π

รูป 5.137 ก.                                     ข.              รูป 5.138
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ตัวอยาง 5.105 จงหาพ้ืนที่ผิวที่เกิดจากการหมุนกราฟของเสนโคง  2x)x(f =  บนชวง  [0 , 2 ]

รอบแกน y   ดังแสดงในรูป 5.148 

วิธีทํา ในที่นี้ระยะทางระหวางแกน y (แกนหมุน) และกราฟของ f  คือ  r(x)  =  x

เพราะวา  x2)x(f =′ จะไดวา

  พ้ืนที่ผิวที่เกิดจากการหมุนกราฟของ 2xy =  จาก  x  =  0  ถึง  2x =  รอบแกน y

คือ  S = ∫ ′+π
b

a

2 dx)]x(f[1)x(r2 = ∫ +π
2

0

2 dx)x2(1x2  

= ∫ +
π 2

0

2/12 dx)x8()x41(
8

2
= 

2

0

2/32

2/3
)x41(

8
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +π

= ])1()81[(
6

2/32/3 −+
π

= 
3

13π

=        13.6235 ตารางหนวย  
 

รูป 5.148 
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5.5  โมเมนตและจุดศูนยกลางมวล  ( Moments  and  Centers  of  Mass ) 

นิยาม 5.1 
มวล และน้ําหนัก 
(Mass , Weight)  

(Newton’s 
Second Law)
กฎของนิวตัน 
ขอ2 (Masses
Along a line) 
มวลของเสน  

(Moment about 
Origin) โมเมนต
รอบจุดกําเนิด 

(Balance Point)  
จุดสมดุล 

(Thin Rod With 
Density 

Function) 
(คานท่ีความ
หนาแนนไม

คงที่)

 น้ําหนักเปนแรงที่เปนผลมาจากแรงดึงดูดกระทํากับมวล ถาวัตถุมวล m 
วาง  ณ ตําแหนงที่มีความเรงของแรงโนมถวง g แลว  น้ําหนักของวัตถุ คือ

F = mg …......(5.25) 

มวล 21 m,m  และ 3m  บนแกน x และจุดหมุน ณ จุด 0 มีตําแหนงตางๆ 
ดังรูป 5.161

รูป 5.161

ระบบของโมเมนตรอบจุดกําเนิด (Moment of the System about the Origin) คือ
0M = 332211 xmxmxm ++

หรือ 0M = ∑ kk xm   …......(5.26)

ถาให x  เปนตําแหนงท่ีทําใหคานอยูในลักษณะสมดุล ดังรูป 5.162

ตําแหนงสมดุล 
รูป 5.162

จะได  x  = 
∑
∑

k

kk

M
XM

= 
ระบบของมวล

กําเนิดมนตรอบจุดระบบของโมเ         …......(5.27)  

 Moment , Mass and Center of Mass ของคานหรือแทงตามแนวทางแกน x 
ความหนาแนน )x(δ ณ ตําแหนง x ใดๆ มีสูตรการคํานวณ ดังนี้

โมเมนตรอบจุดกําเนิด (Moment about Origin)    0M  = ∫ δ
b

a

dx)x(x

มวล (Mass) M = ∫ δ
b

a

dx)x( .....(5.28) 

จุดศูนยกลางของมวล (Center of Mass)  x  = 
M

M0
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ก. ข.

มวลของอาณาบริเวณ  (Masses Distributed over a Plane)

ระบบของมวล =  M  = ∑ km …....(5.29) 
(System of Mass) 

โมเมนตรอบแกน x xM  = kk ym∑
(Moment about x-Axis) 
โมเมนตรอบแกน y yM  = kk xm∑    …....(5.30) 
(Moment about y-Axis) 

มวลของแผนบางๆ  (Mass of a Thin Plate)

โมเมนต (ที่หนึ่ง) มวล และจุดศูนยกลางของมวลของมวลของแผนบางๆ บนระนาบ xy 

โมเมนตรอบแกน x   xM  = ∫ ydm
  (Moment about x – axis) 
  โมเมนตรอบแกน y   yM  = ∫ xdm
  (Moment about y – axis) 
  มวล  (Mass)   M  = ∫dm    …....(5.30) 

  จุดศูนยกลางของมวล x  =   
M

M y    ,  y   = 
M

M x

              (Center of Mass)

โดยที่  dAdm δ=

  δ คือ ความหนาแนนของมวลที่จุด (x , y)

  dA คือ พ้ืนที่ของแถบบางๆ (Strip)

  dm คือ มวลของพื้นที่ dA

มวลของพื้นที่ = ความหนาแนน × พ้ืนที่ของมวลนั้น ดังแสดงในรูป 5.164 

รูป 5.163
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