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 หนังสือคณิตศาสตรวิศวกรรมเลมนี้ผูเขียนมีจุดมุงหมายใหใชเปน

หนังสือประกอบการเรียนในรายวิชาคณิตศาสตรวิศวกรรมหรือในรายวิชา

ที่เกี่ยวของสำหรับผูที่ศึกษาในสาขาวิศวกรรมศาสตรและวิทยาศาสตร 

โดยไดเรียบเรียงใหมีเนื้อหาครอบคลุมในเรื่องที่เปนพื้นฐานสำคัญและเรียง

ลำดับเนื้อหาใหมีความสอดคลองกัน รวมทั้งไดมีการยกตัวอยางเชิงวิศวกรรม

ประกอบเพื่อใหผูอานไดมองเห็นภาพการประยุกตใชงานไดอยางชัดเจน และ

ในสวนทายของหนังสือไดมีการเฉลยแบบฝกหัดเอาไวดวยเพื่อใหผูอานสามารถ

ตรวจคำตอบของตนเองได

 เนื้อหาของหนังสือจะแบงออกเปนสองสวนใหญ คือ การแกสมการ

เชิงอนุพันธและเวกเตอรแคลคูลัส โดยสวนที่เปนการแกสมการเชิงอนุพันธ

จะอยูในบทที่ 1 ถึงบทที่ 4 และสวนที่เปนเวกเตอรแคลคูลัสจะอยูในบทที่ 

5 ถึงบทที่ 9 ซึ่งทั้งสองสวนนี้เปนพื้นฐานและมีความสำคัญอยางยิ่งในการ

ศึกษาทางดานวิศวกรรมตอไป

 ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาหนังสือเลมนี้จะชวยใหผูอานมีความเขาใจ

ในการเรียนรายวิชาคณิตศาสตรวิศวกรรมหรือรายวิชาที่เกี่ยวของไดดียิ่ง

ขึ้น และถามีสิ่งผิดพลาดประการใดผูเขียนยินดีจะทำการปรับปรุงในครั้ง

ตอไป เพื่อใหหนังสือเลมนี้มีความสมบูรณยิ่งขึ้น

ธนยศ อริสริยวงศ
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 เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงความสำคัญในการศึกษาสมการเชิงอนุพันธ โดย
จะเริ่มจากกระบวนการแกปญหาทางวิศวกรรม เพื่อใหผูอานทราบถึงความสัมพันธ
ระหวางสมการเชิงอนุพันธและการแกปญหาทางวิศวกรรม รวมทั้งนิยามตาง ๆ ที่ใช
ในสมการเชิงอนุพันธ พรอมตัวอยางประกอบ

  1.1       กระบวนการแกปญหาทางวิศวกรรม

 ในการทำงานของวิศวกรนั้นมักจะพบกับคำถามตาง ๆ มากมาย เชน เราจะ
ทราบไดอยางไรวาตึกสูงที่สรางขึ้นจะมีการเอียงตัวมากนอยเพียงใดเมื่อมีลมมาปะทะ 
ตองใชเวลานานเทาใดจนกวาน้ำที่เก็บไวในถังจะหมด หรือเมื่อเราปอนกระแสไฟฟาใหกับ
มอเตอรแลวมอเตอรจะใหแรงบิดออกมาเทาใด เปนตน เพื่อที่จะตอบปญหาดังกลาว
วิศวกรจะตองมีกระบวนการแกปญหาที่เปนระบบ ดังรูปที่ 1.1 
 จากรูปที่ 1.1 กระบวนการจะเริ่มจากการนิยามปญหาจากระบบจริง กำหนด

ตัวแปรตาง ๆ ใหกับระบบและตั้งสมมุติฐานที่จะใช ขั้นตอนตอไปก็ทำการสรางแบบ
จำลองทางคณิตศาสตรของระบบดังกลาว และแกสมการแบบจำลองทางคณิตศาสตรที่
สรางขึ้นเพื่อหาคาตัวแปรที่ตองการทราบคา ถึงขั้นตอนนี้เราจะทราบวาตัวแปรที่ตอง
การมีคาเทาใด จากนั้นทำการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการแกสมการกับคาที่วัดไดจาก

ระบบจริงวาแตกตางกันมากนอยเพียงใด อยูในชวงที่ยอมรับไดหรือไม ถาอยูในชวงที่
ยอมรับไมไดก็ตองยอนกลับไปทำขั้นตอนแรกใหม แตถาคาที่คำนวณมาไดอยูในชวง
ยอมรับไดก็นำคานั้นไปใชงานไดทันที 
 จากกระบวนการแกปญหาทางวิศวกรรมเราจะพบวาขั้นตอนที่สาม ตามรูปที่ 

1.1 ซึ่งก็คือขั้นตอนการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร โดยปกติแลวสมการที่ไดจะ
อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธเปนสวนมาก ซึ่งจะแสดงใหเห็นในหัวขอที่ 1.3 
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 ถึงตรงนี้ผูอานคงจะพอมองเห็นภาพรวมของความสัมพันธระหวางสมการเชิง
อนุพันธและกระบวนการแกปญหาทางวิศวกรรม ในหัวขอตอไปจะเปนการกลาวถึงนิยาม
ตาง ๆ ที่ใชในสมการเชิงอนุพันธ 

นิยามปญหาของระบบจริงออกมาวา

ตองการรูอะไรเปนสำคัญ

กำหนดตัวแปรที่สำคัญในการแกปญหา 

และสมมุติฐานที่จะใช

แกสมการแบบจำลองทางคณิตศาสตร

ที่สรางขึ้นเพื่อหาคาตัวแปรที่ตองการ

ตรวจสอบคำตอบ

ที่ไดกับระบบจริง

1

2

สรางสมการความสัมพันธระหวางตัวแปรที่

กำหนดขึ้นหรือเรียกวาการสรางแบบจำลอง

ทางคณิตศาสตร

3

4

5

ยอมรับไมได

นำคำตอบที่ไดไปใชงาน
6

ยอมรับได

รูปที่ 1.1   กระบวนการแกปญหาทางวิศวกรรม
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  1.2       นิยามที่ใชในสมการเชิงอนุพันธ

 1.2.1 สมการเชิงอนุพันธ (Differential Equation) หมายถึง สมการทาง
  คณิตศาสตร ซึ่งภายในสมการจะประกอบไปดวยอนุพันธของตัวแปร
 1.2.2 อันดับ (Order) ของสมการเชิงอนุพันธ หมายถึง อันดับสูงสุดของ
  อนุพันธที่ปรากฏในสมการ
 1.2.3 ความเปนเชิงเสนสำหรับสมการเชิงอนุพันธ
  พิจารณาสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ในตัวแปรตาม y และตัวแปร
  อิสระ x จะเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน (Linear Differential 
  Equation) ถาสามารถจัดอยูในรูปดังตอไปนี้

   bn(x)       + bn-1(x)         + ... + b1(x)     + b0(x)y = g(x)   (1)

 โดยที่ฟงกชัน bj(x) (j = 0, 1, 2, ..., n) และ g(x) เปนฟงกชันของ x เทานั้น
สวนสมการเชิงอนุพันธที่ไมสามารถจัดใหอยูในรูปของสมการที่ (1) จะเปนสมการ
เชิงอนุพันธที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear Differential Equation)

ตัวอยางที่ 1.1 จากสมการเชิงอนุพันธ y - 5x     = ex + 1 จงพิจารณาอันดับและ 

  และความเปนเชิงเสน
วิธีทำ  จากสมการที่ใหมาจะพบวาสมการนี้มีอันดับหนึ่ง เพราะอันดับสูงสุด

  ของอนุพันธในสมการนี้คือ ( )
 
มีคาเปนหนึ่ง และสมการนี้เปน

  สมการเชิงเสน เนื่องจากสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการที่ (1) ได 
  โดย b1(x) = -5x, b0(x) = 1 และ g(x) = ex + 1

ตัวอยางที่ 1.2 จากสมการเชิงอนุพันธ    - 5x2     = ex + 1 จงพิจารณาอันดับ 

  และความเปนเชิงเสน
วิธีทำ  จากสมการที่ใหมาจะพบวาสมการนี้มอีันดับสอง เพราะอันดับสูงสุด

  ของอนุพันธในสมการนี้คือ (  ) มีคาเปนสอง และสมการนี้เปน
  สมการเชิงเสน เนื่องจากสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการที่ (1) ได
  โดย b2(x) = 1, b1(x) = -5x2, b0(x) = 0 และ g(x) = ex + 1 

dny
dxn

dy
dx

dn-1y
dxn-1

dy
dx

d2y
dx2

dy
dx

dy
dx

d2y
dx2
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ตัวอยางที่ 1.3  จากสมการเชิงอนุพันธ 5t       + 3t2(  )3
 - (sin t)y6 = 0 

  จงพิจารณาอันดับและความเปนเชิงเสน
วิธีทำ  จากสมการที่ใหมาจะพบวาสมการนี้มีอันดับสี่ เพราะอันดับสูงสุด

  ของอนุพันธในสมการนี้คือ (  ) มีคาเปนสี่ และสมการนี้เปน
  สมการไมเปนเชิงเสน เนื่องจากไมสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการ
  ที่ (1) ได เพราะมีอนุพันธของ y บางอันดับ และ y เอง ยกกำลัง
  ที่ไมใชหนึ่ง

ตัวอยางที่ 1.4  จากสมการเชิงอนุพันธ 3t2(  )3
 - (sin t)(    )6 

= 0 

  จงพิจารณาอันดับและความเปนเชิงเสน
วิธีทำ  จากสมการที่ใหมาจะพบวาสมการนี้มีอันดับสอง เพราะอันดับสูงสุด

  ของอนุพันธในสมการนี้คือ (   ) มีคาเปนสอง และสมการนี้เปน
  สมการไมเปนเชิงเสน เนื่องจากไมสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการที่
  (1) ได เพราะมีอนุพันธของ y ยกกำลังที่ไมใชหนึ่ง

ตัวอยางที่ 1.5  จากสมการเชิงอนุพันธ t2     - t    = 1 - sin t จงพิจารณาอันดับ

  และความเปนเชิงเสน
วิธีทำ  จากสมการที่ใหมาจะพบวาสมการนี้มีอันดับสอง เพราะอันดับสูงสุด

  ของอนุพันธในสมการนี้คือ (  ) มีคาเปนสอง และสมการนี้เปน 
  สมการเชิงเสน เนื่องจากสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการที่ (1) ได 
  โดย b2(x) = t2, b1(x) = -t, b0(x) = 0 และ g(x) = 1 - sin t 

dy
dt

dy
dt

d2y
dt2

d2y
dt2

d4y
dt4

d4y
dt4

d2s
dt2

ds
dt

d2s
dt2
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 1.3    ความสัมพันธระหวางสมการเชิงอนุพันธกับระบบ
   ทางวิศวกรรม

 จากตัวอยางในหัวขอ 1.2 ผูอานคงจะพอเขาใจถึงนิยามตาง ๆ ที่ใชใน
สมการเชิงอนุพันธไดเปนอยางดี แตตัวอยางที่ยกมาแสดงนั้นเปนการแสดงตัวอยางใน
เชิงวิทยาศาสตรบริสุทธิ์ ยังไมไดแสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางสมการเชิงอนุพันธ
กับระบบทางกายภาพในงานวิศวกรรม ดังนั้นเพื่อใหความสัมพันธนี้ชัดเจนยิ่งขึ้นจึงจะ
ยกตัวอยางทางวิศวกรรมประกอบดังตอไปนี้

ตัวอยางที่ 1.6 พิจารณาวัตถุมวล m ซึ่งกำลังตกลงสูพื้น ดังรูปที่ 1.2

รูปที่ 1.2   แรงตาง ๆ ที่กระทำกับวัตถุขณะตกลงสูพื้น

 จากรูปที่ 1.2 แสดงถึงแรงตาง ๆ ที่กระทำกับวัตถุ ซึ่งประกอบไปดวยแรง
เนื่องจากแรงโนมถวงของโลก Fg = mg แรงเนื่องจากแรงตานอากาศซึ่งแปรผันตรง
กับความเร็วของวัตถุ (v) มีคาเทากับ Fr = kv โดย k เปนคาคงที่ จากกฎขอที่สอง
ของนิวตันจะสามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุไดดังนี้

F = ma = m dv  = mg - kv

 หรือ

      m dv  + kv = mg     (1.6.1)

▲

mg

▲

▲

ความเร็วของวัตถุ
v

แรงตานอากาศ
kv

dt

dt
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 จากสมการที่ (1.6.1) จะพบวาสมการการเคลื่อนที่ของมวล m ก็คือ สมการ
เชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่งนั่นเอง

ตัวอยางที่ 1.7  พิจารณาระบบที่ประกอบไปดวยมวลและสปริง ดังรูปที่ 1.3

รูปที่ 1.3   ระบบมวลและสปริง

 จากรูปที่ 1.3 (a) แสดงถึงการนำสปริงมาแขวนไวที่เพดานโดยสปริงมีคา
คงที่เทากับ k จากนั้นเมื่อนำมวล m มาแขวนไวกับสปริงตามรูปที่ 1.3 (b) สปริงก็จะ
ยืดตัวออกเปนระยะทางเทากับ d ณ จุดนี้ถือเปนจุดสมดุลระหวางแรงของสปริงที่กระทำ
กับมวล m และแรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก ทำใหมวล m หยุดนิ่ง รูปที่ 1.3 (c) 
แสดงถึงมวล m ขณะกำลังเคลื่อนที่ ถากำหนดใหขณะกำลังพิจารณามวล m เคลื่อนที่
ลงมาเปนระยะทางเทากับ x สมการการเคลื่อนที่ของมวล m สามารถหาไดดังนี้
 พิจารณาแรงที่กระทำกับมวล m ตามรูปที่ 1.3 (b) จะไดดังรูปที่ 1.4 

รูปที่ 1.4   แรงที่กระทำกับมวล m ณ จุดสมดุล

k

m
m

k

k d
x

(a)          (b)           (c)

m

Fk = kd

mg
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 จากกฎขอที่หนึ่งของนิวตัน สมดุลของแรงจะไดวา
         ΣF = 0

            mg - Fk = 0

            mg - kd = 0

           mg = kd             (1.7.1)
 พิจารณาแรงที่กระทำกับมวล m ขณะเคลื่อนที่ ตามรูปที่ 1.3 (c) จะได
ดังรูปที่ 1.5

รูปที่ 1.5   แรงที่กระทำกับมวล m ขณะเคลื่อนที่

 จากกฎขอที่สองของนิวตัน จะไดวา

               ΣF = ma = m

           mg - Fk = m

          mg - k(x + d) = m

            mg - kx - kd = m

 จากสมการที่ (1.7.1) จะไดวา

                        -kx = m

 หรือ

d2x
dt2

d2x
dt2

d2x
dt2

d2x
dt2

d2x
dt2

m

Fk = k(x + d)

mg
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d2x
dt2

h

q1

q2

                     m       + kx = 0             (1.7.2)

 จากสมการที่ (1.7.2) ซึ่งเปนสมการการเคลื่อนที่ของระบบที่ประกอบไป
ดวยมวลและสปริง ก็คือสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองนั่นเอง

ตัวอยางที่ 1.8  พิจารณาถังน้ำที่มีน้ำเขาและน้ำออกจากถัง ดังรูปที่ 1.6

รูปที่ 1.6   ระบบการไหลของน้ำเขาและน้ำออกในถัง

 จากรูปที่ 1.6 ถากำหนดใหอัตราการไหลของน้ำเขาถังมีคาเปน q1 อัตรา
การไหลของน้ำออกจากถังเปน q2 และความลึกของระดับน้ำในถังเปน h อัตราการ
เปลี่ยนแปลงของปริมาตรน้ำ V เมื่อเทียบกับเวลา t สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้

          dV = q1 - q2

 แตในที่นี้ V = Ah โดย A คือ พื้นที่หนาตัดของถังน้ำ

        d(Ah) = q1 - q2

           A dh = q1 - q2

 และจากทฤษฎีของ Torricelli จะไดวา

             q2 = √2gh

dt

dt

dt
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 ดังนั้นจะไดวา

          A dh + √2gh  = q1       (1.8.1)

 จากสมการที่ (1.8.1) ซึ่งเปนสมการแสดงความสัมพันธระหวางความลึกของ
ระดับน้ำ h กับเวลา t ก็คือ สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่งนั่นเอง

 จากตัวอยางทางวิศวกรรมขางตน ผูอานจะพบวาสุดทายแลวสมการที่ออก
มาจะเปนสมการเชิงอนุพันธทั้งสิ้นดังที่ไดกลาวไวในตอนทายของหัวขอ 1.1 ซึ่งในโลก

ของความเปนจริง ระบบทางวิศวกรรมเกือบทุกระบบก็สามารถเขียนออกมาเปนแบบ
จำลองทางคณิตศาสตรที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธไดเกือบทั้งหมด 
 ถึงขณะนี้ผูอานคงจะเล็งเห็นถึงความสัมพันธระหวางระบบทางวิศวกรรม 
และสมการเชิงอนุพันธไดอยางชัดเจนแลว ในบทตอไปจะเปนการกลาวถึงวิธีการแก
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับที่หนึ่ง 

dt
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dt

dx

dx

dx

dx

d3y
dx3

d4y

d3y d2y

dx4

dx3 dx2

áºº½ƒ¡ËÑ´·Õè 1.1

1. จงพิจารณาอันดับและความเปนเชิงเสนของสมการเชิงอนุพันธดังตอไปนี้

 1.1 y - 5x dy = ex + 1

 1.2 y - 5x( 
dy)4

 = ex + 1

 1.3  (     ) - 5x( 

dy)4
 = ex + 1

 1.4 5x       + 3x2 dy  - (sin x)y = 0

 1.5 3t2      - (sin t)       - (cos t)y = 0

 1.6 5 dy  - 3( 
dy)7

 y = t

 1.7  (    ) - 3y( 
dy) + xy = 0

2. อนุภาคมวล m เคลื่อนที่เปนเสนตรงตามแนวนอน แรงที่กระทำกับอนุภาคประกอบ 
 ไปดวยแรงที่เปนสัดสวนกับระยะทางซึ่งมีทิศทางตามการเคลื่อนที่ของมวล และ
 แรงตานการเคลื่อนที่ซึ่งเปนสัดสวนกับความเร็วของอนุภาค จงหาสมการเชิง
 อนุพันธสำหรับการเคลื่อนที่ของอนุภาค

3.  มวล 10 กิโลกรัม ผูกติดกับสปริง ทำใหสปริงยืดออก 0.7 เมตร จากตำแหนง
 เริ่มตน มวลเริ่มตนการเคลื่อนที่จากตำแหนงสมดุลดวยความเร็วตน 1 เมตร/
 วินาที ในทิศทางขึ้น จงหาสมการการเคลื่อนที่ของมวล ถาแรงตานอากาศเปน 

 -90 dy นิวตัน

4. มวล 128 กิโลกรัม ผูกติดกับสปริง ซึ่งสปริงมีคาคงที่เปน 64 นิวตัน/เมตร 
 มวลเริ่มตนเคลื่อนที่ในตำแหนง 6 เมตร เหนือตำแหนงสมดุล และมีแรงภายนอก

 มากระทำ F(t) = 8 sin 4t กระทำตอมวล จงหาสมการการเคลื่อนที่ของมวล

dx dx

dx
d2y
dx2


