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คํานํา (พิมพคร้ังที ่1) 

 

 ตําราเลมนี้เขียนขึ้นโดยมีจุดมุงหมายเพือ่ใชเปนตําราประกอบการสอนรายวิชาแคลคูลัส 1 สําหรับ

นักศึกษาชัน้ปที ่1 ของมหาวิทยาลัยวลัยลักษณ ทีสั่งกัดสํานักวิชาเทคโนโลยีการเกษตร สํานักวิชาเทคโนโลยี

อุตสาหกรรมและทรัพยากร สํานักวิชาวิทยาการจัดการ และสํานักวิชาสหเวชศาสตรและสาธารณสุขศาสตร 

ผูเขียนไดแบงเนื้อหาออกเปน 7 บท สามบทแรกประกอบดวยเรือ่ง ลิมิต ความตอเนือ่ง อนุพันธของฟงกชั่น

และการประยุกต ซึ่งเรือ่งเหลานี้ไดมีการกลาวไวบางแลว ในหลักสูตรคณิตศาสตรมัธยมศึกษาตอนปลายใน

ตํารานี้ไดเพิ่มเติมรายละเอียดเขาไป เพื่อใหผูเรียนไดมีโอกาสทบทวนและศึกษาเนื้อหาในทางลึก ส่ีบทหลังเปน

เรือ่ง ปริพันธ อนุพันธและปริพันธของฟงกชันอดิศัย เทคนิคการหาปริพันธ และปริพันธไมตรงแบบในแตละ

บทผูเขียนไดแทรกแบบฝกหัดไว และไดเฉลยคําตอบพิมพรวมไวทายเลม 

 อนึง่ ในการเรียบเรียงตําราเลมนี ้ผูเขียนประสงคใหผูเรียนทําความเขาใจไดกอนในระดับพื้นฐานจึง

ไมไดมุงเนนการพิสูจนทฤษฎีบทวาดําเนินการอยางไร ดังนั้นจึงเลือกพิสูจนบางทฤษฎีบทที่เห็นวาสําคัญและ

เปนแนวทางสําหรับการศึกษาวิชาคณิตศาสตรในระดับสูงตอไป การใชศัพทเทคนิคในตําราเลมนี้ผูเขียนยึด

หนังสือศัพทคณิตศาสตร ฉบับราชบัณฑิตสถาน 2538 เปนหลัก 

 ผูเขียนกราบขอบพระคุณ ผูชวยศาสตราจารย รจิต วัฒนสินธุ รองศาสตราจารย ดร.สุภา สุจริตพงศ 

รองศาสตราจารย ดร.ยุพาภรณ เข็มประสิทธิ ์ และคณาจารยทุกทานในภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ท่ีไดประสาทวิชาแกผูเขียน ขอขอบคุณ มหาวิทยาลัยวลัยลักษณ ท่ีให

การสนับสนุน ขอบคุณ อาจารยสุชลา ชูสงแสง ซ่ึงรวมกับ อาจารยเซาฟ บูสะมัญ กรุณาพิสูจนอักษรใหตลอด

ทัง้เลม ขอขอบคุณ ผูชวยศาสตราจารย อรรจน บัณฑิตย ทีใ่หการชวยเหลืออยางดียิ่งทุกขัน้ตอนในการ

จัดพิมพตําราเลมนี้ 

  

 ทายที่สุด ขอขอบคุณเจาหนาที่ศูนยบรรณสารและสือ่การศึกษาทุกทานโดยเฉพาะอยางยิ่ง คุณ

ปรารถนา คชินทร ท่ีไดชวยพิมพตําราเลมนี้ดวยความวิริยะอุตสาหะ และดวยความอดทนย่ิง 

 

 

 

       เมษายน 2541 

 

 

 

 



คํานํา (พิมพคร้ังที ่2) 

 

 ตําราเลมนีไ้ดใชประกอบการสอนนักศึกษาชั้นปที่ 1 มาต้ังแต ปการศึกษา 2541  รวมถึงปจจุบัน     

มีนักศึกษาเรียนวิชาแคลคูลัส 1 มาแลว 3 รุน  พบวายังมีปญหาบางอยาง เชน  นักศึกษาขาดความคลองตัว   

ในการประสานความรูพื้นฐานกับเนือ้หาใหมที่เพิม่ขึ้น  ในการปรับปรุงตําราครั้งนีผู้เขียนจึงไดเพิม่การทบทวน  

เนื้อหาพื้นฐานไวในภาคผนวก   ท้ังนี้ไดตรวจทานและแกไขขอผิดพลาดในการพิมพคร้ังกอนไวแลวดวย 

 ผูเขียนขอขอบคุณ อาจารย สุชลา  ชูสงแสง ท่ีกรุณาสรางแบบฝกหัดในสวนภาคผนวก และไดให 

คําแนะนําที ่เปนประโยชนในการปรับปรุงตําราครั ้งนี ้ ขอขอบคุณอาจารย กิตติพงษ  ไหลภาภรณ        

อาจารย เบญจวรรณ สิงหภู  ที ่ไดกรุณาใหขอเสนอแนะและตรวจสอบความถูกตองใหตลอดทั้งเลม         

ขอขอบคุณผูชวยศาสตราจารย อรรจน บัณฑิต  ที่สนับสนุนใหการพิมพตํารานี้ลุลวงไปดวยดี   ขอบคุณ      

เจาหนาทีศู่นยบริการการศึกษาโดยเฉพาะอยางยิง่ คุณวิมนต  บุญแสง และคุณนําชัย  แซหลี ที่ไดชวยพิมพ

แกไขตําราเลมนี้ใหถูกตองมากย่ิงข้ึน 

 

 

 

       เมษายน 2544 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



คํานํา (พิมพคร้ังที ่3) 

 
 ตําราเลมนี้เปนตําราเรียนเลมแรกของมหาวิทยาลัย ใชประกอบการสอนนักศึกษาชัน้ปที ่1 อยาง

ตอเนื่องตลอดเวลา 12 ป นับตั้งแตปการศึกษา 2541 ในนามของผูเรียบเรียงตองขอบพระคุณ คณาจารยทุก

ทานทีไ่ดใชตํารานี้ประกอบการบรรยายและไดใหคําแนะนําที่เปนประโยชนอยางสูง โดยเฉพาะขอผิดพลาดที่

ปรากฏอยู 
 ผูเขียนขอขอบคุณ คณาจารยในสาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติทุกทาน ทีร่วมกันปฏิบัติหนาทีใ่นการ

สอนดวยความมุ งมั ่นโดยเฉพาะอยางยิ่ง ดร.กิตติพงษ ไหลภาภรณ ดร.เสนห รุจิวรรณ ท่ีไดกรุณาให

ขอเสนอแนะในการปรับปรุงกระบวนการเรียนการสอนของสาขาวิชา ขอขอบคุณคุณประชา มงคล ผูจัดการ

ศูนยหนังสือ มหาวิทยาลัยวลัยลักษณ ทีส่นับสนุนในการพิมพตําราเลมนีอ้ีกครั้งหนึ่ง ขอบคุณคุณโองการ  

กุลสมบัติ ท่ีปรับเปลี่ยนรูปภาพและออกแบบปก คุณณิรมล บุญแสง และคุณอาสาฬห ภิรมรศ ที่ชวยพิมพ

แกไขตําราเลมนี้จนแลวเสร็จ คณุชณัญชิตา วิชัยดิษฐ  และคุณปณิศา มูสิกัณฑ ทีก่รุณาพิสูจนอักษรใหตลอด

ท้ังเลม 
 
 
      ผูชวยศาสตราจารย ดร.สุพิศ  ฤทธ์ิแกว 
          สิงหาคม 2553 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



คํานํา (พิมพคร้ังที ่4) 

 
 ตําราเลมนีเ้ปนตําราเรียนเลมแรกของมหาวิทยาลัย ใชประกอบการสอนนักศึกษาชัน้ปที่ 1 มาอยาง

ตอเนื่องตลอดเวลา 15 ป นับตั้งแตปการศึกษา 2541 เดิมใชชือ่วา แคลคูลัส 1 รหัสวิชา 1205-101 ตอมามี

การปรับปรุงหลักสูตร เมือ่ปการศึกษา 2549 ไดเปลี่ยนรหัสวิชาเปน MAT-101 และครัง้ลาสุดมีการปรับปรุง

หลักสูตรเมื่อปการศึกษา 2554 จึงเปล่ียนช่ือเปนรายวิชาคณิตศาสตร 1 รหัสวิชา MAT-107 ซึ่งยังคงเนื้อหา

เดิมไว ในนามของผูเรียบเรียงตองขอบพระคุณคณาจารยทุกทานที่ไดใชตํารานี้ประกอบการบรรยายและ

แนะนําใหนักศึกษาใชทบทวนคนควาเพิ่มเติมนอกเหนือจากการฟงบรรยายในช้ันเรียน 
 ผูเขียนขอขอบคุณ คุณประชา มงคล ผูจัดการศูนยหนังสือ มหาวิทยาลัยวลัยลักษณ ทีส่นับสนุนการ 

พิมพตําราเลมนี้อีกครัง้หนึง่ ขอบคุณคุณโองการ เจาหนาท่ีวิเคราะหระบบคอมพิวเตอรศูนยบริการการศึกษา 

ที่ปรับเปลี่ยนรูปภาพและออกแบบปก คุณณิรมล บุญแสง ที่ดําเนินการปรับปรุงตนฉบับจนแลวเสร็จ และ

ขอบคุณผูท่ีเก่ียวของทุกทานท่ีมีสวนรวมใหตําราเลมนี้ดํารงอยูอีกคร้ังหนึ่ง 
 
 
      ผูชวยศาสตราจารย ดร.สุพิศ  ฤทธ์ิแกว 
          เมษายน 2556 
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บทที่ 1 

ลิมิตและความตอเน่ืองของฟงกชัน 

 

1.1  บทนํา 
แคลคูลัสที่กลาวถึงในที่นี ้เปนคณิตศาสตรแขนงหนึง่ ที่เกี่ยวของกับการประมาณ ประกอบดวย  

2 แขนงใหญ ๆ คือ แคลคูลัสเชิงอนุพันธ (differential calculus) ซึง่ศึกษาเกี่ยวกับเรือ่งอัตราการ

เปล่ียนแปลงของฟงกชัน การหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง กับแคลคูลัสเชิงปริพันธ (integral calculus) 

ซึง่เกีย่วของกับปญหาเรือ่ง การหาพืน้ที ่การหาปริมาตร ตลอดถึงการหาความยาวสวนของเสนโคง แคลคูลัส

ท้ัง 2 แขนงนี้ จะตองอาศัยขบวนการของลิมิตเขามาอธิบาย เราจึงตองสรางความเขาใจพื้นฐานเกีย่วกับแนวคิด

ของลิมิตเสียกอน กอนทีจ่ะกลาวถึงเรือ่งราวของลิมิตในรายละเอียด จะยกตัวอยางปญหาพืน้ฐาน 2 ปญหา  

ซ่ึงเปนจุดต้ังตนใหแคลคูลัสกําเนิดข้ึน 

ปญหาท่ี 1 เปนปญหาของการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ณ จุด P  ซ่ึงกําหนดให  

ดังรูปท่ี 1.1.1  

ปญหาท่ี 2 เปนปญหาของการหาพื้นท่ีใตเสนโคง y f x= ( )  จาก  x a=   ถึง x b=   

ดังรูปท่ี 1.1.1  

 

 

                                           )(xfy =  

 

                                                         

         

  

                                                          

                                         

                                                                                 

a     b  
 

     รูปท่ี  1.1.1 

 

 

พื้นท่ี =? 
ความชัน = ? 

P  

Y  

X  
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กอนท่ีจะหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง เราลองมาใหความหมายของเสนสัมผัสเสนโคงเสียกอนวาคืออะไร  

ในกรณีของวงกลมไมมีความยุงยากที่จะกลาวถึง เสนสัมผัสวงกลม (ดังรูปท่ี 1.1.2) ซึ่งก็คือเสนตรงที่ตัด

วงกลมเพียงจุดเดียว (เสนตรงที่ไมใชเสนสัมผัสวงกลมอาจเปนเสนตรงท่ีตัดวงกลม 2 จุด หรือไมตัดวงกลมเลย) 

จึงเกิดคําถามวา เสนสัมผัสเสนโคง ณ จุดหนึ่งจุดใด หมายถึง เสนตรงที่สัมผัส (ตัด) กับเสนโคงนั้น  

ณ จุดท่ีกําหนดใหเพียงจุดเดียวเทานั้น ใชหรือไม เพื่อเปนการตอบคําถามนี้ขอใหพิจารณาจากรูปท่ี 1.1.3 

 

 

 

 

 

 

 

           รูปท่ี 1.1.2  

              

                                

          

 

           

    

 

 

 

                     รูปท่ี  1.1.3 

 

ในรูปท่ี 1.1.3 เสนตรงหมายเลข (1) เปนเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด P  แตเสนตรงหมายเลข (2) ไมใชเสนสัมผัส

เสนโคงท่ีจุด Q  

 ในราว ค.ศ. 1630 Pierre de Fermat นักคณิตศาสตร ชาวฝร่ังเศส ไดใหความหมายของเสนสัมผัส

เสนโคงไวดังนี้ 

 

 

 

 

P  

Q  (2) 

(1) 
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                                 Y    
 

        เสนสัมผัส 

              y f x= ( )  

      Q x y( , )1 1  

         P x y( , )0 0   

                      X   
 

 

  

รูปท่ี 1.1.4 

 

พิจารณาจากรูปท่ี 1.1.4  กําหนดให ),( oo yxP  เปนจุดๆ หนึ่งบนเสนโคง y f x= ( )  

 ให ),( 11 yxQ  เปนจุดใดๆ บนเสนโคงนี้เชนกัน ลากเสนตัด (secant line) PQ เมื่อเคล่ือนท่ี 

จุด Q  เขาใกลจุด P ตามแนวเสนโคง y f x= ( )  (ซ่ึงเสนโคงตองไมขาดตอนบริเวณใกลๆ จุด P ) พบวา 

เสนตรง PQ จะเคลือ่นไปสูตําแหนงจํากัด (limiting position) เรียกเสนตรงที่ผานจุด P และอยูในแนว

ตําแหนงจํากัดนี้วา เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด P  

 เนื่องจากความชันของเสนตรงท่ีผานจุด P  และ Q  เทากับ 
y y
x x

1 0

1 0

−
−

 ถา  x x1 0≠  

เม่ือ Q  เคลื่อนท่ีเขาใกล P (x1 เขาใกล x0 ) จะพบวาความชันของเสนตรง PQ  เขาใกลความชันของเสน

สัมผัสเสนโคงท่ีจุด P  

 ขอความขางตนเปล่ียนเปนประโยคสัญลักษณ ไดวา 

 ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด P =  lim
Q P→

 ความชันของเสนตัด PQ   

     =  lim
Q P→

   
y y
x x

1 0

1 0

−
−

 

     =  lim
x x1 0→

   
y y
x x

1 0

1 0

−
−

  

     =  lim
x x1 0→

  
( ) ( )

01

01

xx
xfxf

−
−

  

  

 สําหรับปญหาของการหาพื้นท่ีนั้นมีมานานแลวต้ังแตสมัยกรีกโบราณ ไดมีการหาสูตรสําหรับ 

พื้นท่ีสามเหล่ียม ส่ีเหล่ียม วงกลม และรูปหลายเหล่ียมอื่นๆ ในท่ีนี้จะใหแนวคิดของการหาสูตรพื้นท่ีวงกลม 
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               (ก)                          (ข)    (ค) 

 

     รูปท่ี 1.1.5 

 

 มีการประมาณพื้นที่วงกลมดวยพื้นที่ของสี่เหลี่ยมจัตุรัสแนบในวงกลมดังรูปที่ 1.1.5 (ก) และได

ปรับปรุงการประมาณใหดีข้ึนโดยใชพื้นท่ีของรูปหลายเหล่ียมดังรูปท่ี 1.1.5 (ข) และ (ค)  

 

 

 

 

 

                                               h      r        
         

            b   
 

                                              รูปท่ี 1.1.6 

ในรูปท่ี 1.1.6 ให ( )nQA  แทนพื้นท่ีของรูป n  เหล่ียมดานเทา ซ่ึงคํานวณไดจากผลรวมของพื้นท่ี 

สามเหล่ียมหนาจั่ว ซ่ึงแตละรูปมีฐานเปน b  และความสูงเปน h  
 

ให p แทนความยาวเสนรอบรูปของรูป n  เหล่ียมนั้น จะได 

       ( )nQA  = 
1
2

1
2

1
2

hb hb hb+ + +...  ( n  คร้ัง) 
         

        = 
1
2

1
2

h b b b hp( ... )+ + + =  
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ให c  แทนความยาวของเสนรอบวงของวงกลม ดังนั้น  rc π2=  จะไดวาเมื่อ n  มีคาเพิ่มข้ึนอยางไมมี 

ท่ีส้ินสุด h  มีคาเขาใกล r  และ p  มีคาเขาใกล c  

 ดังนั้น  ( )nQA  มีคาเขาใกลพื้นทีข่องวงกลม เมือ่ n  มีคาเพิม่ขึน้อยางไมมีทีส่ิน้สุด ซึ่งเขียนเปน

ประโยคสัญลักษณไดดังนี้ 

  พื้นท่ีของวงกลมรัศมี  r  =  lim
n→∞

( )nQA    

            = lim
n→∞

  
1
2

hp  

           = 
1
2

rc     =
1
2

 r(2π r )= π r 2  

 

1.2  ลิมิตของฟงกชัน 

 เราเร่ิมตนศึกษาเร่ืองลิมิตของฟงกชัน โดยสังเกตวา f x( ) จะเปนอยางไร เมื่อ x  เขาใกล 

จํานวนจริง a  จากนั้นจึงใหความหมายท่ีรัดกุมของลิมิต และกลาวถึงทฤษฎีบทตางๆ ท่ีเก่ียวของ 

  พจิารณา    f x
x
x

( ) =
−
−

3 1
1

 

 สังเกตวา 1 ไมอยูในโดเมนของ f  เพราะสูตรนีใ้ชไดเฉพาะกรณีที ่ x ≠ 1  และสําหรับ  x  ใดๆ 

ทีไ่มใช 1 เราคํานวณคา f x( )  ไดเสมอ จึงเกิดคําถามวา f x( )  มีคาเปนอยางไร เมื่อ x  มีคาเขาใกล 1 

ลองพิจารณาแนวทางของคําตอบตอคําถามขางตน จากตารางและกราฟในรูปท่ี 1.2.1 

 

x  f x
x
x

( ) =
−
−

3 1
1

 

1.25 
1.1 
1.01 
1.001 

↓  
↑  

0.999 
0.99 
0.9 
0.75 

3.813 
3.310 
3.030 
3.003 

  
  

2.997 
2.970 
2.710 
2.313 

  

                 ตารางท่ี 1.2.1 
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      Y     
   

            f x( )  4 

            3         

            f x( )  2  

                           

 

            X  
               x    1   x  

 

 

          รูปท่ี 1.2.1 

 

 จากตารางและกราฟขางตน พอจะสรุปไดวา f x( )  มีคาเขาใกล 3 เม่ือ x เขาใกล 1 ซึ่งเขียนแทน

ดวย 

 lim
x→1

  
x
x

3 1
1

3
−
−

=   

อานวา  ลมิิตของ 
x
x

3 1
1
−
−

  เม่ือ  x  เขาใกล 1 มีคาเปน 3 

 

 โดยท่ัวไป เมื่อ  a  และ L เปนจํานวนจริง เราใชสัญลักษณ 
ax→

lim  Lxf =)(  

แทนความหมายวา เมื่อ x  เขาใกล a  แลว f x( ) มีคาเขาใกล L  เรียก L วาลิมิตของฟงกชัน f  ท่ีจุด a  

ลองพิจารณาการหาลิมิตของฟงกชันจากตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางท่ี 1.2.1  จงหาคาของลิมิตตอไปนี้ 

 (ก)  lim
x→4

( )3 7x −    (ข)  lim
x→3

x x
x

2 6
3

− −
−

 

 

วิธีทํา  (ก)  เมื่อ  x  มีคาเขาใกล 4 นั้น ( )3 7x −  จะมีคาเขาใกล 5  

 จึงไดวา  lim
x→4

( )3 7x −  = 5 
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(ข) สังเกตวา  
x x

x

2 6
3

− −
−

  ไมมีความหมายเมื่อ  x = 3 อยางไรก็ตามเราสนใจเฉพาะ 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 3 โดยอาศยัการแยกตัวประกอบจะได 

       
x x

x

2 6
3

− −
−

 = 
( )( )x x

x
x

− +
−

= +
3 2

3
2   ถา  x ≠ 3  

 ดังนั้น 

  lim
x→3

x x
x

2 6
3

− −
−

 = lim
x→3

x + =2 5  
 

ตัวอยางท่ี 1.2.2  จงหาคาของ lim
x→1

 
x
x
−
−
1
1

 

 

วิธีทํา  โดยอาศัยแนวคิดจากตัวอยางท่ี 1.2.1(ข) จะไดวา 
 

 lim
x→1

  
x
x
−
−
1
1

 = lim
x→1

 
( )( )x x

x
+ −

−
1 1

1
 = lim

x→1
x + =1 2  

 

ตัวอยางท่ี 1.2.3  จงหาคาของ lim
x→0

sin x
x

 

วิธีทํา  ในตัวอยางนี้เราไมสามารถใชการแยกตัวประกอบหรือความรูทางพีชคณิตมาทําใหฟงกชัน 
sin x

x
  

งายข้ึนในการหาลิมิต  โดยอาศัยเคร่ืองคํานวณชวยในการพิจารณา ผลท่ีไดเปนไปตามตารางท่ี 1.2.2 ดังนี้ 
 

x  
sin x

x
 

1.0 

0.5 

0.1 

0.01 

↓  
0 

↑  
-0.01 

-0.1 

-0.5 

-1.0 

0.84147 

0.95885 

0.99833 

0.99998 

  
 

  
0.99998 

0.99833 

0.95885 

0.84147 

ตารางท่ี 1.2.2 
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 เราสามารถสรุปไดวา lim
x→0

sin x
x

 = 1 (การพิสูจนอยางละเอียดจะแสดงไวในหัวขอ 1.5) 

ขอสังเกต   โดยอาศัยเคร่ืองคํานวณหรือตารางแสดงคาฟงกชัน สําหรับการพิจารณาลิมิตของฟงกชันนั้น   

ในบางคร้ังอาจนําไปสูขอสรุปท่ีผิดพลาดไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางท่ี 1.2.4  จงหาคาของ lim
x→0

 (
cos

,
)x

x2

10 000
−  

 

วิธีทํา  พิจารณาคาของ x
x2

10 000
−

cos
,

 จากตารางท่ี 1.2.3 

 

x  x
x2

10 000
−

cos
,

 

± 1 

± 0.5 

± 0.1 

± 0.01 

↓  
0 

0.99995 

0.24981 

0.00990 

0.000000005 

 

                                        ตารางท่ี 1.2.3 

 

 ผลท่ีปรากฏในตารางนาจะสรุปวา lim
x→0

(
cos

,
)x

x2

10 000
− = 0 (ซ่ึงไมถูกตอง) หากเรานึกถึงกราฟของ  

y x= cos  เมื่อ  x  เขาใกล 0 พบวา cos x   เขาใกล 1 จึงไดวา lim
x→0

(
cos

,
)x

x2

10 000
− = 

−1
10 000,

 

 

ตัวอยางท่ี 1.2.5  จงหาคาของ lim
x→2

[ ]x  

( [ ]x   หมายถึง จํานวนเต็มท่ีใหญท่ีสุดท่ีนอยกวาหรือเทากับ x ) 
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วิธีทํา  พิจารณากราฟของ [ ]y x=  จากรูปท่ี 1.2.2 

                                           Y  
                                  4 
 

                                  3        •          
 

                                  2                     •        
 

                                  1           •        
                     

                                                                                                X  
          -4      -3       -2       -1                  1       2        3        4 

                      -1 
 

            •                   -2 
 

                     •                            -3 
 

      -4 
 

 

รูปท่ี 1.2.2 
 

 เมื่อ  x  เขาใกล 2 แต x  มากกวา 2  จะเห็นวา [ ]x  มีคาเปน 2  และ 

     เมื่อ  x  เขาใกล 2 แต x  นอยกวา 2  จะได [ ]x   มีคาเปน 1 

 เราไมสามารถบอกไดวาเมื่อ x  เขาใกล 2 แลว  [ ]x   จะเขาใกลจาํนวนจริงคาใด  ในลักษณะเชนนี้

กลาววา lim
x→2

[ ]x  ไมมีคา หรือ lim
x→2

[ ]x  หาคาไมได 

จากตัวอยางท่ีผานมา   พอจะเห็นแนวทางในการพิจารณาลิมิตของฟงกชัน แตก็ยังขาดความชัดเจน

ในแงของความหมาย เพราะคํากลาวท่ีวา  f x( )  เขาใกล L  เมื่อ x  เขาใกล a  นั้น ยังหาเกณฑมาตัดสิน

คําวา “เขาใกล” ไมได จึงมีความจําเปนท่ีจะตองกําหนดบทนิยามท่ีรัดกุม 

 สําหรับจํานวนจริง a  กับ L  ประโยคสัญลักษณ lim
x a→

f x( ) = L  มีความหมายวา เราสามารถทํา

ใหระยะหางระหวาง f x( )  กับ L  นอยเทาไรก็ได เมื่อ x  กับ a  หางกันนอยพอ 

 โดยท่ัวไปเราใชอักษรกรีก ε  (epsilon)  และ  δ  (delta) แทนจํานวนจริงบวกใด ๆ  การกลาววา 

f x( )  หางจาก L  นอยกวา ε   มีความหมายเดียวกับ f x L( ) − <ε    หรือ L -ε  < f x( ) < L +ε    

หรือ f x( ) ∈ ( L -ε , L +ε ) ดังแสดงในรูปท่ี 1.2.3 

 

•  

•  
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                                        )(xf  

                                      

                                     ∩ ε+L  
 

                                        L  
 

                                     ε−∪ L  
 

                                                                               X  
    ε<− Lxf )(  

 

รูปท่ี 1.2.3 

 

ในทํานองเดียวกัน การกลาววา x  เขาใกล  a  (แต x  ไมใช a ) นั้น สามารถเขียนเปนสัญลักษณไดคือ 

0 < − <x a δ  
 สังเกตวา x a− < δ   หมายถึง a x a− < < +δ δ  และ 0 < −x a  นั้นแสดงใหเห็นวา  

x a≠  ดังรูปท่ี 1.2.4 

             Y  
 

 

 

         (          0        )      X  
      a a a− +δ δ  

    0 < − <x a δ  
 

    รูปท่ี 1.2.4 
 

บทนยิามท่ี 1.2.1 ให f  เปนฟงกชันคาจริงซ่ึงนิยามบนเชต S  โดยท่ี S R⊆  และ a  เปนจํานวนจริง ซ่ึงมี

คุณสมบัติวาทุกๆ ชวงเปด I R⊆  ถา a I∈  แลว φ≠−∩ }){( aSI  

เรากลาววาลิมิตของ f x( )  เมื่อ x  เขาใกล a  มีคาเปนจํานวนจริง L  เขียนแทนดวย lim ( )
x a

f x L
→

=         

ก็ตอเมื่อ ไมวาจะกําหนด 0>ε  ใด ๆ จะสามารถหา δ > 0  ท่ีทําใหไดวาสําหรับทุก ๆ x D f∈   

•  
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ถา0 < − <x a δ   แลว ε<− Lxf )(  นั่นคือ 

 ))(0(00)(lim εδδε <−→<−<∀>∃>∀↔= ∈
→

LxfaxDxLxf fax
 

สามารถใหความหมายเชิงเรขาคณิตของบทนิยาม 1.2.1 ดังรูปท่ี 1.2.5 

      Y  

    ε+L  

                               L                                         

             ε−L   
 

            δδ +− aaa          X  

รูปท่ี  1.2.5 
 

เราจะใชบทนิยามท่ี 1.2.1 ในการพิสูจนลิมิตของฟงกชันในตัวอยางตอไปนี้ 
 

ตัวอยางท่ี 1.2.6 จงพิสูจนวา lim( )
x

x
→

− =
4

3 7 5  

แนวคิด  กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวกใดๆ จะหา δ > 0  ซ่ึงทําใหไดวา  

 εδ <−−→<−< 5)73(40 xx  
 

พิจารณา ε<−− 5)73( x     ε<−↔ 123x  

          ε<−↔ )4(3 x  

          ε<−↔ 43 x  

          
3

4 ε
<−↔ x  

ดังนั้นหากเราเลือก 
3
εδ =   ก็จะได ε<−− 5)73( x  

 

การพิสูจน   ให   0>ε  

  เลือก 
3
εδ =  

ให x  เปนจํานวนจริงใดๆ ในโดเมนของ f  ซ่ึงมีคุณสมบัติวา 0 4< − <x δ   จะไดวา 

εεδ ==<−=−=−=−− )
3

(3343)4(31235)73( xxxx  

 

ขอสังเกต การพิสูจนตัวอยางนี้ยังคงเปนจริง ถาเราเลือก δ  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ ท่ีนอยกวา 
3
ε
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ตัวอยางท่ี 1.2.7  จงพิสูจนวา lim ,
x c

x c c R
→

= ∈  

แนวคิด กําหนดให ε  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ จะหา δ > 0  ซ่ึงทําใหไดวา 

 0 < − < →x c δ x c− ε<  

 

เพราะวา   x − c ≤ −x c   และ  x c− < δ  

ถาตองการให x c− ε<  อาจจะเลือก εδ =    หรือ δ  เปนจํานวนจริงบวกใดๆ ท่ีนอยกวา ε  

 

การพิสูจน ให   0>ε  

  เลือก εδ =  

ให x  เปนจํานวนจริงใด ๆ ในโดเมนของ f  ซ่ึงมีคุณสมบัติวา 0 < − <x c δ  จะไดวา 

 x c− εδ =<−≤ cx  
 

ตัวอยางท่ี 1.2.8  จงพิสูจนวา lim
x

x x
x→

− −
−

=
2

22 3 2
2

5 

แนวคิด  สําหรับจํานวนจริงบวก  ε   ใดๆ จะตองหา δ  ซ่ึงทําให 

 εδ <−
−

−−
→<−< 5

2
23220

2

x
xxx  

พิจารณาเมื่อ x ≠ 2  

εε <−
−

−+
↔<−

−
−− 5

)2(
)2)(12(5

2
232 2

x
xx

x
xx

 

          ε<−+↔ 5)12( x  

            ε<−↔ )2(2 x  

            ↔ 2  ε<− 2x  

            
2

2 ε
<−↔ x  

หากเลือก 
2
εδ =  ก็จะได ε<−

−
−− 5

2
232 2

x
xx

 

 

การพิสูจน  กําหนดให    0>ε  

   เลือก      
2
εδ =  
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ให x  เปนจํานวนจริงใด ๆ ในโดเมนของ  f  ซ่ึง  0 2< − <x δ   จะไดวา 
 

2 3 2
2

5
2 1 2

2
5

2x x
x

x x
x

− −
−

− =
+ −
−

−
( )( )

 

                        = + − = −2 1 5 2 2x x( )  

      εεδ ==<−= )
2

(2222 x  

ตัวอยางท่ี 1.2.9  จงพิสูจนวา lim( )
x

x x
→

+ − =
3

2 5 7  

แนวคิด สําหรับจํานวนจริงบวก ε   ใด ๆ จะหาจํานวนจริงบวก δ  ซ่ึง 

ถา  0 3< − <x δ   แลว ε<−−+ 7)5( 2 xx  

พิจารณา 

( )x x x x x x2 25 7 12 4 3+ − − = + − = + −  
 

จาก  x − <3 δ   จะไดวา  − < − <δ δx 3   หรือ 

      − + < + < +δ δ7 4 7x  

      ( ) ( )( )77747 +−<+−+<+<+− δδδδ x  

 นั่นคือ      x + < +4 7δ  

จึงไดวา  ( )x x+ − < +4 3 7δ δ  

ถาให  ( ) εδδ =+ 7   จะได 
2

4497 εδ +±−
=  

เราเลือก 
2

4497 εδ ++−
=   (δ  ตองมากกวา 0) 

จะได ( )x x x x2 12 4 3 7+ − = + − < +δ δ  

     εεε
=







 +
+

−







 +
+=

2
449

2
7

2
449

2
7

 

การพิสูจน กําหนดให  0>ε  

  เลือก    
2

4497 εδ ++−
=  

ให x  เปนจํานวนจริงใดๆ ในโดเมนของ f  ซ่ึง 0 3< − <x δ  

จะไดวา 

 ( )x x x x x x2 25 7 12 3 4 7+ − − = + − = − + < +δ δ( )  

     εεε
=







 +
+







 +
+−=

2
449

2
7

2
449

2
7
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ขอสังเกต จากตัวอยางท่ี 1.2.9   เราสามารถท่ีจะทําให   ε<+− 43 xx    ไดอีกวิธีหนึ่ง โดยการ

กําหนดคาของ δ  ไวกอน เชนให δ ≤ 1 

เพราะวา    x − < ≤3 1δ  ดังนั้น  

    x x x+ = − + ≤ − + < + =4 3 7 3 7 1 7 8  
จึงไดวา 

 x x+ − <4 3 8δ  หากเลือก 
8
εδ ≤  ดวย  ก็จะได ε<−+ 34 xx  

 ในตัวอยางท่ี 1.2.9 อาจแสดงการพิสูจนไดอีกแบบหนึ่งดังนี้ 

 ให ε   เปนจํานวนจริงบวกใดๆ 

 เลือก 






=

8
,1min εδ  ดังนั้น δ ≤ 1 และ 

8
εδ ≤  

สําหรับจํานวนจริง x  ใด ๆ ในโดเมนของ f  ซ่ึง 0 3< − <x δ   จะไดวา 

( ) εδ ≤<+−=−+=−−+ 8431275 22 xxxxxx  

 

ในตัวอยางตอไปจะละการแสดงแนวคิดไว 

ตัวอยางท่ี 1.2.10 จงพิสูจนวา  lim ,
x c

x c c R
→

= ∈2 2  

การพิสูจน   กําหนดให    0>ε  

  เลือก     












+
=

c21
,1min εδ  

 

ให x    เปนจํานวนจริงใดๆ ในโดเมนของ f   ซ่ึง  0 < − <x c δ   จะไดวา 

x c x c x c x c x c c2 2 2− = − + = − − +  

   ( )≤ − − +x c x c c2  

   ( ) ( ) εεδ =
+

+≤+<
c

cc
21

2121  
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แบบฝกหัดท่ี 1.1 

ในขอ 1-5 จงเขียนกราฟของฟงกชันท่ีกําหนดให พรอมท้ังหาลิมิตดวย 

 

1.  f x x( ) = −5 ; lim ( )
x

f x
→2

 

 

2.  g x x x( ) = + +2 2 1 ; lim ( )
x

g x
→1

 

     

3.




+

−
=

1
2

)( 2t
tf  ถา     

0
0

≥
<

t
t

    ;  lim ( )
t

f t
→0

  

    

4.  h x( ) = 3  ;  lim ( )
x

h x
→10

 

 

5.  f x
x

( ) =
+




2 2
0

        ถา  
x
x
≠
=

1
1
     ; lim ( )

x
f x

→1
 

 

6.  จงใชบทนิยามของลิมิตพิสูจนวาลิมิตตอไปนี้เปนจริง 

 

6.1  lim
x

x
→

− =
2
3 2 4  

 

6.2  lim
x

x
→−

− =
1
5 3 8  

 

6.3  lim
x

x
x→

−
−

=
2

2 4
2

4  

 

6.4  lim
x

x x
→

− = −
1

2 2 1 

 

6.5  lim
x

x
→

=
2

3 8  
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1.3  ทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

 การใชบทนิยามในการพิจารณาลิมิตของฟงกชันคอนขางยุงยาก โดยเฉพาะอยางยิ่งหากฟงกชัน 

มีความซับซอน จึงตองหาเครื่องมือที่ชวยใหการหาลิมิตของฟงกชันทําไดโดยงาย การศึกษาเกีย่วกับ 

ทฤษฎีตางๆ ของลิมิต จะชวยใหการแกปญหาดังกลาวสะดวกข้ึน 

 กําหนดให  c   เปนคาคงตัว a  L   และ M  เปนจํานวนจริง 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.3.1  ถา    lim ( )
x a

f x
→

 หาคาไดแลว ลิมิตมีเพียงคาเดียวเทานั้น นั่นคือ 

 ถา  lim ( )
x a

f x L
→

=    และ  lim ( )
x a

f x M
→

=    แลว L M=  

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.3.2 

 1. ถา  f x c( ) =  แลว    lim ( ) lim
x a x a

f x c c
→ →

= =  

 

 2. ถา  f x x( ) =  แลว    lim ( ) lim
x a x a

f x x a
→ →

= =  

 

 3. ถา  lim ( )
x a

f x L
→

=  แลว    lim ( )
x a

cf x cL
→

=  

 

ทฤษฎีบทท่ี  1.3.3   ถา  lim ( )
x a

f x L
→

=   และ lim ( )
x a

g x M
→

=  แลว 

 

 1.  ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

+ = + = +  

 

 2.  ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

− = − = −  

 

 3.  ( )lim ( ). ( ) lim ( ).lim ( ) .
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

= =  

 

 4.  ( ) ( ) nn

ax

n

ax
Lxfxf ==

→→
)(lim)(lim   n  เปนจํานวนเต็มบวกซ่ึงมากกวาหรือเทากับ 2 

 5.  lim
( )
( )

lim ( )

lim ( )
;

x a

x a

x a

f x
g x

f x

g x
L
M→

→

→







 = =   เมื่อ M ≠ 0  

 

 


